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Séminaire CHOQUET Cc2-01
(Initiation a l'analyse) )
13e année, 1973/74, Communication n° 2, 9 p. Décembre 1973

DERIVATION PAR RAPPORT A UNE APPLICATION.
EXISTENCE D'EXAVES MARKOVIENS

par Jean SAINT-RAYMOND

Ce travail fait suite & un exposé de T. HINDI sur un article de A. PELCZYNSKI [3]
consacré au théoréme de Milutin. On y donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une surjection continue d'un espace métrique compact posséde un exave mar-
kovien, et on en déduit que le segment (o ’ 1) est un espace de Milutin. On in-

troduit pour cela les notions de dérivation d'un espace par rapport a une applica-

tion continue et de coeur d'une application continue.

Tous les espaces considérés seront supposés métrisables. Néanmoins, les défini-
tions et certains résultats s'étendent sans difficulté & des cas plus généraux. On
se placera toujours dans la situation suivante : E et 2 sont deux espaces mé-

trisables, et p est une application continue de E dans 2 .

THEOREME 1. - Il existe dans E une plus grande partie SO telle que la res~

triction de p 2 SO soit une application ouverte de SO dans 7 .

Soit & 1la famille de toutes les parties S de E telles que P|g soit ou-
verte. Une partie S appartient & 8 si, et seulement si, pour tout ouvert V de
E, p(VnS) est ouvert dans Z . Si nous posons

SO = USES Sy
et si V est ouvert dans E , on a

p(V n SO) = L%es p(vang).

Cet ensemble est donc ouvert dans Z . Donc SO appartient 4 8 , dont il est le

plus grand élément.

DEFINITION 2. - On appelle coeur de l'application p 1la plus grande partie de E

a laquelle la restriction de p soit ouverte.

THEOREME 3. — Pour tout point z de Z , la trace du coeur de p sur o~ 1(z)

est fermée. De plus, le coeur est un G, dans E ,

6

Soient SO le coeur de p , z un point de Z , et x un point adhérant a

SO n p‘l(z) « Puisque, pour tout ouvert V de E , on a
p[(SO u{x}) nv]= p(SO nV) ouvert dans E .,

On a donc (So u {x}) € S, donc aussi Sy v {x} = SO , clest-d-dire x€S. . 11

0
en résulte que S0 n p_l(z) est fermé.
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Posons maintenant, pour tout entier k :
Slg={x €B; 3x'€s;, p(x) = p(x') et d(x,x')<2-k}.

Puisque, pour tout z de Z, Sy n p-l(z) est fermé, on obtient

® ke
So -(Wk=1 Sy »
Nous montrons maintenant que Sg est ouvert dans E . Soit x un point de Sg .

I1 existe x' dans SO avec

p(x) = p(x') et d(x, x') < 27F,

Soit ¢ >0 tel que a(x ’ x') <g < Z-k e Si V est la boule ouverte de centre

x et de rayon ¢ , W= p(SO n V) est un ouvert contenant p(x') = p(x) o Alors
pl(w) n B(x , 27K - ¢)

est un voisinage de x , contenu dans Sg ¢ en effet, si y appartient 3 cet en-

semble, il existe y' tel que :
v' €8, nvV; p(y') =p(y) .

On a alors

aly , y) cdly , x) +alzx , y) < (¥ =-e) +e=2F

donc que Sk est ouvert. Il en résulte

. . N k
ce qui prouve que y appartient a S 0

O b4
ue S .
q! 0 est un G6

On peut observer que si x est un point de SO y et si V est un ouvert conte-

nant x , on a
p(V) 5 p(v n SO) ouvert contenant p(x) .
I1 en résulte que 1l'image par p de tout voisinage de x est un voisinage de

p(x) « Ceci nous conduit & la définition suivante.

DEFINITION 4. - On appelle dérivé de E par rapport & p 1'ensemble des points

x de E tels que l'image par p de tout voisinage de x so0it un voisinage de
P(X) .

On définit de méme, par récurrence transfinie, pour tout ordinal o , le dérivé

d'ordre o de E par rapport & p .

DEFINITION 5. - Si o posséde un prédécesseur B , on appelle dérivé d'ordre o

de E par rapport & p , le dérivé par rapport & la restriction de p du dérivé
d'ordre B de E .

Si o est un ordinal de deuxiéme espéce, on appelle dérivé d'ordre o« de E

par rapport & p , l'intersection des dérivés de E d'ordre inférieur & o .

PROPOSITION B+ - Pour tout 3z de Z et pour tout ordinal o , la trace sur

p-l(z) du dérivé d'ordre « de E est fermée.
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De plus, le coeur de p est l'intersection des dérivés de E ,

Pour démontrer la premiére affirmation, il suffit de montrer que p-l(z) coupe

le dérivé de E suivant un ensemble fermé. Nous noterons E'X’ 1le dérivé d'ordre

(1)

o de E , Soit x un point adhérent & p-l(z) nE . Soit V un ouvert conte-

nant x . Il existe donc x' € p-l(z) nE 1 nvV, et p(V) est un voisinage de

p(x') , donc de p(x) ; ceci montre que x appartient & E(l) .

La remarque qui précede la définition 4, montre que le coeur 8. de p est con-

(1) 0

. Nous démontrons par récurrence transfinie ?ue, pour tout ¢« ,

¥/, Le résultat est

tenu dans E
SO c E(a) « Supposons que, pour tout B <o , on ait S0 cE
imnédiat si o est de deuxidme espdce. Si o posséde un prédécesseur o' , si x

! t
est dans S, c B'? y 81 V' est un ouvert de E(a ) contenant x , il existe V
0

1]
ouvert de E tel que V! =V n E(a ) . Alors

) € 5V 5)) oV By ) (e

et puisque p(V n Sg) est ouvert, p‘ (a,)(vt) est un voisinage de p(x) , ce qui
montre que x € glo’+1) - EY B

De ceci résulte que

So = N, (@) |

Inversement, la suite transfinie E(W) , décroissante, stationne & partir d'un
certain ordinal o o Soient alors V ouvert dans E et z e p(Vn E(a°) . 81 x
appartient & V n gle) A p-l(z) s puisque x appartient a E(Q°+1) = g(e) ,
p(Vn E(a° ) est un voisinage de z = p(x) , donc de chacun de ses points. On en

conclut que E'¥/ appartient & la famille § s donc que
0 o
ce qui termine la démonstration.

PROPOSITION 7. - Pour tout ordinal ¢« , le dérivé E(a+1) est un G6 dans E .

Considérons, pour tout entier k , un recouvrement ouvert (Vlz)ieI

des ouverts de diamdtre inférieur a 2-k o Alors, pour tout k :
-1 ()
v np [ me, p(vF 0 E\)]

est un ouvert dans E , si IntZ A désigne 1l'intérieur dans Z de 1la partie A

de Z . De plus, si x appartient & E(a+1) » 11 existe un i tel que x € V? s

de E par

U = UieI

k .
alors P(Vi n E\¢ ) est un voisinage de p(x) » Ce qui montre que =x appartient
a Uk .
[e-}
Inversement, soit =x € ﬂk=1 Uk + I1 existe pour tout k un point X dans E(a)

etun i €I telsque

xkev'lic; xpevlic; p(x.) = p(x) .

Done d(x , xk) < 2-k . Bt puisque E(“) n p'l(p(x)) est fermé, il en résulte

que x appartient & B\¥/ , si V' est un voisinage de =x dans E(a) , 11 existe
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un ke N tel que
5@ o p(x , 27K) c v
Puisque x appartient a Uk , 11l existe i€ I tel que
x € V? n p-l[IntZ p(V? OIS

On a alors
V? n E(a) c E(a) nB(x , 2IF) ¢ v

et p(V? n E(a)) est voisinage de p(x) , donc aussi p(V') . On en conclut que x
appartient au dérivé de E %, Done

(1) _ e
E = ﬂk=1 Uy o

est un G6 dans E .

On a bien montré que E(a+1)

COROLLAIRE 8. - S'il existe dans (0 , o un ensemble cofinal dénombrable, E(a)

est un G6 dans E .

Ceci résulte immédiatement du fait qu'une intersection dénombrable de G6 est un

G6 et qu'il existe dans (0 , «( un ensemble cofinal dénombrable d'ordinaux de

premidre espéce.

THEOREME 9¢ = 3i E est & base dénombrable, il existe un ordinal fini ou dénom~
brable « log+1)

tel que B soit le coeur de p

0

Soit (Qn) une base dénombrable de la topologie de E , Soit V un ouvert de E ,

Nous posons, pour tout o

U

Int, p(E(“) nv)

o
-1
Il résulte de la définition de B cue
(a+1) (a) _
Uyt © r(B nNv) c Int, p(E nv) = U,
done
W SW .
o+l o

Soit (2 1le premier ordinal non dénombrable. Posons

= € ¢ c ﬂ v .
A={nel; “n o< T"01}
Pour tout n n'appartenant pas & A , il existe o < Q tel que w, ¢ Wa .

n
Posons

(V) = SUP gy & < Q.

Alors, pour tout n tel que W, = W&(V) , on a nécessairement, puisque la suite

transfinie Wd est décroissante, n € A ; donc

(wn = Wa(V)) = (wn c ﬂm Wa) .
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. . ’ - n 1
Puisque (“h) est une base de E , il en résulte que WQ(V) <0 ﬂa y et que

la suite W& stationne,
I1 existe donc, pour chaque ouvert w, » un ordinal o(w ) , au deld duquel la
suite IntZ p(E(a) n wh) est stationnaire. Soit (yo=supq a(wq) <Q « On a alors,

pour tout q

Intz p(E(“°+1) n wq) = Intz p(E(ab) A wq) c p(E(“0+1) A wq)

< Int, p(E(“°) n wq) .

(a°+1) n w ) est donc ouvert. Il en résulte que, pour tout ouvert V

Chaque p(B
E(a°+1)

de E, p(E(d°+1) n V) est ouvert, donc que appartient & $ , et par
suite est égal au coeur SO o

THEOREME 10. = S'il existe une application étroitement (1) continue définie sur

Z qui, a chaque point z de Z , fait correspondre une mesure My de Radon non

nulle portée par p—l(z) y l'image par p du coeur de p est égale & Z .

Posons S = UZeZ Supp By € E . Nous allons montrer que S appartient & 8 , donc
que p(SO) 5>p(S) =2 . Soient x€ S et V ouvert contenant x . Posons z=p(x).
Puisque, pour tout z' # z , Supp by © p_l(z') CEB =~ p-l(z) et que x €38, ona
X € Supp By o I1 existe donc ¢ continue bornée sur E telle que Supp 9 €V et

que I¢ duz # 0 . Puisque =z P—%luz est vaguement continue, l'ensemble
U={tezZ; f ® dyu # 0}
est un ouvert contenant z . De plus, si t € U , on a nécessairement
Snp H(t) n ¥ > (Supp wg) NV 2 (Supp ) n (Supp @) # 4
donc
Uecp(Vas).

Il en résulte que p(V n S) est ouvert dans Z , donc que S appartient & S,

THEOREME 11 -~ Si p est une application continue de l'espace métrique complet

E sur l'espace métrique Z , et si Z est 1l'image du coeur de P , il existe une

application étroitement continue p de Z & valeurs dans l'espace des mesures de

Radon positives de masse 1 sur E telle que, pour tout z e 2z, p(Z) soit

portée par p~1(z) .

En restreignant p au coeur SO » et en remplagant la distance par une distance
équivalente, pour laquelle le G_ , So s est complet, on se ramdne au cas ou P

)
est ouverte,

Dans ce cas, l'application multivoque de Z dans JTL_}_(SO) qui & =z associe

(1) La topologie de la convergence étroite sur l'ensemble des mesures de Radon,
bornées sur E , est la topologie faible associde & l'espace des fonctions conti-
nues bornées sur E (Cf. [1], §5, n° 3),
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ﬂﬂ(;)%d» , qui est un convexe étroitement fermé de ml(s ) est étroitement s.c. i.

0
de l'espace paracompact Z dans m}(s ) : en effet, soient y € ﬂﬂ(p 1(z)) , et W

un voisinage étroit de v . I1 ex1ste dans W une mesure discréte vy portée par
p"l(z) ¢

=zr.1 c. avec ¢, 20
V1 i=1 i Esi i~ ?

- -1
4=1 ci =1, si €p (z) .

I1 existe alors des voisinages ouverts Vi des points 8; tels que si s{ € Vi’
=1, 2, eee g n , on ait

Z!.1 C.E'EVIQ
1 s

i=1 i
Puisque U nn (V ) est un voisinage de z , et que, pour tout z' €U

1
il existe s} € P (z ) n V. » on a bien montré que l'application sz h-_;ﬂé(p‘l(z))

est étroitement s. c. i.

En vertu du théoréme de sélection de MICHAEL [2] , il nous suffit de prouver que

mi(so) est affinement homéomorphe & un convexe fermé d'un espace de Fréchet.

‘I1 existe, pour tout entier %k , une partition (wg)seso
finie, sur SO , subordonnée au recouvrement par les boules de rayon Z-k « Nous

désignerons par §_ l'application de M (S ) dans El définie par
k

@k(v) = (I %y dv)ses

de 1'unité localement

et par % 1l'application de m}(s ) dans (& )~ F définie par
So

8(v) = (Qk(\’))kEN .

Nous montrons maintenant que & , qui est affine, est un homéomorphisme sur un

convexe fermé de F , qui est lui-mlme un produit dénombrable d'espaces de Banach.

Soient k eN, ve mi(so) y et £ >0 . Il existe un compact T de SO tel

que w(T) > 1 =-¢/4 . Soit J 1'ensemble fini des s € S, tels que ¢§ #0 et

T n Supp ¢ ¢ « 31 y'e mv(s ) appartient au voisinage de v défini par

’v(¢k) -V (¢k)| <-— s On a

2345 V(w ) g uls, - 1) <&

Z
P C R DI v(cp )-Z Ele(cp ) v'(cp > (185 =15
ZS¢ '(cp ) <-§j
Zseso lv(ek) - v’(cplsc)‘ < Z - lv(cp ) = v (ep )+ od7 v(cp ) + Z,gJ '(;pg)
o, (v) = 2 ()l <71'+7f+'€§ =€ .

I1 en résulte que chaque 8 est continue, donc que § est continue.

Pour terminer la démonstration du théordme, il nous suffit de montrer que, si
Vi € ml(S ) et si @(v ) est une suite qui converge dans F , la suite v, con-

verge dans ml(S ) . Soit ¢ >0 . Il existe N, tel que

k



Cc2-07

tael s adey) - eyl < e/ .
I1 existe donc Jk fini dans SO tel que
PasT o Rg () 1o /20
On en déduit que, Y meN, zéeJk vm(¢§) >1 - /25 . si on pose

k
Vi = LJseJk Supp @y
on obtient

€
VmeE, VkEE, \)m(vk)?l—;l-g.
Alors si on pose T = r§?1 Vk s T est précompact et fermé, donc compact puisque

So est complet. De plus,

N by e .
VmEe _13 ’ \’m(so T) $ k=1 Vm(SO S Vk) < = E o

L'ensemble {vm ; m € N} vérifie donc la condition de Prokhorov, donc est rela-
tivement compact dans mi(so) « 31 y est une valeur d'adhérence de (vm) dans
mi(so) ’ §(v) = limmdm @(vm) « Quand nous aurons montré que & est injective, il

en résultera que v est unique, donc que v = limmam Vg e

Supposons donc 8(y) = &(v!) . Soient T wun compact, et V wun voisinage de T
tel que w(V - T) <¢e o Il existe k tel que a(T , CV) > 25 . Alors si J est

l'ensemble des s tels que (Supp ég) nNT£G, 2

k
seT Ps vaut 1 sur T , et O

sur CV . I1 en résulte
k k
v (D) < zéeJ v(@s) = ZQEJ v'(¢s) < (V) (1) +¢ .
Done v'(T) < v(T) , et par symétrie v(T) = v’(T) .

Puisque les compacts ont m@me mesure pour v et pour y! , on a bien v

1]
<
-

ce qui termine la démonstration.

THEOREME 12, - Soit p une surjection continue de l'espace métrique compact E

sur l'espace métrique compact Z . Les conditions suivantes sont éequivalentes :

(i) I1 existe un exave markovien (2) selon p ,

(i1) si Sy est le coeur de p , p(SO) =7,

(iii) Pour tout ordinal dénombrable « , p(E(a)) =7 .

Si T est un exave markovien de C(E) sur C(Z) y pour tout z dans Z ,
T*(ez) est une mesure positive de masse 1 sur E , dont la projection sur 2

est égale & €, o Done T*(ez) est portée par p-l(z) o« De plus, 1l'application

(2) Soient E et Z deux compacts, et p une application continue de E dans
7 « Un opérateur linégire T de C(Es dans €(Z) est un exave selon p si, et
seulement si, pour tout f daus ©@(Z) , ona T(f o p) o p=Ff op «Si p est
surjective, ceci est équivalent & T(f o p) = f . Un exave est appelé markovien s'il
est positif et transforme la constante 1 en la constante 1 (cfe [3] et 1'exposé
de T, HINDI au Séminaire d!Initiation & 1'Analyse, 1973/74).
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Z -y T*(az) est étroitement continue. Donc, d'aprés le théordme 10, (i) entratne
(ii).
Puisque E est & base dénombrable, il résulte du théoréme 9 que (ii) et (iii)
sont équivalentes. Si (ii) est vérifiée, il résulte du théordme 11 qu'il existe une
application étroitement continue z =-3 u(z) de Z dans ml(E) y telle que, pour

tout 2z , 1l'image par p de u(z) soit la mesure €, » On définit un exave marko-

vient selon p en posant, pour toute fonction ¢ € C(E) et tout point 2z de 2

Tm(z) = fE o(x) ducg) () -
Donc (ii) entratne (iii).

L'exemple suivant montrera que dans cet énoncé le mot "markovien" est essentiel.

CONTRE=-EXEMPLE 13. = Il existe une surjection continue d'un compact métrisable

sur un autre, admettant un exave (non markovien) dont la restriction au coeur n'est

pas surjective,

I1 suffit de prendre pour E 1la réunion, dans le plan, des deux segments
(-=1,0)x{-1} et (0, 1) x {+ 1} , pour Z 1le segment (-1 , 1) , et pour
P la premiére projection. On peut alors définir, si f est continue sur E et si

z appartient & Z ,

(z) =f(z , -1)+£(0, 1) -f(0,-1) si z<0,

= f(z ’ 1) si >0,

On vérifie que T est un exave selon p , de norme 3, et que le noyau ouvert
de p ne contient pas les points de E d'abscisse nulle, puisque le premier déri-

vé de E ne les contient pas.

THEOREME 14, - Le segment (- 1 , 1) est un espace de Milutin (3).

Soit C 1'espace {0 , 1}§ « Si ¢ désigne 1l'application continue de C sur
(o, 1) , définie par
a
n
ol(e)) = 35 =i »
on définit 1'application p de C x C sur (-1 ’ 1) par
p(x , ¥) = o(x) - oly) .

Pour montrer que (— 1, 1) est un espace de Milutin, il suffit de montrer que

p admet un exave markovien, donc en vertu du théordme 12, que p(So) est égal A

(=1, 1)

Puisque ¢ est propre, il en est de méme de sa restriction a ¢—1(J) y OW J

désigne l'ensemble des nombres non dyadiques de JO , 1( y augmenté de 0 et de

(3) Un compact E est appelé espace de Milutin, s'il existe un ensemble I , ure
surjection p du compact {0,1}' sur E et un exave markovien selon p (Cf.[3],
et 1'exposé de T, HINDI au Séminaire d'Initiation & 1'Analyse, 1973/74).
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1 « Bt puisque ¢ est injective sur d_l(J) , sa restriction & ¢-1(J) est un ho-
méomorphisme sur son image. Donc la restriction de @ x ¢ a S = m-l(J) x ¢71(J)

est un homéomorphisme de S sur J x J . On vérifie ensuite aisément que 1'appli-
cation (u ’ v) 2 U = Vv de J xJ sur (-1 ’ 1) est ouverte, On en déduit que
p‘s est ouverte et surjective, donc que p(SO) =27 , ce qui termine la démonstra-

tion.
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