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Séminaire CHOQUET C1-01
(Initiation & 1'analyse)
13e amnde, 1973/74, Communication n® 1, 2 p. Novembre 1973

SEPARATION DES MESURES DE RADON SUR UN CONVEXE
PAR LES FONCTIONS CONVEXES CONTINUES BORNEES

par Jean SAINT-RAYMOND

Soient E une. l. Cc. S., €t C un convexe de E , Soit & 1le cbne des fonc-

tions convexes continues et bornées de C dans R .

THEOR@ME 1. - S'il existe une droite contenue dans C qui coupe C suivant un

intervalle non réduit & un point, il existe deux probabilités de Radon p et v

sur C telles que (u - v) seit orthogonal & S , et non nulle.,

Preuve. - Soit f € 8§ , Définissons g sur C par

g(x) = lim inf f(y) .

y-x,yeC
g est bornée sur C , et possdde pour surgraphe l'adhérence de celui de f , qui
est convexe. Donc g est convexe s. c. 1., et prolonge f . Si a et b sont
deux points de C tels que la droite passant par a et b est contenue dans T,
la restriction de g & cette droite est convexe et bornée, donc constante. Donc
f(a) = g(a) = g(b) = £(b) .
I1 suffit de prendre y = Eg 0 V= 6y e

Voici maintenant une réciproque du théoréme 1.

THEOREME 2. - Si aucune droite contenue dans C ne coupe C en deux points dis-

tincts, et si p et v sont deux probabilités de Radon distinctes sur C , il

existe une fonction f dans 8 telle que

w(f) # () .

On peut supposer que 0 €C .

Preuve., - Supposons que § f € 8, p(f) = vu(f) . Posons

1T
ne€Z,n n - °

V est le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans C , et V est fermé.

V =

Soit m 1la projection de E sur E/V . Posons c, = m(C) . Puisque € =T + V ,
C1 est fermé dans E/V s de plus, C1 ne contient aucune droite.,

Soit P = {x' € E' , sup_w ' , x) <o} . Ona Pc VO o De plus, P sépare
E/V . Soit y €RB/V, y#0 . Il existe n € Z tel que ny ¢ Cl' D'apres le théo-—
réme de Hahn-Banach, il existe x' € (E/V)! = P tel que

x' ,y)>1> supZECI (X' y Z) = suprU (x' , ) o



Donc x'€P et (x',y)#0 .81 x'eP , la fonction Tor C, ->R
définie par
x',x
fxv(x) = e< X
est convexe, continue et bornée sur Cl' Donc fx, o TES ,
fpso s . P
Définissons j : C1 -%'§+ par
J(X) = (fx'(x))x’EP'

le

et posons X = j!Cls « X est compact. De plus, puisque T = fx,.f

Xl+yl y' ?
sous-espace vectoriel de C(X) , engendré par les fonctions coordonnées, est une

sous~algébre séparant les points et contenant les constantes, donc est dense dans
e(x) .

Soient =3 o m(p) et U =3 o n(v) . Puisque ¥V x' € P, f4emES, ona
(-39 =0
pour tout h dans une sous-algébre dense de ¢(X) . Donc B=9.
Soient f € cb(c) et e >0 . Il existe un compact T © C tel que
w(C =1 + o(c -1 <e/2f .

Puisque P sépare E/V , 1'application j est injective. En vertu de 1l'hypo-

these, est injective., Donc @ =J o 1 est un homéomorphisme de T sur
|T

g
T, =3j o m(T) « Donc f o m—l € C(Tl) . Il existe une fonction g€ C(X) telle que

1
lell = [I£ « o7H < |2l
et
gIT =f o 0@

Soit f, =goJjeme cb(c) . 0n a

() = v(f,) = i(e) - () =0
lu(e = £)1 < 2jfflplc = 1)

lv(r = £)] < 2ffl.v(c - 1)

/

puisque |[|f = £ || < [|f]| + {[f || < 2|l et que f-f =0 sur T, Donc
lu(£) = v(£)| < 2f)|(ulc = ) + w(c - 1))
< E o
Donc ¥ f e Cb(C) ,
p(f) = v(f) .
Don¢ y = v , contrairement & 1'hypoth&se que p et v sont distinctes.
(Texte regu le 26 janvier 1974)
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