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Séminaire CHOQUET 24=01
(Initiation & 1'analyse) o
13e année, 1973/74, n° 24, 6 p. 6 juin 1974

OPERATEURS EXTREMAUX DANS CERTAINS ESPACES DE BANACH

par Michdle CAPON

Etant donnés deux espaces compacts X et Y , on considdre l'espace des opéra-~
teurs bornés de C(X) dans ¢(Y) . Il est équivalent de se donner l'opérateur T

ou la restriction u & Y de l'application transposée. On a alors 1'égalité
uy(f) = (1£)(y) pour tout y de Y et toute f de C(X) .
T est borné si, et seulement si, u est continue pour o(M(X) , c(X)) ,
T est compact si, et seulement si, i est continue pour la norme ,
T est faiblement compact si, et seulement si, | est continue pour o(M(X),c"K) .

On dit que T est un ™ice" opérateur si, pour tout y de Y, ona

U'y = e(.V) Sw(y) ’

ou ¢ est une application continue de Y dans X sy et 6 une fonction continue
sur Y , de module constant et égal & 1 . Il est clair que tout nice opérateur est
un élément extrémal de la boule unité des opérateurs de C(X) dans C(Y) . On se
propose de voir s'il en existe d'autres. Nous allons voir que dans de nombreux cas
tout opérateur extrémal est un nice opérateur. Dans toute la suite 1l'expression
"opérateur extrémal" signifiera "opérateur extrémal dans la boule unité des opéra-
teurs de C(X) dans c(y) n,

le Cas o T est positif.

THEOREME 1. - Soit T un opérateur extrémal et positif, alors T est un nice

opérateur.

Démonstration. - Soit g un élément de C(X) , 0 < g < 1 « Posons

~

Uf = T(fg) - Tf.Tg .

On vérifie aisément que (T + U) est un opérateur positif et que (T+U)(1) <1,
donc ||T+ Ul| <1, et par conséquent U =0 .

Ceci montre que T est multiplicatif et par suite, pour tout y de Y, la

mesure by est multiplicative sur B(X) . On a donc

= 1 .
uy = (1) ey
I1 est alors facile de voir que py(l) =1 et que ¢ est continue,

T est donc un nice opérateur.

C. Q. F. D,
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. = I ble d int de Y tels que =1 estun G
Remarque 1 ensemble des points y q HuyH
partout dense de Y . Ce résultat est dd & SHARIR [6]. En effet, posons

8

1
4= v ful>1-4.
Qn est ouvert et dense dans Y , sinon on pourrait construire une fonction con-
tinue ¢ de Y dans [0 1], nulle sur Q, et non partout nulle. Si on désigne

par p, une mesure quelconque sur X , de norme 1 , on peut définir g par

1'égalité
=1
e(y) == o(y) by -

On vérifie aisément que pr + g(y)|| €1, ce qui est impossible car g n'est
pas nulle. Comme sur 1'intersection des Q , on a ”Uy” =1 , la remarque est dé-

montrée,

Remarque 2. = Soit T un opérateur extrémal ; si, pour tout y de Y , on sait
e g est dans N'(X) ou dans ( - MY(X)) , alors T est un nice opérateur. Ce

résultat constitue la premidre partie de la démonstration de [2].

On a en effet, ”Wy” = Ipy(l)l pour tout y de Y . L'application est donc con~-
tinue, et comme elle vaut 1 sur un ensemble dense, elle vaut 1 partout. Posons

alors
Tt £ = Tf,T1 .

I1 est immédiat de voir que T' est un opérateur extrémal et positif, donc c'est

un nice opérateur. Il en est de m8me pour T .

Remarque 3, - Soit T wun opérateur extrémal qui ne vérifie pas les hypothéses de

la remarque 2 : il existe donc Y dans Y tel que
, . _
ny (Deu (1) >0
Y0 Yo
On aboutira & une contradiction dés que 1l'on saura construire deux applications
c et 1 de Y dans M+(X) telles que
19 1 et o soient continues,

2° Pour tout y appartenant & un ensemble dense de Y , on ait

) =

+
0 =
En effet, dans ce cas, posons

g(y) = t M@ + a@D|v¥)] «

Pour tout y dans un ensemble dense, on a
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Hu; + (oIl + Hu; = a@|7MlHl
u;(l) + el ()] + u;(l) = e ||7(x)]]

= flull < 1.

De méme, ““y - g(y)]] € 1 . Ces inégalités sont vraies sur tout Y , car la fonc-

by + &)

]

tion norme est semi-continue inférieurement (s. c. i.). On en déduit que g est

nulle. Or
+ g - - +
elyy) = “yo”“yo” + uyOHuyOH .
On obtient donc la contradiction cherchée.

Dans les cas qui suivent, nous allons essayer de nous ramener aux conditions

d'application de la remarque 3.

2, Cas o X est métrisable.

THEOREME 2. - Soit X un espace métrisable., Tout opérateur extrémal de c(x)

dans C(Y) est un nice opérateur.

Démonstration. — La démonstration se trouve dans [2], et repose sur le lemme

suivant,

IEMME 3, — Soit & 1la multi-application de Y dans Nﬁ(X) y définie par

3(y) = {v; 0$v\<p.;} .

§ est une multi-application s. c. i.

Ce lemme étant admis, il suffit de considérer une sélection continue T de cette
multi-application (qui existe d'aprés le théordme de Michagl). On construit de ma-
nid¢re analogue une application o de Y dans M%(X) , ces deux applications ré-

pondant aux conditions de la remarque 3.

3. Cas ou T est faiblement compact et Y séparable.

On va se ramener aux conditions de la remarque 3 et, pour cela, nous allons rem-

placer la multi-application § du lemme 3 par une autre a valeur dans une partie

compacte métrisable.

Remarquons d'abord que & est s. c. i. lorsqu'on munit M*(X) de la topologie

o(M(X) , ¢"(X)) : cela provient de la continuité de u pour cette topologie. Soit
+ -
A = {”y s ye Y}u {“y s yeY}.
Comme y est continue pour o(M(X) , c"(X)) , il est facile de voir, en utili-
sant le critére de Dunford-Pettis (on identifie M(X) & un espace L' ), que A

est une partie relativement compacte pour G(M(X) ’ C"(X)) . Son adhérence A est

compacte et, par suite, on définit enoore une multi-application s. ¢. . en poeent
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8, (y) = 3(y) nk .

La démonstration sera terminée si on prouve que A est métrisable. Soient

{yh}nGN une suite dense de Y , et D le plus petit espace vectoriel sur Q ,

Q

dénombrable, réticulé pour l'ordre induit par celui de M(X) , et contenant les

by -
Soit H son adhérence pour la norme : c'est un espace de Banach séparable. Pour
montrer qu'il contient A , il suffit de montrer qu'il contient A , car il est
fermé pour o(M(X) , c"(X)) . Or tout y de Y est dans 1l'adhérence de {yh}nEN ,
done by eat dans l'adhérence de ?Q pour oM , C"(X)) . On vérifie aisément'aue
cette adhérence est identique & H , donc il existe une suite z, de DQ telle

-~

que
lim Mz, - uyH =0 .
Cn en déduit que
. + + . - -
lim  Jiz - uy” = lim |z - “yn =0 ,
H étant réticulé, 7 et z~ sont dans H , donc u+ et u- aussi. Nous
_ n n y y

avons montré que A est contenu dans H . Pour conclure, on utilise le lemme sui-
vant ([4], p. 434).

IEMME 4. - Soit H un espace de Banach séparable, toute partie de H , qui est

o(@ , H')-compacte, est métrisable pour cette topologie.

En appliquant le théoréme de Micha8l & la multi-application @1 s & valeur dans

A , on se ram®ne aux conditions de la remarque 3. On peut donc énoncer le résultat

suivant

THEOREME 5, — Soient Y wun espace compact séparable, et T un opérateur extré-

mal de C(X) dans c(y) qui est faiblement compact, alors T est un nice opéra-

teur.

4, Cas ou T est compact.

Dans ce cas, nous allons encore utiliser la remarque 3 et le résultat suivant.

LEMME 6. - Soient Wo Une mesure et (ud)aeA un ultrafiltre qui converge vague-

ment vers u, . Si, en outre, Hua“ tend vers ||l » alors ug tend vers pg .

Démonstration. — Soient Wy la limite de u; s et Wy, celle de H; « On a

+ -
pal > uo et uuz 2 u,o « Donc

ugll = 1m llugll = 2amp gy e (0) + wg(0) = flug o+ fludl > fhugll + fugll

Ceci montre que nécessairement

]

lugll s
gl

([

I

HMQH
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Par conséquent, By = ug et Wy = Hg o

C. Qe Fo Do

Ce lemme nous montre que, si l'application ¢ définie par m(Y) = HuyH est con-
tinue sur Y , alors les deux applications T et o, définies par oly) = u; et
T(y) = u; , sont vaguement continues, et elles répondent aux conditions de la remar-
que 3. Ceci est en particulier réalisé lorsque T est compact. On a donc le résul-

tat suivant.

THEOREME 7. - Soit T un opérateur extrémal de c¢(X) dans c(Y) qui est com-

pact, alors T est un nice opérateur.

5, Cas oo X est Eberlein compact, et Y métrisable.

Nous dirons que X est Eberlein compact s'il est homéomorphe & un compact faible
d'un espace de Banach. Dans [1], il est démontré qu'un espace X est Eberlein com-

pact si, et seulement si, la boule unité faible de M(X) posséde la méme propriété.

Dans ces conditions, il existe un ensemble I tel que cette boule unité soit ho-
méomorphe & un compact faible de CO(F) . En outre, nous savons, d'aprés CORSON
et LINDENSTRAUSS [ 3], que toute multi-application s. c. i. d'un espace paracompact,
métrique, séparable, & valeur dans une partie faiblement compacte de Cb(r) ad-

met une sélection continue.

Dans ces conditions, la multi-application & du lemme 3 admet une selection con-
tinue T . On construit de méme une application o telle que le couple (t 5 0)
satisfasse aux conditions de la remarque 3. Nous avons dénc démontré le théoreéme

suivant,

THEOREME 8. - Soient X un espace Eberlein compact, et Y un compact métrisable,

alors tout opérateur extrémal de c(x) dans C(Y) est un nice opérateur.

6. Cas o Y est stonien.
2 =2 PG Ayeioid-ul

Ce résultat est df & SHARIR [6 ).

THEOREME 9, - Soit Y wun compact stonien, alors tout opérateur extrémal de C(X)

dans C(Y) est un nice opérateur.

Démonstration. — Considérons l'ensemble H = {y € Y ; ”p,y” = 1} . D'aprés la re-
marque i, H est dense dans Y . Puisque Y est stonien, il s'identifie au com-

pactifié de Stone-lech de tout ensemble dense ([5], p. 96).

D'aprés le lemme 6, les applications T et o , définies sur H par (y) = u;
et c(y) = p; , sont continues sur H , et & valeurs dans un compact. Elles se pro-

longent donc de manidre unique en deux applications T et o définies sur Y .
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Comme, dans la remarque 3, on peut toujours supposer que Yo est dans H , nous

pouvons utiliser cette remarque pour conclure.

7. Cas ou X est éparpillé.

Signalons encore ce résultat, d0 & SHARIR [6], et dont nous ne donnerons pas de

démonstration. Celle-ci est en effet d'une nature différente de toutes les précé-

dentes, et il ne semble pas que 1l'on puisse démontrer le résultat en se ramenant a

la remarque 3.

THEOREME 10. — Soit X wun compact éparpillé, tout opérateur extrémal de c(x)

dans

[1]
[2]
(3]
[4]
(5]
(6]

¢(Y) est un nice opérateur.
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