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Séminaire CHOQUET 21-01
(Initiation a 1'analyse) .
13e année, 1973/74, n° 21, 3 p. 9 mai 1974

SENI-ALGHBRES FERWFES SEMI-RETICULEES INFERIEUREMENT
DES ESPACES C(X)

par Patrick MAGNIER

Le but de cet exposé est d'obtenir une classification des semi-algébres fermées
semi-réticulées inférieurement (s. r. i.) des espaces c(x) , valable a la fois
pour M"l'équation" de ces semi-algdbres et pour leurs propriétés de stabilité par

certaines fonctions de G(BP) .

1, Notations et définitions.

X désignera un espace localement compact, et C(X) 1'espace des fonctions con-

tinues réelles sur X , muni de la topologie de la convergence compacte.

Une partie A de C(X) est dite stable par ¢ € C(En) si, pour toute suite
(f1 y ces 9 fn) e A" , la fonction ¢ o (f1 s see 3 fn) appartient & A .

Une semi-algébre de C(X) est un c8ne convexe, stable par produit, et une partie

est dite s. re i. si elle est stable par inf(s , t) .

Dans tout ce qui suit, N désigne un fermé de X , et M= (MZ)zEL une famille
de fermés de X . Nous désignerons par A(NW , M) 1'algdébre fermée de ¢(x) , cons-

titude par les fonctions nulles sur N , et constante sur chacun des ﬁﬂ .

En outre, on désignera par F = (oi ’ Xi)iEI et G = (Tj)jEJ deux familles ou

les o5 et les Tj sont des mesures de Radon sur X , positives et & support com-

a
pact, et les X, des points de X tels que pour tout i on ait : ci([xi}) =0,

2. Détermination des semi-algébres fermées s. r. i.

L'ensemble A(N , M) est une algdbre fermée de &(x) et, réciproquement, toute
algdbre fermée A < C(X) est (d'aprdés STONE-WEIERSTRASS) de ce type (i, e. il
existe: N et M tels que A = AN, M) ).

De méme, l'ensemble C défini par :

C=SfeA(N,M); rrets Gi(f)Sf(xi)z
2 VjEJ:'rj(f).sO S

est un cBne convexe fermé s. r. i., et réciproquement [cf. G. CHOQUET-J, DENY [171],

tout cbne convexe fermé s. r. i. de C(X) est de ce type.
Soit W 1le cBne défini par
(1) w={fea(w,M) ; ¥ iel , o (£)<f(x;) et Osf(x)<f(x;) , V xeSupplo;)} »

alors W est une semi-algdbre fermée s. r. i. de C(X) , et réciproquement :
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PROPOSITION 1. — Soit W une semi-algdbre fermée s. r. i. de C(X) . Alors il

existe un triplet (v , M , F) tel que (1) soit vérifiée. En outre, on peut trou-

ver un triplet vérifiant (1) et tel que :

1° N soit le 'moyau" de W ;3 N et les MZ sont deux a deux disjoints,

20 yielI, xiéN g_t_ci(N)=o.

Exemple 1 : L'ensemble S des fonctions de C(g) , nulles en zéro, ot "sous-
homogdnes" sur R (i.e.e: ¥x>0, r€e(0,1),oma 0gf(ax) g af(x) ).

PROPOSITION 2. - Soit ¢ un élément de S vérifiant en outre :

1° ¢ est non linéaire sur ’

R,

20 o(x) >0 pour tout x € R ~ {0} ,

30 @(x) + x = 0 admet une racine unique sur J= o, 0,

et soit W wun cBne convexe fermé s. r. i. de C(X) stable par ¢ . Alors W est

une semi-algdbre et vérifie (1).

En particulier, tout cdne convexe fermé s. r. i., stable par lx'a (si a>1 ),

est une semi-algdbre.

Exemple 2 : Les fonctions sous~homogénes sur EI_: y Clest=a-dire l'ensemble Sn
des fonctions o € c(g?) , nulles en zéro, positives sur Eﬁ et telles que, pour

tout t € B& s 11 existe une forme linéaire positive zt vérifiant :
Loy () = 0(£)] et [(05 s <t) =3 (ols) <2,(s))]

PROPOSITION 3. - Toute semi-algdbre fermée s, r. i. de C(X) est stable par tout

élément de Sn . Inversement, toute partie fermée de C(X) stable par tout élément

de Sn (pour un entier n > 2 ), est une semi-algdbre s, r, i. de C(X) .

PROPOSITION 4. -~ La plus petite semi=-algébre fermée s. r. i. de C(g?) , conte~

nant les projections, est Sn .

3. Semi-algdbres réticulées.

Si dans (1), les mesures o sont toutes du type a; QY avec a, = 0 ou
a; 21, alors W est réticulé, et 1l'on a : *

(2) W=f{fealN,m; viel, 0<(y)<a £(x,)} ,

ou les @y appartiennent & )0 ’ 1) . Inversement, on a le résultat suivant.:

PROPOSITION 5. - Toute semi-algdbre réticulde de C(X) vérifie (2). En outre, on

peut s'arranger pour que N soit le noyau de W , que N et les M, soient deux
gue =2, S026nb COUX

& deux disjoints, et que les x; et les y; n'appartiennent pas & N .

Exemple 3 : Les fonctions "semi-convexes" sur ‘Bﬁ y c'egt-a-dire l'ensemble SA
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des fonctions ¢ € C(R™) , nulles en zéro, et telles que, pour tout t € B& et
tout A de (0 , 1) s, On ait :
(0 g8 < at) == (9(s) < o(t)) .
On a alors l'analogue des propositions 3 et 4 en rerplagant s. r. i. par "réti-

culée", et S_ par S! .
n n

Remarquons que l'on a S1 =3!'=9S.,

t
1
4. Semi-algebres de "type 1" .
Si, dans (2), tous les oy sont égaux & 1 , on retrouve (pour des cBnes posi-
tifs, et si X est compact) la caractérisation des semi-algdbres de type 1 (i. e.
stable par t/(1 + t) ), introduite par F. BONSALL. Nous étendrons cette terminolo-

gie & toute partie de C(X) vérifiant (2), ou tous les o; sont égaux & 1 .

PROPOSITION 6. — Une semi-algdbre fermée de C(X) est de type 1 si, et seule-

ment si, elle est s. r. i, et stable par inf(t , 1)

Exemple 4 : L'ensemble Un des fonctions de CKgF) s nulles en zéro, et crois-

n
santes sur }L_ .
On a, a nouveau, des propositions analogues aux propositions 3 et 4.

Remarque. = Toute semi-algdbre fermée s. r. i., contenant les constantes positi-

ves, est de type 1 .

5. Partie "positives sur un fermé" d'algdbres ferméec.

PROPOSITION 7. - Soit W une semi-algdbre fermée s. r. i. de C(X) , stable par

une fonction ¢ € C(R) , non identiquement nulle sur R_, tendant vers 0 2

1'infini ou nulle en un point to >0 . Alors, si N est le noyau de W y i1

K3 . ’ - /r
existe une famille de fermés M (I%)£EL

W={feaw,n ; vyxeH, f(x)=0}.

et un fermé H de X , tels que :

Le cbne W apparait alors comme la partie "positive sur H " de 1'algébre fermée
Ay , M) o

L'exemple fondamental est ici l'ensemble des fonctions de C(gn) s nulles en zéro,

et positives sur EE s et 1'on a & nouveau l'analogue des propositions 3 et 4,
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