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Séminaire CHOQUET 19-01
(Initiation 3 l'analyse)
13e année, 1973/74, n° 19, 14 P 18 avril 1974

POINTS EXTREMAUX ET PROPRIETES DE RADON~NIKODYM
DANS LES ESPACES DE FRECHET DENTABLES

par Elias SAAB (*)

Le but de cet exposé est d!'étudier quelques propriétés de type Krein-Milman et de
démontrer un théoréme de type Radon-Nikodym dans les espaces de Fréchet s~dentables

(et en particulier dentables).

Toutes les notions utilisées dans cet exposé, et non définies, se trouvent dans

L15].

1. Quelques propriétés de type Krein-Milman.

Ce paragraphe fait suite & [15]. Il est établi dans la conclusion de [13] qu'un
ensemble convexe faiblement compact dans un espace de Banach est 1'enveloppe con-

vexe fermée de ses points fortement exposés et en particulier de ses points dentés.

Ce résultat repose sur deux théordmes dus respectivement & LINDENSTRAUSS [9] et &
TROYANSKI [19].

THEOREME lele = Soit E un espace de Fréchet ; tout convexe faiblement compact

de E est l'enveloppe convexe fermée de ses points dentés,

Démonstration. - Soit C wun convexe faiblement compact dans E ; d'aprds [5]

(corollaire 1, page 211), il existe un convexe borné fermé équilibré A de E tel
que C soit borné dans l'espace normé EA ( EA est l'espace engendré par A

muni de la norme jauge de A ) et tel que E, induise sur C 1la méme topologie et

A
la méme structure uniforme que E ,

Puisque A est complet, alors E est un espace de Banach, et C est faiblement

A
compact dans EA ([5], corollaire 2, page 212), et, par suite, C est 1l'enveloppe

convexe fermée de ses points dentés dans EA .

Pour terminer la démonstration, il reste & vérifier que tout point x de C ,

qui est denté dans EA » est denté dans E .,

Soit Ve Y(O) s 11 existe A > 0 tel que M SV, X+ AL est un voisinage de
x dans EA et, par suite, x n'appartient pas a 1l'enveloppe convexe fermée de

C~ (x + XA) comme
Cr(x+vV)ec~ (x+2a),

alors x n'appartient pas a 1l'enveloppe convexe fermée de C ~ (x + V) s et x

est un point denté dans E .

(™) Attaché de Recherche au C. N. R. S. libanais.
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COROLLAIRE 1.2. — Dans tout espace de Fréchet réflexif, tout convexe borné fermé

C est l'enveloppe convexe fermée de ses points dentés.

Démonstration. - Il suffit de remarquer que C est faiblement compact et d'ap~

pliquer le théoréme 1.1.

En fait, ce corollaire peut étre établi directement sans utiliser les théoremes
de LINDENSTRAUSS [9] et de TROYANSKI [19].

Ceci repose sur les résultats suivants :

1° Le théordme 2.2 de [15] qui affirme que, dans un espace localement convexe sé-

paré et séparable, tout convexe faiblement compact est dentable.

2° Le théordme 3.3 de [15] qui montre que dans un espace de Fréchet dentable tout

convexe borné fermé est l'enveloppe convexe fermée de ses points dentés,

30 Le lemme suivant qui est di & MAYNARD.

LEMME 1.3 (MAYNARD [10]). - Soient E un e. 1. c. métrisable et C un borné de

E ; si toute partie dénombrable de C est dentable, alors C est dentable,

Démonstration. - Si C n'est pas dentable, il existe alors un voisinage V dans

¥(0) tel que, pour tout x dans C , X n'appartient pas & conv(C ~ (x +7V)) .

lim x , ou

il

Choisissons uwn x dans C , alors x

n°n
an n._n - n n :
Xy =450 ki y; avec Mn = {yl y see ypn} cc~(x+V).
Soit M(x) = U:=1 M3 M(x) est une partie dénombrable de C ~ (x + V) , et x
appartient & TConv(M(x)) . Posons
B, = M(x) , B, = UyEBl M(Y) 5 aee B = UyEBn_1 M(y) 5 oee

Chaque Bn est dénombrable et par conséquent B = U;=1 Bn est dénombrable, et
BeccC,

B est non dentable, en effet : Soit y dans B ; alors il existe n tel que ¥y

soit dans Bn s ceci implique que M(y) c Bn+1 s Mais H(y) c C ~ (y + V) s donc

MG) ~ (y + V) = M(y) € B~ (y + V)

mais y € conv(M(y)) € conv(B ~ (y + V) , et la démonstration est terminde.

COROLLAIRE 1.4, — Soit E un e, l. c. métrisable, alors tout ensemble convexe
faiblement compact K de E est dentable.

Démonstration. — D'aprés le lemme 1.3, nous pouvons supposer que E est sépara-

ble, et le résultat s'obtient en appliquant le théoréme 2.2 dans [15].

Remarque., — On obtient de cette fagon le corollaire 2.4 de [15] qui dit que tout
espace de Fréchet réflexif est dentable, pour obtenir le corollaire 1.2, il suffit

d'appliquer le théoréme 3.3 de [15].
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PROBLEME I. - Est-ce que tout convexe faiblement compact d'un espace de Fréchet

est l'enveloppe convexe fermée de ses points fortement exposés ?

Définition 1.5. - Un espace vectoriel topologique X est dit quasi-séparsble si

toute partie bornée de X est séparable.

Nous obtenons & la fin de ce paragraphe une extension du théoréme 3,6 de NAMIOKA
[11], en remplacant, dans ce théordme, les points extrémaux par les points dentés
(extrémaux forts) gréce au théordme 3.3 de [15].

THEOREME 1.6. - Soit E un espace de Fréchet tel que BE" soit quasi séparable
pour la topologie forte, alors tout convexe borné fermé est l'enveloppe convexe

fermée de ses points dentés.

Démonstration. -~ Il suffit, d'aprés le théordme 3.3 de [15], de démontrer que E
est dentable.

Soit C un convexe borné fermé de E : considérons j ¢ E -2 E" 1'injection
canonique de E dans E" muni de la topologie forte g(E"™ , E') . Cette injection
est un isomorphisme topologique de E sur j(E) € E" d'aprds KOTHE ([7], p. 300).

Soit C, 1'adhérence de C ~ j(c) dans (E", c(E", E')) , alors C, est
o(B" , E') compact d'aprés [7] (8§23, 2, (4)).

Soit F le sous—espace engendré par C, dans E" , alors (F , g(E" , E')) est

1
séparable,

Soit Z 1'ensemble des points de continuité de 1l'application identique
1+ (¢, ,ao(@", 8)) —(c, ,p(E", E)) .

Le théordme 2.3 de [11], appliqué & (F , o(E", E') , g(E" , E')) montre qu'il
existe u € 2 n 8(01) . ((S(Cl) désigne l'ensemble des points extrémaux de ¢, ),
et par suite, il existe une famille ultra~filtrée (Xa)aei dtéléments de C = j(C)
qui converge vers u pour o(E" , E!) , donc pour B(E" , E') ; comme C est com-
plet dans E , il est p(E", B') fermé, donc u e C .

Nous allons démontrer que u est un point denté de C , Soit V damns ¥(u) , il
existe un g(EME') owert W tel que u € W n C1 cVn C1 puisque u est extré-
mal dans C, qui est o(E" , E') compact, il existe alors, d'aprés CHOQUET [1]
(Vol. II, p. 107), une tranche o(E" , E') ouverte T telle que u appartieme &
T, et T goit contenue dans W n C1 cV nC ; de ceci, nous déduisons que
Cy Ve C1 v T , comme Cl ~ T, est un convexe o(E" , E?) compacts u n'appar—
tient pas & l'enveloppe convexe o(E" , E') fermée de C ~ V et, & fortiori,

n'appartient pas 4 1'enveloppe convexe B(E" , B') fermée de C -~V ,



19-04

2. Variation d'une mesure & valeurs

dans un espace localement convexe,

Dans tout ce qui suit, T désignera un ensemble muni d'une o=-algdbre % de

1

parties de T , et | une mesure positive finie sur % .

Nous supposerons pour simplifier que T appartient & % , nous verrons que nous
pouvons toujours faire cette supposition,

Définition 2.1. - Soit E un e. l. c. 8. ; une mesure sur % , & valeursdans E,
est une fonction m: ¥ ~>E quiest og-additive.

Soient E un e. 1. c. s., et q une semi-norme continue sur E . Si m est une

mesure sur Y , a valeurs dans E , et A une partie de T , nous posons
= 2
|l (&) = sup; Ty 1 a(a(ay))
ou le sup est pris pour toutes les familles finies (Ai)iEJ d'ensemble disjoints

de ¥ tel que U,__ A

ier M € A.Si A est dans ¥ , nous pouvons prendre

Définition 2.2. - Le nombre lmlq(A) s'appelle la q-variation de m sur A .
I1 est bien connu [4] que |mlq vérifie les propriétés suivantes :

1¢ 0K Imlq(A) £+ pour tout AT,

m =0

al ) = o .

q(m(a)) < |mlq(A) pour tout A dans % ,

o

2

o

3

40 |m|q est croissante,

50 ]mlq(A) =0 si, et seulement si, q(m(B)) =0 pour tout B< A et B dans
e

6° la restriction de ]mlq a ¥ est une mesure positive sur ¥ pouvant prendre
la valeur + o ,
Définition 2.3.

(a) Nous dirons que m est & q-variation finie si lmlq(A) < + o pour tout A

dans T
(b) Nous dirons que m est a variation finie si elle est & q=-variation finie

pour toute semi-norme continue q sur E .

THEOREME 2.4 (D. R. IEWIS [8], corollaire 4.3). ~Si E est un espace de Fréchet

nucléaire et si m est une mesure & valeurs dans E définie sur une o-algdbre T,

glors m est & variation finie.

Définition 2.5, = Soient (T , £ , p) un espace mesuré, E un e. l. C. S., et

m une mesure sur ¥ a valeurs dans E , Nous dirons que m est absolument conti-
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ne par rapport & | , et nous noterons m << si m(A) = O chaque fois que
w(a) =0 et A dans % .

PROPOSITION 2,6, = m est absolument continue par rapport & u si, et seulement

8i, pour toute semi-norme continue q sur E , |m|q est absolument continue par

rapport & .

La proposition suivante va nous permettre de démontrer les deux lemmes 4.2 et 4.3

et par conséquent le théordme 4.4.

PROPOSITION 2.7. - Soient E un e, 1. ¢. s. métrisable, (T , £, u) un espace

mesuré, et m une mesure sur ¥ , & valeurs dans E de variation finie absolu-

ment continue par rapport & p . Alors, pour tout Ae 2+ ’

st ={8esx; uB) >0}
il exigste P e 2+ y Fc A, et tel que
m(F' +
Am(F)={u(F, ; FTCF et Fle s}

soit borné dans E .

Démonstration. -~ Soit (qn)n>1 la suite de semi-normesdéfinissant la topologie

de E , Nous avons, pour tout n , ]mlq <<y o Considérons la mesure suivante
n

v =3 L lnlg,
n=1 o 1+ [mlqn(T)

v est une mesure positive sur T , et y << , nous vérifierons que v(a) <1
pour tout A € ¥ ., Notons enfin que !mlqn(A) < (1 + imlqn(T))2n v(a) pour tout n
et pour tout A€ 3y .,

Soit A dans ¥' ; puisque 0 < p(a) <+ et 0 < y(A) €1, alors il existe
un k >0 tel que

(1) v(a) - ku(a) <0 .

Considérons la mesure A = v - ky . D'aprés le théordme de Hahn ([4], théordme 1,
Pe 45), A peut se mettre comme réunion des deux ensembles disjoints F et G
avec F et G dans % et tel que, pour tout Nc P avec N dans % ,

(2) M) = u(N) - ku(N) <0
et, pour tout P< G avec P dans % ,
(3) AP) = vw(P) - ku(P) 20 .
Fey siﬁon u(F) =0 , et par conséquent y(F) =0 , ceci entratne que
v(a) = v(6) et u(a) =u(e) .
Nous aurons ainsi, en tenant compte de (1) et (3),
0 < v(6) - ku(6) = v(a) - xu(a) <0,

donc une contradiction.
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Considérons
F! +
Av(F) = {: w53 F'CF et Fley } .
AV(F) est un sous-ensemble de _B , €t la relation (2) montre que Av(F) c[0,k].

Nous disons que Am(F) est un borné de E ; en effet, soit q, une semi-norme

continue, et considérons

q (s (F))sr.
m(F*)

Soit EI%TT dans Am(F) , Nous avons

lm| (1)
qn(m(F')) q,n (F')
MR G R 21+ }m‘qn(T)) T\J.’WT !

n ,
done qn(Am(F)) clo, o, k] en posant a =2 (1 + ]mlqn(T)) , et la démonstra-

tion est terminde.

3. Fonctions intégrables & valeurs dans un

espace localement convexe séparé.
B P et e e e T a

Soient (T , ¢, p) un espace mesuré, et E un espace localement convexe séparé,

Définition 3.1. = Une fonction f : T -3 E sera dite étagée relativement & ¢

si f s'éerit de la forme suivante

f = ZiGI Xi cpAi ’

o I est fini, les Ai sont dans ¥ et disjoints deux & deux, et les X sont

des éléments de E ( @5 désigne la fonction caractéristique d'un ensemble BcT ).

Supposons que E est un espace de Banach,

Définition 3.2 ([20], Pe 132), - Une fonction f ¢ T — E gsera dite u—intégra-
ble s'il existe une suite @, * T -—> E de fonctions étagées convergentes p-p. p.

vers f et telle que

vim [ le(8) ~ @ ()] au(t) =0 .

Pour tout A dans ¥ , l'intégrale de f sur A est défini par
J, fap =1im__ [ 0,(+) @ (+) du(t)
qui est un élément de E .

Désignons par fﬁ(u) 1'ensemble des fonctions p~intégrables. Considérons sur

cet espace la semi-norme suivante

el = dp o)) auls)

Soit Lé(“) 1'espace séparé associé & Eé(u) relativement & la semi-norme

“ ”1 ¢
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Lé(u) est un espace normé et

!

Dans la suite, nous continuons a noter une classe f dans Lﬁ(u) par une fond—

£l =.& |£(t)|| du pour fe f.

tion f dans £ . Nous savons ([4], p. 130) que
Lﬁ(u) est un espace de Banach,

Revenons au cas général, et supposons que E est un e. 1, ce. 8. complet, Soit

(qa)ael la famille de semi-normesdéfinissant sa topologie.

Nous supposons que I est ordonné, et que la famille (qa)aEI est filtrante

croissante,

Pour tout o € I , soit Ed 1l'espace de Banach complété de 1l'espace quotient de
E par le sous=espace q;1(0) muni de la norme obtenue & partir de a, par pas—
sage au quotient. Cette norme est notée encore par 4, 5 U, désigne 1l'application

canonique de E -e,Ed y sS1 o < B, il existe une application lindaire continue

gaB : EB - Ed ’
tel = .
elle que ua gaB ° uB
Considérons la limite projective
E=1lin E
«—a o
relativement aux applications gdB .

I1 est bien connu ([16], Pe 53) que E est topologiquement isomorphe a B par
1'application x - (uB(x))BEI . Nous identifierons toujours E et & .

Définition 3.3. - Une application f : T - E est dite p-intégrable si, pour

tout g dams I, uB o f 2 T = EB est p~intégrable,

Soient f : T -3 E p-intégrable, et A dans ¥ . Considérons 1'élément
W, ug o £ a)g e p B
Soit « & B , nous avons, gréce au corollaire 2 de [20] (p. 134),
gcm(fA ug o £dy) = A Gy ° Ug ofdp=JLuaofdu
donc

o

o fdu), - €B~E,

Hg pel

Nous posons
'j‘A f dp, = (IA uB o T dp,)BeI .
Remarquons que, si f est étagée,

£= Z:LesI 1 %

alors

IL fay = ziEI x, w(a n Ai) pour tout A dans ¥ .
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Posons £1(u) 1'espace de fonction £ : T —»E qui sont p-intégrable. Munis-
sons cet espace d'une topologie localement convexe, définie par la famille de semi-
normes

q
a g —
I, = & o (2(0)) au(s) = [ a_(u, » £(£)) au(t) .

Cette quantité est bien définie, gréce au théordme 1 de [20] (p. 133).

Soit Lé(p) l'espace localement convexe séparé associé a Eﬁ(u) relativement
aux semi-normes (|| ”?a)

ol *

THEOREME 3.4 ([6], p. 59). - S8i E est un espace de Fréchet, alors Lé(p) 1l'est

aussi.

Démonstration., - Soit (qn) la famille de semi-norme définissant la topologie de
E.

Lﬁ(p) est séparé, il est donc métrisable puisque sa topologie est définie par

une famille dénombrable de semi-normes

Hem = J o (2(5)) au(s)

I1 reste & démontrer que Lé(u) est complet, La démonstration est classique. Il
s'agit de remarquer que chaque Lén(u) est complet, d'appliquer la méthode de
1t'extraction successive de sous-suites d'une suite de Cauchy dans Lé(“) , €t

d'extraire enfin la suite diagonale qui nous donnera la fonction limite.

4., Relation entre la dentabilité et la

propriété de Radon-Nikodym.

Définition 4.1. - On dit qu'un espace de Fréchet E possidde la pfopriété de
Radon-Nikodym (R. N.) si, pour tout espace mesuré (r,z, u) et toute mesure m

sur ¥ a valeurs dans E absolument continue par rapport & p et de variation

finie, il existe f : T —> E tel que f € Lﬁ(p,) , et

m(4) =IA f du pour tout A €T .

J. Von NEUMANN [12] a démontré qu'uﬁ espace de Hilbert possdde la propriété de
Radon-Nikodym. CLARKSON [2] a démontré que tout espace de Banach uniformément con-—
vexe posséde la propriété de R, N., il a démontré encore que £1 posséde cette
propriété, mais o et Ll(O , 1) ne la possddent pas. Jusqu'a 1940, on connais—
sait les résultats suivants : si E est un espace de Banach réflexif ou dual d'un

Banach séparable, alors E posséde la propriété de R. N.

En 1967, RIEFFEL a démontré dans [14] que tout espace de Banach dentable possdde
la propriété de R. N.

Récemment, MAYNARD [10] a démontré qu'un espace de Banach E possdde la proprié-
té de R. N. si, et seulement si, E est s-dentable (i. e, tout borné de E est
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s-dentable).

DAVIS et PHELPS [ 3] ont démontré qu'un espace de Banach possdde la propriété de

R. N, si, et seulement si, E est dentable.,

C. SWARTZ [17] et E. THOMAS [ 18] ont remarqué que tout espace de Fréchet nuclé-
aire posséde la propriété de R. N.

Dans [15] et dans le paragraphe §1 de cet exposé, nous avons mis en évidence une

large classe d'espaces de Fréchet dentables.

Nous allons démontrer que tout espace de Fréchet s-—dentable (et en particulier
dentable) possdéde la propriété de R. N., ensuivant 1'idée de RIEFFEL [147]. Notons
enfin que la classe des espaces de Fréchet s-dentables contient strictement la

classe des espaces de Fréchet nucléaires.

LEMME 4.2. = Soient (T y 5 M) un espace mesuré, E un espace de Fréchet s-

dentable, et m une mesure sur ¥ & valeurs dans E absolument continue par rap-

ort a et de variation finie,
port a

Soient d'autre part ¢ >0 , q une semi-norme continue sur E , et A dans 2+;

alors il existe FPc A, Fe Zﬁ sy et x dans E tel que :

.Am(F) < Bq(x v e)={yeB; qlz-y)<e}.

Démonstration., — D'aprés la proposition 2.7, il existe A dans ¥

0 <A, A
tel que Am(AO) soit borné dans B , donc s—dentable.

0

Soit x € Am(Ao) tel que x ¢ s(Am(AO) ~ Bq(x , e)) s alors
m(FO) +
X =-ET§57 ou FO c A et FO dans & .

Si Am(Fo) n'était pas inclusdans Bq(x , £) , il existerait alors 5~ F

E1 dans 2+

O ?
, et

m(El)

ETEET € (Am(AO) ~ Bq(x , €)) © S(Am(AO) “Ba(x , ¢e)) =Q.

Soit k., le plus petit entier supérieur ou égal & 2 pour lequel il existe

1 +
E1 c Fo ’ El €3 tel que
1
H»(El) 2'1;'1-
et
m(El)
TET € Alay) s Bz, e) s
1
Considérons cet E, , et soit F =T~ E, . Si u(F,) =0, alors m(Fl) =0
et

w(Fy) = u(E) et n(F) =nF),
donc (m(FO))/(u(FO)) = (m(El))/(u(EI)) , mais ceci est impossible d'aprds le choix

de F, , donc p(Fl) >0,
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Nous construisons par récurrence une suite {En} cgt y €t une suite non décrois-
sante d'entiers kn avec la propriété que kn soit le plus petit entier supérieur
n=-1
ou égal & 2 pour lequel il existe un ensemble E < F,~ Ui=1 B; tel que E
. + '
soit dans ¥ et

n(E )

€A (a) “Bgl(x, e)cq.
p,zEn’ m' 0
Puisque g(En) —29 0 , alors kn —29 © , posons
BO=UnEn et F=TF,+ By .
Nous disons que H(F) >0 et Am(F) c Bq(x ’ e) .

19 En effet, Am(F) = Bq(x ’ e) » sinon il existerait F* ©¢ F , F!' € 2+ et

Wt
2P ey (a) v B (x s e) < a,
0 w(F)
mais F* <P U E. pour tout n .

0 i=1 i

D'aprés le choix de kn nous avons
u(Pr) < E?—%:—I pour tout =n ,
comme kn -3 o , alors u(F‘) =0 ,nd'oh urne contradiction.
20 u(F) >0, sinon u(F) =0, alors nu(F) =0 , et
w(Fy) = u(B)) et n(Fy) =n(s,) ,
donc

m(F,) m(B) 5= m(E, ) m(E,)) u(E)) w(E ) n(E )
STFT = W08, = %n=1 W8,) ™ “net TE,T wE,) = “n=1 WB,Y A(E,)
comme Z§=1 (u(En))/(u(Bo)) =1, et

n(E )
Erﬁiy € Am(AO) N Bq(x , €) pour tout n ,

alors (m(Fb))/(u(Fo)) € Q 4, ce qul est contraire au choix de FO N

Nous allons énoncer un lemme qui se démontre presque de la méme fagon que le
lemme 4.o 2.

LEMME 4.3, - Soient (T , % , p) un espace mesuré, E un espace de Fréchet s-

dentable, et m une mesure sur ¥ & valeurs dans E absolument continue par rap—

port & u et de variation finie.

Soient d'autre part ¢ >0 , et q une semi-norme continue sur E y alors il

existe une suite {xn} c© E , une suite {En} d'é1éments de ¥ disjoints deux &

deux et telles que

1° 7=UE_,
n

20 Am(En) c Bq(xn s €£) pour tout n .
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THEOREME 4.4. - Tout espace de Fréchet s-dentable posstéde la propriété de R. N.

Démonstration. - Soient (T , ¥ , p) un espace mesuré, et m une mesure sur I

& valeurs dans E absolument continue par rapport & p et de variation finde. I1

s'agit de démontrer 1l'existence d'une application f € Lﬁ(p) telle que

n(B) = IB f dy pour tout B dans T .

Soit ® 1'ensemble de toutes les collections m , tel que m soit formé d'un
nombre fini d'éléments de z+ disjoints deux & deux. Nous dirons que m < U si
tout élément de w est & un ensemble p-négligeable prés une réunion d'éléments de
TTIQ
Nous vérifions que (B , <) devient un ensemble nrdonné filtrant croissant,

Pour mm dans B définissons la fonction étagée suivante

=22§%
f = “hen TA) %

? \] 2
Pour tout ™ nous avons f‘TT dans LE(p) . Nous allons démontrer que (fn)nEG

forme un filtre de Cauchy dans Lﬁ(u) . Pour cela il suffit de démontrer que, pour

toute semi-norme continue q sur E et tout ¢ >0 , il existe m, € B tel aue
; q
pour m > m, , nous aurions an - fn0”1 <€ e
Puisque Iml est absolument continue par rapport &  , il existe § >0 tel

que lmlq(F) <e/3 ads que H(F) < 8 o

D'apreés le lemme 4.3, il existe une suite {x.,} < E et une suite {E,} da'élé-
i w i

by

ments de %' deux & deux disjcints, telles que T = Uiep By ©F

3
Am(Ei) < Bq(xi ’ —Evfy) .
Puisque u(T) <+ » , il existe n tel que si By = T~ LE~1 Ei y alars
p(Eo) < § « Soit
my={B ; O0<is<n} si u(EO) >0,
et
my ={B; 5 1<1ign} si p.(EO)=O.

Nous supposerons dans la suite que p(EO) # 0 . La démonstration sera plus facile
si u(E)) =0.

k
Soit m>m, , alors m = {Fij 3 0<ign et 1<k} tel que Ei=U

pour 0<i<n, et ceci & un ensemble p-négligeable pres.

! E
5=1 53

Puisque les é1léments de m sont disjoints, et ont une mesure strictement positi-

ve., Nous avons
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£, = £, 13

= Iy e () -2, () aux)

. a(F,) (* ) 555 n(¥,,) n(E;)
=232 q(u(F Nl (w)) u(To )+Zi 1252 q(u(F 5 wlE; ) #(Fy}

. n(F, ) a(8,)
< %-21 q<m<Foj>>+q<m<Eo>>+Zi=1{E§_1<q(—(—-y -x, >+q<—r—-; ;) w(F;y))]

(o)

€ € o
- Y . . < 0
$5+5rqm U B se
Donc, puisque Lé(p.) est complet,
- 1
£ ->fe L),
en particulier,
IB £du=1im [, £ du pour tout B dans T .
I1 reste & démontrer que
m(B) = IB f dy pour tout B dans ¥ ,
10 si p,(B) =0 , ceci implique que m(B) =0 3
20 si p(B) >0 , soit My = {B} , nous vérifions facilement que
mn(B) = ‘j‘B £ dy des que >,

donec m(B) = lim_ 'fB £ du = JB

I1 est bien connu qu'un espace de Banach E posséde la propriété de R. N, si, et
seulement si, E est dentable [ 3].

fdu.

PROBLEME II. - Si un espace de Fréchet E possdéde la propriété de R. N., est-ce

que E est dentable ?

Remarque. - Nous avons trouvé une solution affirmative du probléme II, elle sera

publiée prochainement.

Remarque. - Tous les résultats restent valables si nous ne supposons pas que T
est dans ¥ o Ceci est une conséquence de la proposition suivante et de son corol-

laire.

PROPOSITION 4.5. — Soit (T , © , w) un espace mesuré, avec T £ 3% , alors il
existe TO €T tel que p,(A) = 0 chaque fois que A est dans T et AN TO = ¢ .

Démonstration, -~ Pour tout n > 1, soit

o« ={Bez; ulB)>2}.

(a) Supposons que & % , et considérons
n

={AK1,...,AKP}; A, €@ et AKinAKj;éﬁ pour i # j} .

i
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Nous ordonnons Sn par la relation T, £

1° Sn # ¢ puisque ﬂh £0 .

- 20 Sn est inductif ; en effet, soit (ﬂi)iel une chatne d'éléments de Sn , et

si, et seulement si, m, 6 © Ty

1 2 1

soit m=U si A, B sont dans m avec A # B , alors il existe un i

iel "i
dens I tel que A, Bem ,donc ANB= 3 .
Nous disons que m est formé d'une suite finie d'éléments de dn y car si m
était infini, nous pourrions exhiber une suite infinie dtéléments de m soit
. m 3
{Ai}z=1 si A= Ui=1 Ay alors A est dans % , et u(A) =+® , ce qui est im-

possible puisque p est finie.

Donc m est dans 3n s T Mmajore m pour tout i dans I , et ﬁn est ine
ductif.

Soit m un élément maximal de 3n , et posons B = UAEn A B estdans T.
(b) si a = @ , nous posons B = § . I1 suffit de prendre T, = U:=1 B ,si
Aeg et AnT,= @, donc AN B = ¢ pour tout n , et ceci implique, d'aprds

le choix de Bn y que u(A) S'% pour tout n , donc U(A) =0 .

COROLLAIRE 4.6, — Soient E un e, 1. c. métrisable, et m une mesure sur b

a
valeur dans E & variation finie, alors il existe T, dans % tel que m(A) =0

0
si A est dans £, et An TO = ﬁ .

Démonstration. — Si T est dans T , nous prenons T = To s sinon, nous considé-

rons (qn) la famille de semi-normes définissant la topologie de E .

D'aprés la proposition, il existe pour chaque mesure lml un ensemble

(a) =
il suffit de prendre q% = Uoo Tn
pren 0 "n=1 0°

il Oetﬁ

g,

dans ¥ tel que |m] 0 3 chaque fois que A est dans £ et AN Tg
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