DAVID A. EDWARDS
Suites décroissantes de simplexes

Séminaire Choquet. Initiation a ’analyse, tome 13 (1973-1974), exp. n° 16, p. 1-3
<http://www.numdam.org/item?id=SC_1973-1974__13__A12_0>

© Séminaire Choquet. Initiation a ’analyse

(Secrétariat mathématique, Paris), 1973-1974, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SC_1973-1974__13__A12_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire CHOQUET 16-01
(Inltlatlon 4 1'analyse)
13e année, 1973/74, n° 16, 3 p. 14 mars 1974

SUITES DECROISSANTES DE SIMPLEXES
par David A. EDWARDS

On ne donne ici qu'un résumé de résultats. Un exposé complet, avec des démonstra-

tions, sera publié ailleurs.

i. Un ensemble convexe compact sera toujours un tel ensemble dans un espace

vectoriel topologique réel localement convexe séparé. Un simplexe sera toujours un

simplexe de Choquet.

Soit X un ensemble convexe compact quelconque. Nous notons Z(X) 1'ensemble de
toutes les mesures de probabilité sur X qui sont maximales dans mq(x) pour

l'ordre < de balayage [2]. Pour chaque uw € ﬂf(X) , nous écrivons
Z (X) {v e ZX) + v>upuld .

Nous notons &X) 1'ensemble de tous les points extrémaux de X , et par &(X)
1'espace de toutes les fonctions réelles continues affines sur X . La topologie de
MX) sera la topologie faible o(¥(X) ., C(X)) . Nous nous servons de la théorie

des limites projectives pour les ensembles convexes compacts [3].

THEOREME 1. - Soit (Xi)ieI un systéme projectif de convexes compacts, soit X

sa limite, et soient Q ij * @i les applications affines continues associées (on

ne suppose pas &, (X ) = XJ ). Alors, pour tout € ZX) . tout i €I, et tout

voisinage U dans +(X ) de la mesure &, (u) , 11 existe un Dy € I, avec

ny > i, tel que

éni(z@n(p)(xn)) € U pour tout n > ny .

COROLLAIRE 2 (CHOQUET [2]). - On prend les m8mes hypothéses, et soient x un
point de &(x) » V un voisinage dans Xi de @i(x) . Alors il existe un n, €I,
avec ng > i, tel que

@ni(S(Xn)) NV #8 pour tout n > ny e

COROLLAIRE 3 (DAVIES et VINCENT-SMITH [4]). ~ Si, dans le théordme 1, tous les

Xi sont des simplexes, alors leur limite X est également un simplexe.

Rappelons-nous qu'une dépendance affine extrémale [1], sur un compact convexe X ,

est une mesure € MX) telle que
(i) w(f) =0 pour tout f e A(X) ,

(ii) les deux parties de la décomposition de Jordan de | sont des mesures maxi-

males sur X .
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Rappelons-nous en outre que X est un simplexe si, et seulement si, il n'y a pas
de telles dépendances non-zéros sur X . Nous voyons donc que si dans le théordme 1
la limite X n'est pas simplexe, alors, selon le corollaire 3, il faut qu'il y ait
des dépendances affines extrémales non-zéros sur des Xi o Nous laissons au lecteur

le soin de préciser cette remarque en utilisant le théordme 1,

2. Les résultats de CHOQUET et de DAVIES et VINCENT-SMITH que nous venons
d'énoncer ont des conséquences intéressantes pour les polyddres convexes dans un

. d . . -
espace euclidien R~ de dimension finie 4 .

Un sous-ensemble X de _gé s'appelle un polyedre convexe quand il est un con-

vexe compact tel que l'ensemble S(X) est fini, Dans ce cas, nous notons v(X) le

nombre de points dans &(X) .

PROPOSITION 4. - Soit (Xi)ieI une famille filtrante décroissante de polyddres
convexes dans ‘Ed y telle que v(Xi) £p <o pour tout i eI, ou p est un en-

tier positif., Alors X =1 Xi est un polyddre convexe tel que y(X) < p . Si de

ieI
fait v(X) = p , alors il existe ny € I tel que, pour tout n > n , V(Xn) =p 3
et, de plus, on peut ainsi appliquer des étiquettes
n2
g(Xn) = {xnl R N (n > no)

&(X) = {xl , 2 y eee » XP}

de telle fagon que s T quand n -2 , pour chaque r =1, 2, s40 , D o«

COROLLAIRE 5, - Soit (Xi)iEI une famille filtrante décroissante de simplexes

dans EF telle que 1'intérieur de X = nieI X; ne soit pas vide, Alors X , et

tous les Xi » sont des simplexes de dimension d , et on peut ainsi appliquer des

étiguettes

S(Xi) = {XiO , Xi2 ) eee s Xid}
8(X) = {XO ’ Xl 9 ecoe Xd}

de telle fagon que T -9-xr quand i = ® , pour chaque T =0 , 1 , 2 000y 4 &

Si, dans le corollaire 5, nous omettions la condition que 1'intérieur de X ne
soit pas vide, alors le résultat ne resterait pas vrai. On le voit en prenant comme

Xn 1'enveloppe convexe dans 32 :

Xn=conv{(1,0) 9(-1’0) 9(0 );11')}0
3. Nous considérons maintenant les suites décroissantes de simplexes (qui
peuvent &tre de dimension infinie). Nous nous rappelons qu'un simplexe X s'appel=

le un simplexe de Bauer si l'ensemble EXX) est fermé dans X .

PROPOSITION 6. -~ Soit X wun simplexe métrisable quelconque., Alorg il existe une

suite décroissante (Xn) de simplexes de Bauer métrisables telle que X=ﬂ:;1 Xn .
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Ce théordme découle du théoréme 5,2 de [5], avec 1'aide de quelques constructions,

On donnera les détails ailleurs.
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