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Séminaire CHOQUET 14-01
(Initiation & l'analyse)
13e année, 1973/74, n° 14, 10 p. 28 février 1974

LA CONVOLUTION DANS L1 FAIBLE DE _En

par Peter SJOGREN

1, Introduction.

Définissons l'espace ! e type faible, noté A1 y comme l'espace des fonctions

mesurables dans E? (n>1) , et telles que
l{x e‘gé s |f(x)| > y]l < Cynl , C=20C(f) , pour tout vy>0.

Ici on note IE’ la mesure de Lebesgue de E C‘BP « I1 est bien connu que Al

apparait en théories d'intégrales singulidres et d'interpolation. Si f € A, , on

1
net

2(£) = sup_ vl{lzl >} .

Notons que £ est une quasi-norme non sous-additive et que la topologie sur A1

associée n'est pas localement convexe.,
Si O0gfe A1 et si | est une mesure positive finie, la convolution f *
n'appartient donc pas toujours a Al . Dans ce travail, on va étudier les ensembles

qui ont la propriété suivante.

P p n . . .
Definition, - Un fermé F c R~ sera dit de convolution si, pour toute mesure

p >0 finie avec supp p € F , on a
e A1 , ou U* = r o p et r= lxl .

Dans la section 4, nous aboutissons & une caractérisation géométrique de ces en-
sembles. La condition trouvée signifie grosso modo que 1l'ensemble doit &tre contenu
dans un ensemble de Cantor, ou bien ne pas contenir trop de points uniformément ré-
partis. Comme application de nos méthodes, nous obtenons une démonstration &lémen-—
taire d'une inégalité utilisée dans BEURLING-MALLIAVIN [1] et concernant 1'inté-

grale de Poisson (Voir le corollaire 2).

On pourrait poser la méme définition pour les autres espaces Ap y P>0, défi-

nis par 1'inégalité

(el > v}l < oyP,

en utilisant le noyau associé r—n/p + Pourtant, si p > 1, on sait que Ap est
localement convexe, et la propriété de convolution correspondante est vérifide pour
tout fermé, Pour p < 1 , on peut voir que les ensembles finis seulement ont cette
propriété.

2. Quelques lemmes simples,

Dans ce travail, toule wesure sera posttive et Tinie,
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IEMME 1, = Si un fermé F C4§n est de convolution, alors il existe une constante

C telle que, pour toute mesure  portée par F , on a

L(0*) <

Pour la démonstration, il suffit d'observer que si 1'énoncé n'est pas vérifié, il
—2
et

ﬂ(U ) >m, En prenant la somme des By » OB voit que F n'est pas de convolution,

existe une suite (u ) de mesures avec supp . © F telles que ”u | <

Si F est de convolution, on note C(F) la plus petite des constantes C qui
conviennent dans le lemme 1 ; sinon, on met C(F) = ,

IEMME 2. - Soient F , F, ot F, des fermés de R .
c F2 y alors C(F ) < C(r ) .

(a) si F

(v) c(r UF ) C(F ) + ¢c(F )

(¢) ¢(P) est invariant par homothétie.

(@) 8i ¢(F) <= , alors |F| =0 .

Démonstration. - L'énoncé (a) est évident, et (c) résulte d'un calcul trivial.

Pour vérifier (b), on se donne une mesure y portée par F, u F2 « BElle admet une

1
décomposition p = by * Ho ou by est portée par Fi « On termine en appliquant
a UM 4 UM 1tindgalité

(2.1) a(f, +£,) <pe(e) + qule,) , vl ql=1,

avec p = “u”/”plu . Pour vérifier (2.1), on note que

(e, + 1,0 >y} = gle, | > y/p} v {le,] > v/} ©

Dans la démonstration de (d), on peut supposer F compact, Soit b la mesure de
Lebesgue restreinte & F ., Alors UM est infini en tout point ou F est de densi-

té 1 . Ces points forment donc un ensemble de mesure nulle, ce qui entratne

IFl 0 « Le lemme est démontré.
Tout cube de R" ou Rn"1 y figurant dans la suite, aura ses arétes paralldles

aux axes de coordonnées,

Fixons un cube unité QO dans BP « Pour tout entier N > 1 , on place dans QO
un pavage de cubes ouverts d'aréte N-1 de facgon naturelle. Soit SN 1'ensemble
de ces N cubes ouverts.

Définition. - On dira que le fermé F < R® contient un réseau d'ordre N s'il
existe une homothétie ou translation h : ‘BP -e_ﬁ? telle que h(F) rencontre
tous les cubes de SN .

S'il en est ainsi de F , sn peut introduire une mesure en plagcant pour tout
Q € SN la masse N O en un point de F n h_l(Q) « On voit alors facilement que

C(F) 2clog N, o ¢ >0 ne dépend que de n . Un ensemble qui contient des
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réseaux de tous les ordres n'est donc pas de convolution. Plus tard, on démontrera

la réciproque de cette observation.,

LEMHE 3. - 8i (P,),.; est une famille filtrante croissante de fermés de R ,

et si F est la fermeture de UieI F, , alors

c(F) = SUD, o1 C(Fi) .

Démonstration., - Il suffit de montrer que c(F) < sup C(Fi) e« Si F est de me-

sure positive, il est de densité 1 en un point x. . Pour tout N , on peut alors
trouver au voisinage de XO un cube Q tel que lF n Q]/IQI >1 - N » En pla-
gant dans Q wun pavage de N sous-cubes, on voit que F contient un réseau
d'ordre N et qu'il en est de méme de U F, . Pour tout N , il existe donc un

i eI tel que F, contient un réseau d'ordre N , et par conséquent

sup C(Fi) =+ o ,

Si IFI =0 , on se donne o < C(F) . Prenons une mesure p de probabilité
portéde par F et telle que Z(Uu) >q@ . Pour un y >0 convenable, on a donc
yl{Uu > Y}I > o , et par conséquent il existe R et & > 0 tels que

y'{x s |zl <R, dist(x, ) >s , () > Y}l > o e

Si M >0 , il est maintenant clair qu'on peut approcher |y par une mesure !
de probabilité portée par un sous-ensemble fini B de U Fi de telle fagon que
1]
1'on ait U* >y = 7 sur 1l'ensemble

{x; lx| <R, aist(x , F)>6, () >vy}.

En choisissant 17 de fagon convenable, on voit que C(B) > o o Puisque B est
contenu dans un Fi , et o est arbitraire, la démonstration du lemme 3 est com=

Pléte .

Remarque. — Pour les familles décroissantes il n'y a pas de résultat analogue,

méme si on suppose C(Fi) <o pour tout i . On le voit en considérant
F,={0}uf2™; k>i}CR pour i=1,2, ...

Le fait que ces ensembles sont de convolution sera une conséquence de notre théo-

réme.,

3. Etude d'un cube,

Dans cette section, on notera C diverses constantes positives qui ne dépendront
que de n . Pour les potentiels l0j , on a 1'inégalité de Harnack suivante : Si "
est une mesure dans E? et si x, y € R" satisfont a ]x-y]gdist(x,supp p)>0 ’

alors
(3.1) ™ (x) < ct(y) ,

car ces hypothdses entrainent lx - z!-n < C|y - zl-n pour z € supp W e
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LEMME 4., - Soient Q un cube ouvert dans ‘BP ’ 33 4 une mesure avec

supp w € B°~ Q.

(a) Si y >0, il existe une mesure v avec supp v < Q et telle que

(1) ||| < lal

(i1) [{™ > v} nal sc|y ,
(1ii) W >vy/C sur supp v ,
(iv) W<C dans R v Q.

(b) Si x est la fonction caractéristique de Q , on a XU“ € Al et

2(x) < oy

Démonstration. - Observons d'abord que (b) est une conséquence de (a). En effet,

pour vy >0 , on obtient & 1l'aide du théortme de Fubini
[{* >y} nal <oy g oy Jwav=cyt 00 au g oy~ Yl -

Pour la démonstration de (a), on peut supposer {Uu >y} N Q non vide. Si n =1,

la fonction UY est convexe dans 1'intervalle Q . Soit alors x le point (ou un

0
des deux points) de l'ensemble {Uu > y} NnQ, ou la distance a dQ est maximale.

On vérifie facilement qu'on obtient la mesure v cherchée en placant la masse

l{U” >~} n ol au point Xy o

Supposons maintenant n > 1 . Notons v' 1la restriction de la mesure de Lebesgue

a\

a {U“ >y} n Q. La démonstration est motivée par 1'observation que 1'inégalité

1]
i < C dans Rn v Q entraine (b), de la méme fagon que ci-dessus., Cette inéga~

~

1ité n'est pas vérifiée en général, mais la démonstration consiste & 1'obtenir

aprés une modification de ' . On enlévera certaines parties de v' , et on fera
simultandment une discrétisation de y! en concentrant les masses sur certains hy-

perplans. Nous écrirons les points de R comme (x ’ t) € Rn"'1 xR, et mn_1
sera la mesure de Lebesgue &4 n - 1 dimensions, Fixons une face F de Q , que

1l'on peut supposer située dans gl

x {0} , avec Q< {t > 0} , et prenons-la
comme base d'une pyremide P ouverte dont le sommet sera le centre de Q . On pose

tj = Z'I—nj a,pour j=0,1, 2, eeo y 00 &a est ltaréte de Q .

Nous allons construire par récurrence une suite (Bj)? de sous-ensembles de
Ey—l « Chaque Bj sera une réunion finie disjointe de cubes ouverts de _En-l ’
tous d'aréte tj « Prenons j > 1 , et supposons B1 y eee o Bj—1 déja construits
si j>1e.Pour k=1, eee » J -1, on considére avec chaque cube de Bk le
cube concentrique d'aréte (1K S)tk ; soit U, la réunion de tous les cubes
élargis ainsi obtenus lcrsque k prend les valeurs 1 , see 5 jJ = 1 o En particu-

lier, on met U, =@ ., On vérifie qu'il est possible de placer dans le cube

1
{x e B?’l 3 (x , tj) € P} un pavage cubique d'aréte tj o Définissons maintenant
Bj comme la réunion de ceux des cubes (ouverts) Q' de ce pavage qui satisfont

aux deux conditions suivantes :
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(1) Q' n'est pas contenu dans Uj ,

2 ' x| %,
(2) Q" = [ty 5 5,

Les Bj construits, on introduit une suite (v ) de mesures dans ’Bn en
prenant comme va la restriction de t dm x {tj} . Mettons vp = 2 V.

n-1 j 173
et y = Zf Vp ol la somme est prise pour les 2" pyramides associées & Q . Pour

] rencontre {W* >y} npP.,

W~ e

=

montrer que cette mesure y satisfait les conditions de (a), il suffit de vérifier

que  vp posséde les propriétés suivantes :
(i) lIvpll < le| ,
1) [{* >y} n Bl < vyl
(1ii)* " >/C sur supp Vp 9
(iv)? 0P < ¢ dans .

I1 est facile de vérifier (i)', et (iii)' s'ensuit de (3.1). Quant a {ii)', ob-

servons que
I{U“>y}npn{tjgtgt }|<|{(x t) 3 t(x,t)>y , x¢U » BySt tj_l}nPI

+ [{(x,t) ; xeUs , & Stet, }lsCHv-H

j\
1+j=k yne1 ||V ” k-
+ C Zk< (2 +j L 5)® 1 i t.<0 Zk<j J ””k” ,
puisque mnpl(B ) = Hvkn/t + En sommant par rapport & j , on arrive & (ii)!, car
k=3
j>1 Zk<j ”Vk” = Zic>1 [l Zﬁ;k = 2vg| »

. N
En vue de (1v)', on commence par une observation élémentaire. Si gz € R !

~

et

t,a>0,o0ona
dm 1(x)

(3.2) t le-z|>a 1 T; tz)ﬁ7v < mih(u » nt/a) ,

ot y = u(n) est une constante. Si gz € -1 » on va démontrer 1'énoncé suivant

par récurrence.

Pour j=1,2, .v. , la somme Zp U k(z , O) devient aprés un ré-arrangement

convenable dominée terme & terme par la somme Zq— n 2 k

Le cas j =1 est évident & cause de (3.2). Supposons donc 1'énoncé démontré

pour j =1 . Soit m >0 un entier tel que
AV
(3.3) w2 cuda, 0) g0 T,

On peut supposer m < j - 2 , car le cas contraire est trivial., De (3. 2), on voit
que la distance (dans Néyl ) de z a Bj est majorée par ot o1 tj « A cause de

la construction de Bj s On 8, pour k=1, 00 4 j—-1,
aist(B, , B) > (2%, 2ty -ty > (29 . 1)t,
Alors 1'inégalité du triangle entratne

dist(z , B) > (27 4 )t - 2™, = (20F 4 2m+1‘n(j"k))tk
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Pour k< j-m= 1, il en découle que

J=k t

dist(z , Bk) > 2 .

et cette inégalité entratne selon (3.2)
v
U (z, 0) gu 9.

Mais alors la récurrence s'achdve grfce & l'hypothése faite pour j = 1 et a
(3.3). L'inégalité (iv)? est par conséquent valable aux points (z , 0) et donc,
par monotonie, aux points (z , t) avec t <0 . Si (z, t) E‘E? ~Q et t>0,
on trouve, a4 l'aide d'une reflexion, un point (z* , t') avee t' <0 ob le po-
tentiel U’vP domine sa valeur en (z , t) . Ceci termine la démonstration de (iv)!

et du lemme 4.

COROLLAIRE 1., - 8i A est une mesure portée par Q , alors (1 - x)UA € Al et
(1 =)0 s |

ou Q et x sont définis dans le lemme 4.

Pour la démonstration, on suppose que Q fait partie d'un pavage cubique, et on
applique le lemme 4 (b) aux 3n - 1 cubes de ce pavage qui entourent Q , hors

desquels l'estimation de UA est triviale.

Le cas n = 2 du corollaire suivant entraine une inégalité auxiliaire de
Beurling-Malliavin ([1], (1.7), pe 84). On garde la notation de la démonstration du

lemme 4 pour les points de R" .

COROLLAIRE 2. - Soit f > O une fonction mesurable dans R™ ' telle que

I f(x) dx <o

(1 + |x|?)2
(gg dx = dmn_l(x) ). Mettons

X - £(y) dy
Hrot) =] (Ix - y1% + £9)V2

pour (x , t) e EP et B, = {(x,t); Flx, t)>8} pur §>0. Alors on a,
pour tout § >0 ,

dx dt <
By (1 4+ |x|D)2

Esquisse de démonstration. - On se donne § >0 ., Si m > 0 est entier, on met

f1 = fy et f2 =f - fl s O ¥ est la fonction caractéristique de
ey g x] < 2™

Ceci donne une partition F =F, + F2 y et i1 est facile de voir que Fz(x,t)<5/2

1
pour o < |x| < 2HH'1 si m est assez grand. On a donc

< 2m+1}

(3.4) B, n {2 < |x| < ™1y e {F, >8/2} n {2" < Ix| <

Pour obtenir l'estimation nécessaire de la mesure de l'ensemble du membre droit

ol d

de (3.4), il suffit de voir que R 1. {0} est de convolution dans R . Pour
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cela, on conclut du lemme 4 (b) et du corollaire 1 que la frontidre d'un cube est
de convolution. Par homothétie et passage & la limite, il s'ensuit qu'il en est de

méme d'un hyperplan. Le corollaire est démontré.

4, La caractérisation.

THEOREME. - le fermé F C_En est de convolution si, et seulement si, il existe

un N tel que F ne contient pas de réseau d'ordre supérieur & N .

Démonstration. — On a déja vu la nécessité de la condition. Pour la suffisance,

il suffit, grice aux lemmes 2(c) et 3, de supposer F contenu dans un cube unité

QO et d'en déduire que C(F) est borné par une constante C = ¢(n, N) .

Mettons M = 3(N + 1) , et prenons un o tel que 1< o< (1 - M_n)~1 . On place
dans Qo un pavage cubique d!aréte M"1 . Le cube d'aréte 1/3 concentrique a Qo
contient (N + 1)n cubes de ce pavage, et parmi ceux-ci il y en a au moins un
(pris sans bord), soit T1 » qui ne rencontre pas F ., On appellera T1 le trou
associé & Q0 , et les autres M* — 1 cubes du pavage (pris avec bord) seront des
cellules, Dans chacune de ces cellules, on place un pavage cubique d'aréte M—Z ’
duquel on choisit de nouveau un trou, situé dans le cube dtaréte Mfl/B concentri-
que & la cellule. Comme ci-dessus, on obtient ainsi dans chaque cellule un trou
(ouvert) associé et de nouvelles cellules (fermées), cette fois d'arétes er » En
continuant de cette fagon, on obtient des trous et des cellules d'arétes M""-j ’
J=1, 2, ees Cet exposant j sera appelé d'ordre du trou ou de la cellule. Qo
lui-méme est l'unique cellule d'ordre O . A toute cellule D (d'ordre k ), il y
a un trou associé T , dont l'ordre est k+ 1 , et D est dite associde & T .,
Soit (Tj)? une énumération de tous les trous telle que l'ordre J de T, crott

J

avec j . Pour tout i , l'ensemble F est contenu dans la réunion des cellules
d'ordre i , et la mesure de cette réunion est (1 - M"n)i .

Supposons maintenant donnés une mesure |, portée par F , et un vy >0 . Pour
J=1, 2, eee 5 s0it Vj la mesure obtenue en appliquant le lemme 4 (a) & Tj ’
p et v o On va construire dans Q, une mesure v possédant des propriétés ana~
logues & celles de la mesure construite dans ce lemme. La mesure 2 v. les posséde
& exoeption de la dernidre, Il faut donc 8ter des parties des v poﬂr arriver &
une mesure & potentiel borné sur F , en conservant les autres propriétés de 2 v, .
Pour cela, nous allons définir des mesures v.i) pour 0<i<j par récurrencej

(1) _ (i-1) ?

sur 1 ; elles satisferont a V3 < vj pour tout j>1i ,
0 .
Mett?ns vg ) = Vj pour j =1, 2, ... , et supposons que, pourun i > 1 ,
les vji'l) solent déja définies (j 2 1) . On pose A, = vil’l et a; =[] .
Pour j>1i , on définit alors vjl) de la fagon suivante,

(I) S'il1 existe deux entiers positifs r et k avec r +k 3 et une ce%lule

D d'ordre k contenant Tj mai? ?isjointe de Ti et telle que 1'on ait U i;a-r
i
=0,
J

au centre de D , alors on met vy



14-08

(11) si (I) n'a pas lieu, on associe a T. et Tj 1l'entier p tel que

NP oyt ;;, dlst(T » 1 ) < P oyt

Ceci entrafne évidemment 0 < p <1 . Si

N

o @R > fugit)

on pose vgi) = 0 3 sinon on fait une sous-division quelconque vgl-l)(=)v' + "
i

telle que y' et V" >0 et ”v'n = a, (aM n53;p . Ensuite on pose vyl = LN

Ceci fait, on met vy = Z? Ai . Dans la suite, les constantes notées C dépen—
dront seulement de n et N . On va démontrer que v possdde les propriétés sui-

vantes :
(1) 1 >y} n gl < vl »
(ii) W >+/C sur supp v ,
(iii) tvgc¢ sur F,

Ceci suffit pour achever la démonstration du théordéme suivant la méthode du lemme
4 (v), car hors de Q, on sait que " est dans A grice au corollaire 1. La

propriété (1i) découle immédiatement du lemme 4 (a) (111), car v<2 vy .

Pour vérifier (i), on utilise la propriété correspondante des vy et on obtient

{0 >y} ngl =2, [{t* >vinm] <oy |y

@.1)
<C2 a; + C 2 masses annulées suivant (I) + C X masses 8tées suivent (I,

~

I1 suffit donc de montrer que dans le dernier membre de (4.1) les deuxidme et

troisiéme termes sont majorés par le premier, & des facteurs C preés.

Pour estimer la somme des masses annulées selon (I), on fixe i >1, et on con-
sid®re le passage de i -1 & i ., Si s >1 est entier, on ﬁote RS la réunion
des cellules disjointes de Ti aux centres desquelles on a U i>48, Alors Rs
s'éerit comme une réunion U, D, de telles cellules que 1'on ﬁeut prendre dis-

L 7L
jointes deux & deux, aux bords prés. A cause de (3.1), ona UL a /C dans

chaque DZ o Le corollaire 1 entraine alors que |R | <¢ a; o . 8i k est
1tordre d'une cellule Dz s alors on y annule, suivgnt (I), avec r =8 , les
mesures portées par les trous d'ordre p contenus dans DZ pour tout p>k + s .
La mesure (volume) totale des trous dans D, de ces ordres est (1 - -n)s-l lD |«

A cause du lemme 4 (a) (i), on a par conséquent la méme estimation pour la masse
totale ainsi annulée dans Dz . En prenant la somme par rapport & g4 et ensuite s,
on trouve que la masse totale annulée suivant (I) en passant de 1 -1 & 4 est

majorée par

-n)s-l a a/s < C a, [}

2 >O(1 - N i : i

et ceci implique l'estimation cherchée.

Pour estimer la somme des masses 8tées suivant (II) pendant le passage de i -~ 1

4 1i,onfixe r et s telsque O0grgi et s>1 . Les T.5 J>1, pour
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lesquels le p associé a Ti et Tj dans (II) vaut r , sont tous compris dans
la réunion R de C cellules dfordre r -~ 1 si*ées au voisinage de Ti s pour
un C convenable. On a donc IR] < o F , et les trous d'ordre s contenus dans

M—nr

R ont une mesure (volume) au plus égale a C(1 - W%)ST . Le nombre de tels

- M—IZ)S—I‘ M-«nr+ns

trous est donc majoré par C(1 , La aassse totale 8tée s iivant (II)

avec ces valeurs de p et J vaut donc au plus
C(l - M—-n)s-—r M—nr+ns ai(a/M—n) S-r . Cai(l " M-n)s-r as-r .
On termine en prenant la somme par rapport & r , s et ensuite i,

I1 reste & démontrer la propriété (iii). Prenons z = (Zl g see g zn) € F. Le

trou T. sgera dit voisinde z si z est situéd & 1l'intérieur de la cellule as-

|

socide a Ti o S0it V 1l'ensemble des 1 tels que Ti est voisin de 2z . Pour
tout k, il yaauplusun i€V avec I =k . Divisons V en 2n parties deux

a deux disjointes Vﬁ et Vﬁ s, k=1, eco y n, de telle fagon que l'on ait

2y 2 sup{xk ;) X = (x1 yocey xn) € Ti} ou zk.s inf{xk 4 X E€ Ti}

pour i€ V! (resp. i € V&) . Considérons par exemple Vi . Soit J € V! avec

lj # 0 . Prenons i € Vi tel que i < j , notons s 1lc plus petit entier dans Vi
avec s > 1 , et supposons s < j . La cellule associée & Ts est d'ordre § - 1 9
et eile contient Tj , mais ne rencontre pas Ti » Au centre de cette cellule, on
a U1c d-r avec r =3 -85 + 1 , car sinon on aurait Xj =0 , suivant (I). En
utilisant (3.1), on obtient,a 1'aide des propriétés géométriques des trous associés

a Vi » 1'indgalité

s

AL
v *(z) € 0”9 .
Mais alors

A, .
Ul(z)gcf;a"lwcsc.

Comme j est quelconque, la somme des potentiels associés a Vi est bornée en

\J’i Vl
z o+ Les cas des autres Vﬁ et Vﬁ sont analogues.
I1 reste & considérer l'ensemble L des trous qui ne sont pas voisiwns de z . La
valeur de l'entier m> 1, mn ¢V, sera précisée plus tard. Soient qg_ 1'ensem~
ble des trous dans L dont la distance d & 2z ne dépasse pas Vo M- s et de

m8me Qk ltensemble des trous dans L pour lesquels on a
Wl can < BT, pour k=0, vvs ,Be1.

Supposons que j > m et Tj € Qﬁ .81 1ig<m avec Ti € L , on note p 1l'entier

associé a Ti et Tj dans (II). Alors ona O0<p<1i, et 1'inégalité du trian-—

~

gle entrafne que

aist(z , T,) » max(Wa(W® - w - u™) , w) > uF/c,

ot on a aussi utilisé le fait que T, €L ., On a donc

A
U (z) g Cai P,
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Pour la masse 8tée dans Tj suivant (II) en passant de i -1 & i, on trouve

donc l'estimation

‘ - A
(4.2) o (™3P 50 v H(a) w7

- x. -—7
(& condition que val 1)” >c, U i(z) ™) , Iei ¢
N .

1 >0 ne dépend que de n et

Déterminons maintenant m comme le plus petit entier tel que

Ay -1
U (z) > c1 ’

dont on peut supposer l'existence. En sommant sur i < m dans (4.2), on voit, a

leism,iv-‘v

1t'aide du lemme 4 (a) (i), que hj est nulle, Aprés U m(z) il n'y a donc pas de

termes de la série 2 U i(z) qui proviennent de trous dans QE , et on a

A
(4.3) 2y i, 1£V ._11 + U %e)

Supposons maintenant Jj > m et T € Qk avec 0 <k < m ., Si T € Qk avec
i<j,ona M -1 CM-'k , car Ti € L . Selon sa deflnltlon, 1'entler p associé

a T, et Tj dans (II) satlsfalt

a
M~P 71% aist(2; , 7,) <
—x

A,
Ui(z) ce <C.

N

dtou il découle M P < CM™ et dome p >k - C . Il est clair que
i(2) < Ca, ™ .
En passant de i -1 & 41, on 8te dans T, , suivaent (II), la masse
ai(on-n)-'j—'p >a

ou 0 < ¢, = 02(n , N) . Comme ci-dessus on montre que kj est nulle si J > o,

"'.'_ - ol h - _—
iaJanGk)/C?,czUi(Z) B =13

ou m  est le plus petit entier tel que
A -
i ~1 k-m
!g‘kU (z) > 021 o .
m
Ici Zk signifie sommation seulement sur les i pour lesquels Ti € Qk . I
suffit maintenant d'estimer le potentiel de kmk pour conclure que
R W =
T, UM g
’ i>m
En sommant sur k , on termine, & cause de (4.3), la démonstration de (1ii), et

donc celle du théoréme,
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