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2-01

ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES NON LOCALEMENT CONVEXES,
ESPACES D’ORLICZ

par Philippe TURPIN

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’analyse)
lle-12e années, 1971-1973, n° 2, 12 p. 25 mai 1972

Sommaire. - 1a Conditions pour qu’il existe une application linéaire continue non
nulle d’un espace d’Orlicz 1 ~ dans un autre L~(0 , ~ ~ , cp concave, un

opérateur linéaire compact non nul L~ -~ L~ . 2° Conditions pour qu’une applica-
tion linéaire continue f : F -.~ E ., E et F espaces vectoriels topologiques
complets (non localement convexes), envoie une suite de F sommable (xh) (telle
que 03A3 s h gh converge quand = 0 ou i ) sur une suite f(xh) " l~-sommable"
(telle converge quand sup. Le seul lien entre les deux

problèmes est l’outil utilisé : A chaque application linéaire (continue)

f : F .-~ E ,

on associe un espace vectoriel de suites scalaires, son "galbe" (c’est en gros
l’ensemble des suites X 

n 
telles que 03A3 03BB

n f(x ) n soit petit quand les x 
n 

sont

Uniformément) petits). Le premier problème est traité de manière plus complète dans
[~4~ mais l’utilisation des galbes clarifie ici l’exposé.

1. Introduction.

. 

On considère dans cet exposé des espaces vectoriels topologiques (ou e. v, t.)
réels (on pourrait aussi bien les prendre complexes), non supposés localement con-
vexes. Rappelons qu’un filtre w d’un espace vectoriel E est le filtre des voi-

sinages de 0 pour une topologie vectorielle sur E (c’est-à-dire compatible avec
la structure d’espace vectoriel de E ) si, et seulement si,

(a) w admet une base constituée d’ensembles équilibrés et absorbants,

(b) pour tout on peut trouver V ~ 03C9 tel que V + V cU.

2 . lbls ace s d ’ 0rl icz ([4~, [6], C7~~ [11J).

2.1 : Soit T un espace mesuré, ensemble T muni d’une tribu ? de parties de
T et d’une mesure positive non nulle dt définie sur ? . Par exemple, l’inter-
valle (0 , 1) et N seront toujours considérés comme des espaces mesurés, avec,
respectivement, la mesure de Lebesgue et la mesure cardinale. MT désigne alors
l’espace vectoriel topologique des dt-classes de fonctions numériques mesurables
sur T , la topologie étant celle de la convergence en mesure sur tout ensemble me-
surable de mesure finie. On note |H| la mesure d’un ensemble H admet

comme système fondamental de voisinages de 0 l’ensemble des



a > 0 , ~ > 0 , HeK , |H| l  ~ . Si T est 03C3-fini, MT est métrisable et

complet. ~T n’est pas localement convexe si T n’a pas d’atomes.

2.2. Fonctions d’Orlicz : On appelle ainsi toute fonction cp : R ~ R+ crois-

sante, nulle en 0 , et seulement en 0 , continue en 0 .

cp et ~ étant des fonctions d’Orlicz,

signifie qu’il existe des constantes a > 0 et b > 0 telles qu’on ait, pour tout

u (resp. au voisinage de 0 , de ~ )

On dit que 03C6 et 03C8 sont équivalentes (resp. équivalentes au voisinage de 0 ,

quand on (resp. cp  0 ~r et ~, .~ 0 ~ , ~ .~ y et

# ~~ 03C6 ).

On considérera le plus souvent des fonctions d’0rlicz vérifiant la condition

Il est clair que ou 03C8 vérifie la condition 0 03C8 (resp. 03C6 ~ 03C8)
si et seulement si 03C6(u) = O(03C8(u)) au voisinage de 0 (resp, de oo).

Une fonction d’Orlicz vérifie la condition (03942) si, et seulement si elle

équivaut à une fonction de la forme où 0  p et où y est une fonc-

tion d’Orlicz concave [6] : si 03C6 vérifie (A )

est fini pour tout x et vérifie p(xy) ~ p(x) p(y) . Par conséquent,

est sous-additive en § , (p(s + ~’) $: p(~~ + p(~’)) ~ donc il existe p > 0 et

q tels que, pour § § 0 , p(x~ ~ eq xp pour x ~ 1 . Donc

équivaut à

Or, sur R , décroît, donc i(u) équivaut à une fonction de la forme
concave. En effet ([1], [13], [14]), une fonction d’Orlicz 03C6 équivaut

à une fonction concave si et seulement si, il existe une constante M telle

que quand u  v . Ajoutons (mêmes références) que 03C6 est sous-

additive si elle est concave, qu’elle équivaut à une fonction concave si elle est
sous-additive.

2.3. d’Orlicz : Si 03C6 est une fonction d’Orlicz, T un espace mesuré,
on pose

-’- ~ ~

L03C6T est un convexe équilibré de MT (un espace vectoriel quand cp vérifie (0394)),



est l’espace vectoriel engendré par L~ . Si, pour E > 0 ,

on munit L-~ de la topologie vectorielle admettant pour système fondamental de

voisinages de 0 l’ensemble des e > 0 . Cette base de filtre définit

bien une topologie vectorielle. Par exemple, on a

= (e +~) 

puisque si x 6 et y e B~(~) ,

L~~~ ~ avec injection canonique continue si ?  ~ , donc L~ et sa topo-

logie ne dépendent que de la classe d’équivalence de c~ . Si T est l’espace me-

suré N (resp. (0 , ~ ~ ~ s L-/ c: L"~ si et seulement si cp  ~ ~ ~)y,~ T T 0 ’~ P

et l’injection canonique est alors continue. ~~ = ~~ , avec même topologie, quand
cp est bornée et  ~ . ~’-~ est un e. v. t, métrisable et complet (complet
parce que, par exemple, l’injection canonique de L~ dans 3 est continue et

que les sont complets dans M- si est continue (toute fonction
d’Orlicz équivaut à une fonction d’Orlicz continue). Si vérifie la condition

(Q ~ , L~ = 1; admet l’ensemble des B~~E ~ , , E > 0 , comme système fondamental
de voisinages de 0 , y l’ensemble des fonctions simples (combinaisons linéaires fi-
nies de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables de mesures finies) est
dense dans L~ . Si T = N (resp. si T = (0 , ~ ~ ~ les réciproques sont essentiel-
lement vraies : on trouve que équivaut au voisinage de 0 (resp, de co) à une
fonction vérifiant la condition (D ~ ([4], [5]~ [9]). Quand cp vérifie on

écrit Lf plutôt que L~ . On écrit ~ , ~ , plutôt que  . Quand
= up , les espaces classiques ~p , 

, 

N (resp. j~)
est localement convexe si et seulement si  équivaut au voisinage de  (réside 0)
à une fonction convexe (~7~, ~9~, ~1~~~, c’est-à-dire si, et seulement si, il exis-

te une constante M telle qu’on ait au voisinage de «~ (resp. de 0)

Par exemple L’ ne sont pas localement convexes si 0  p  1 .

3. Galbe d’une ap lication linéaire.
3.1. DÉh’INITION : Soient E et F des espaces vectoriels topologiques, et

f : F~E une application linéaire. Le galbe de f est alors l’ensemble G(f)
des suites scalaires ~. =(X ) telles que, pour tout voisinage U de 0 dans

E , il existe un voisinage V de 0 dans F tel que



Il est clair que C(f) est un sous-espace vectoriel de RN , que

si f est continue et si f(F) n’est pas adhérent à 0 dans E . Par exemple,

G(f) si E ou F est localement convexe et si f est continue.

Bien que la définition ci-dessus suffise pour cet exposé, mentionnons qu’il est

souvent utile de munir G(f) , f : F -~~ E , d’une structure d’espace vectoriel à

convergence [2~ : on dit qu’un filtre a de G(f) invariant par homothétie non

nulle tend vers 0 quand, pour tout voisinage U de 0 dans E , il existe Se a

et un voisinage V de 0 dans F tels que (3,1) soit vérifié pour tout ~, ES.

Si 03C3 est un filtre quelconque de G(f) , on dit qu’il tend vers 0 quand il est

plus fin qu’un filtre invariant par homothétie non nulle et tendant vers 0 . Alors

G(f ~ ~ ~~’ continûment, en ce sens que tout filtre tendant vers 0 dans G(f) est

une base d’un filtre tendant vers 0 dans ;~1 , si f(F) n’est pas adhérent à 0

dans E . Et ;~~’ c: G(f) continûment si et seulement si f : F -.~ E est continue

quand on munit F de la topologie localement convexe la plus fine qui soit moins
fine que la topologie donnée sur F . Par exemple, E est localement convexe et de

topologie non grossière si, et seulement si, i~ désignant l’application identique
de E , G(i ~ - ~~ un filtre tendant vers 0 dans G(i~) exactement quand il
tend vers 0 dans l1 . Pour G(iE) , qui donne une classification des e. v. t.,
voir [ 17~~ [ 15~.

3.2: Soient E , F , G des espaces vectoriels topologiques, f : F -~, E ,
g : G -.~ F des applications linéaires continues. Alors (immédiat) , on a

Un galbe d’application linéaire est invariant par multiplication point par point
par une suite scalaire bornée, par permutation des indices. On en verra plus loin
(5.6, lemme) une autre propriété de stabilité.

3.3 : Par exemple ([14], théorème 4), si 03C6 et 03C8 sont des fonctions d’Orlicz

concaves telles que q3 ~0 03C8 (resp. cp  03C8) on a

(3,3) = [resp. = L~~)) = ~’~]
~ o la ~(u) = tp j~ ~(u) = o !" 
et où le premier membre de (3,3) désigne le galbe de l’injection canonique

4. Opérateurs linéaires entre espaces d’Orlicz.

4.1. PROPOSITION : Soit 03C6 une fonction d’Orlicz vérifiant la condition (A ),
soit E un espace vectoriel topologique séparé, et soit f : ~ E une ap-

plication linéaire continue non nulle. Alors,



~ ~l)(~) =l/~(l/u) pour u~O , ~p(o) =0 .

Quand 03C6 n’est pas bornée, (p/ B est une fonction d’Orlicz vérifiant (A ). Si
cp est bornée, cp/ B(0 +) > 0 ~~~ * Comme l’ensemble des fonctions
simples est dense dans il existe H ~ (o , l) , mesurable, de fonction
caractéristique L- , tel que 0 , et il existe un voisinage U de 0

dans E tel que

Soit A ~ G~f~ , Il existe ~ > 0 tel que, pour tout N,

(4,2)

donc tel que

(4,3)

En effet, si (4,3~ était faux, il existerait une partition (H ~ n 0n~N de H ,

H n mesurable, et (H 
n 

( ,~ ~ cp (-1~ (~ ~ , n d’ où 
n ~l~"

ce qui contredirait (4,1). La proposition est démontrée.

4.2. COROLLAIRE [il]: Si cp est une fonction d’Orlicz vérifiant la condition
(Ap), L~ B admet une forme linéaire continue non nulle si~ et seulement si~
u ==0((p(u)) quand c’est-à-dire si, et seulement si, L? B ..

e En effet~ ~ t une continue sur est localement convexe), et donc l1 ~ l (-1) si f ~ 0 , d’où p/ (u) = 0(u)
au voisinage de 0 , et donc u = 0(q?(u)) au voisinage de ~ . La réciproque est
imméd i ate : l’inclusion L03C6 c: L est c ont inue .

4.3. PROPOSITION : ’Si cp est une fonction d’0rlicz concave, on a

où le premier membre de (4,4) désigne le galbe de l’injection canonique i

de, dans li ~ ~ ,
en fait un cas particulier de (3,3). Si 8 ~u~ ~ inf ~u , ~ ~ , 8 est une

fonction d’Orlicz concave, donc sous-additive, M(0,1) = L03B8(0,1) (avec même topolo-
gie) et, cp étant concave, on voit que, pour tous x et u ,

Donc 03BB ~ G(L03C6(0,1) = M(0,1)), ce qui compte tenu de 4.1, prouve la proposition.



4.4. THEOREME : Soient p des fonctions d’Priiez, p concave, ~ véri-

fiant (A~). Il n’existe alors une application linéaire continue non nulle de L~ B
dans  

Démonstration. - Soit f une application linéaire continue non nulle de L~
dans L’ . D’après 4.3, 3.2 et 4.1, on a, si i est l’injection canonique

L~-~M.. ,1~ ~ ~ 
~ i~ = G(1)  G(1 o f) C ~ 1~

d’où ~/ .B(~) = 0(cp/ i~~)) au voisinage de 0, et donc = 0(~(u)) au voi-

sinage de co , ce qui implique L~ B ~ ~~ B . La réciproque vient de ce que
cette inclusion est continue quand elle a lieu.

4.5: Un opérateur linéaire est dit compact quand il envoie quelque voisinage de
0 dans un ensemble compact.

THEOREME : Si  est une fonction d’Orlicz concave, il n’existe un opérateur li-

néaire compact non nul de L~ B dans L~~ B ue si L~ B =L/~ .B .
Démonstration. - Si L~~L , on a =o(u) quand donc tout com-

pact de L~ B est contenu et borné (c’est-à-dire absorbé par tout voisinage de

l’origine) dans quelque espace 5 L~ B avec. concave (El4~ proposi-
tion 3). Par conséquent, tout opérateur compact f : L’ ~L~ se factorise par

une application linéaire continue g i L’ L ; g = 0 , donc f = 0 .

Remarque 1. - On a vu également dans [l4~t que s’il existe une application linéai-
re non nulle L~ B -~ L?~ B envoyant quelque voisinage de 0 de L~ sur un

ensemble borné de L~ , et si  vérifie (A~) et p est concave, alors L’ pos-

sède un voisinage de 0 borné dans L~ . La démonstration est voisine de celle de
4.4 ; elle peut s’exprimer en termes de galbes à condition de définir le galbe

d’applications linéaires entre espaces à convergence.

Remarque 2. - Le théorème 4.5 est obtenu par une autre méthode dans [10] (théo-
rème 3.3). Observons cependant que la méthode ci-dessus donne un résultat plus fort

([14]. théorème 3).

PROBLEME 1 : Si cp vérifie (A~) et si et tendent vers ce avec

u , je ne sais pas s’il existe un e. v. t. E et une application linéaire compacte
non nulle f : L~ B -~E .

PROBLEME 2 [lO] : L’existence d’un opérateur linéaire compact non nul f : E -~ E ,

E e. v. t., entraîne-t-elle l’existence d’une forme linéaire continue non nulle

E $ R ? C’est vrai si f possède un vecteur propre non nul [l9].

5. Convergence de séries.

5.1 : On dit qu’une suite x. , h ~ 0 , d’un espace vectoriel topologique E



est sommable quand il existe x e E (note 1~ xh ) tel que, pour tout voisinage U

de 0 dans E , on puisse trouver un entier N tel que, pour tout ensemble fini

d’entiers H ~ {0 , ... , N) , est complet, (xh) ~ E
est sommable toute série ~h=0 sh xh , sh = 0 ou 1, 

convergente~

DEFINITION : Disons qu’une suite (x.)i.~~ d’un espace vectoriel topologique E

est ~-sommable quand toute série 2~ s- (s.)e ~ ~ est convergente.

Toute suite l~-sommable est sommable. S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI montrent,
. 

dans [l2~ que la réciproque est généralement fausse, et posent le problème de pré-
ciser les espaces pour lesquels elle est vraie. On sait que la réciproque est vraie

pour les espaces localement convexes. On verra mieux plus loin. On trouvera une si-

tuation voisine.dans E3~ p. 18.

5.2 : Cela est un problème d’intégration par rapport à une mesure vectorielle. En

effet, la formule ==~~ x. identifie l’ensemble des suites sommables (x.)
d’un espace vectoriel topologique complet E à l’ensemble des mesures vectorielles

p définies sur la tribu des parties de N et à valeurs dans E . Il s’agit de sa-

voir, pour quels espaces E , une telle mesure peut intégrer toute suite scalaire

bornée. Une telle mesure peut être "linéarisée". Soit en effet § l’espace vecto-

riel des suites scalaires prenant un nombre fini de valeurs, muni de la topologie

vectorielle la plus fine induisant sur

( In est la fonction caractéristique de H ) la topologie (compacte) de la conver-
gence simple. Une suite ~x ~ d’un e. v. t. complet E est sommable si, et seule-

ment si, il existe une application linéaire continue  : S ~ E telle ue

Observons que (e.) est évidemment sommable dans § et n’est pas l~-sommable :
en effet, § s’injecte continûment dans !- ,donc 2. s. e ne converge que si

(s.)e§.0r § est complet ([16] ; on déduit déjà de L18J, p. 49 que § est sé-

quentiellement complet, ce qui suffirait ici). Cela redonne donc le résultat, déjà
cité de [12] (on peut remplacer S par un espace métrisable et complet puisque §

est une limite projective de tels espaces).

5.3. THEOREME : Soient E et F des espaces vectoriels topologiques, E com-
plet, et f : F ~ E une application linéaire telle que (2-n)n 0 ~ G(f) . Alors,
pour toute suite sommable (xh)h0 de F , la suite (f(xh))h0 est l~-sommable
dans E .

Démonstration. - Soit (x,) sommable dans F , soit (s..)=~ , montrons que la
série Z s, f(xh) vérifie le critère de Cauchy. On peut supposer que 0  sh  1 .



Alors

Soit U un voisinage fermé de 0 dans E , soit V un voisinage de 0 dans F

tel que 1~ pour tout N . 
-

quand h1 est assez grand pour que dès que H est Une partie finie
de (h~ , oo( .

5.4. COROLLAIRE (S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI) : Soit E un espace vecto-

riel topologique complet tel que (2-n)n0 ~ G(iE) , iE désignant l’application
identique de E . Alors une suite de E est sommable si et seulement si elle est

~ -sommable.

Par exemple, si est une fonction d’Orlicz telle que

c’est-à-dire équivalente au voisinage de co à une fonction de la forme 

P > 0 , y fonction d’Orlicz convexe ([6]), alors une suite de L? B est som-

mable si et seulement si elle est l~-sommable. Ce sera par exemple le cas pour Lp
p > 0 .

En effet, on voit facilement que ~ c: Q(L? .) si = convexe

([7], [11], [15]). 
’ "

On ne sait pas si dans un espace d’Orlicz quelconque, par exemple dans Llog(1+u)(0,1)
ou dans l’espace des fonctions mesurables sur (0 , l) muni de la topolo-
gie de la convergence en mesure, toute suite sommable est l~-sommable. Dans 
toute suite sommable (xh) est l-sommable, en ce sens que 1 s. x, converge si
Z!s~j~~ [8].

5.5. COROLLAIRE : ~ cp ~ ~ sont des fonctions d’Orlicz concaves telles que

~D ~(~)A(2~ u)  oo (ce qui implique ), alors toute suite
sommable dans est ~-sommable dans L~~ . En particulier (cf. propo-
sition 4.3), 1/03C8(2n)  ~ , toute suite sommable dans est 
sommable pour la topologie de la convergence en mesure.

Il suffit en effet d’appliquer 3.3.
~t

Par exemple, si 0 rr  r’ - 1 , toute suite sommable dans (1+u) 
est

l~-sommable dans Llog(1+u)(0,1) (et donc en,mesure). En effet, un calcul simple mon-
tre que le galbe de l’inclusion de Llogr(1+u)(0,1) dans Llogr (1+u) 

est ,

où pg(u) = inf (u , jlog On en déduit que dans E = r~ Llogr (1+u)(0,1) , muni
de la topologie borne supérieure des topologies induites par les Llogr(1+u)(0,1) , une
suite est sommable si et seulement si elle est ~-sommable. Cela relevé aussi du
corollaire 5.4 car le galbe de l’application identique de E , égal à U l 03C6s

Soo



contient (2-n) : cet espace E montre que l’hypothèse de "pseudo-convexité"
que prennent dans [12] S. ROLEWICZ et C. RYLL-NARDZEWSKI est strictement améliorée
dans le corollaire 5.4 ( E n’est pas "localement pseudo-convexe"). Et on va mon-
trer que l’hypothèse sur le galbe prise ci-dessus ne peut guère être améliorée.

5.6. THÉORÈME : Soit 03BB = (03BBn)n0 ~ l1 , avec 03BB1+n 03BBn . Alors les assertions

suivantes sont équivalentes. 
’

(i) Pour tous espaces vectoriels topologiques E et F, E com let, et our

toute application linéaire f : F -~ E telle que À E G( f ~ , la suite de E

h ~ 0 , est ;~°°-sommable dans E pour toute suite Xh’ h > 0 , sommable
dans F.

Démonstration. - L’implication (ii) ===~(i) résulte du théorème 5.3 et du lemme
suivant puisque I..- 2-n == 0(a ) pour k  |log2 a) .
LEMME : Soit une application linéaire f : F ~ E , E et F espaces vecto-

riels topologiques, et soient B , ~. des suites scalaires décroissantes telles

qu’on ait, pour un entier k ~ 1 convenable,

Alors  E G(f) 

On voit facilement que E G(f) si 03BB E G(f) et que (5,3) entraîne

N ~n ~ peut donc supposer que

Soit P l’ensemble des entiers n tels que p > 2À arrangé en une suite
n n

strictement croissante p. , a ~ i  Card ~P~ . Construisons une suite d’entiers
1

n. , 0,, i  2 Card (P) , strictement croissante et vérifiant

Prenons, si P ~  , n0 = Po 3 et supposons les n. construits pour j  2i .

n2i+l sera le plus petit entier à vérifier

existe d’après (5,6), puisque 03BBn2i  03BBpi  1 2 pi . Alors



et (5,5) est vérifié. Prenons, si i + 1  Card (?) , = max {pi+’ 1+n2i+1}.
~2i+2 vérifie (5,6), en vertu de (5,4) si n~~ = p~ , et, si n~~ = 1+n~~ ,
parce que

Si alors À E G(f) , soit U un voisinage de 0 dans E , et soit V un voisi-

nage de 0 équilibré de F tel que, pour tout N, (L~- 0 h n r, f ( V ~ ~ ~~ 

Pour démontrer que non-~ii~ implique non-~i~, on prendra pour F l’espace uni-
versel ~ introduit en 5.2 et pour f l’injection canonique de § dans l’espace

§~ défini ci-dessous. Munissons l’ensemble K (formule (5,1)) et ~. de la topo-
logie de la convergence simple. ~~° A x converge dans ~ si x E K pour tout

n , et l’ application (xn) ~ 03A3 03BBn x de KN dans RN est continue. K est com-

pact, donc

est un compact de RN . Soit S03BB l’espace vectoriel engendré par Z°° B K , muni
de la topologie vectorielle la plus fine induisant sur 03A3~0 03BBn K la topologie de la
convergence simple. §~ est complet ([l6] ; même remarque qu’en 5.2 au sujet de
[18]). Observons que § C g si B ~ 0 , que § = §, si 0 ~ B 6 R~.

On voit facilement que la topologie de § (resp. de § ) est la topologie vec-
torielle la plus fine pour laquelle tend vers 0 la trace sur K + K (resp.
~ + K)) du filtre des voisinages de 0 de R~ . Par conséquent [l8], elle
admet pour système fondamental de voisinages de 0 l’ensemble des

où (U ) parcourt l’ensemble des suites de voisinages de 0 convexes de ÀÉ Or,
en supposant m ~0 À $ i , on a 

- 
.° ’

d’où, pour tout N , 03A3N0 03BBn V[(Um)] c: U[(Um)] . Donc X e G(§ c= S03BB) , le galbe de
l’injection canonique de § dans §..
e~ étant la fonction caractéristique de (h) , la série Z~ s~ e~ converge dans

§~ si et seulement si (s~) = ~ : se §~ si 1~ s~ e~ converge car §. c R~
continûment et, inversement, il suffit de remarquer que 03A3~ s, e, converge dans
~ T-** U h h

S. 2. B K .
Or (eh) est sommable dans § .. Supposant que B ne vérifie pas (ii), il reste

à démontrer que ~ 5 J~ : montrons que, pour tout o’0, (l+h)~ ~§~ h~O A.



La suite du premier terme prend au plus 2 valeurs distinctes. Celle du deu-
xième terme est uniformément majorée par E 2 . Donc il existe fini

non vide, vérifiant

Prenons e inf (l , et supposons qu’il existe A de cardinal k > 1 ,
vérifiant (5,7) avec s = ( 1 + h)a . Si  h ~ k -. 1 , ( 1 + hl)a et

(1 + ne peuvent être voisins d’ordre d’un même point de A puisque
leur différence est minorée par > 2Ek~ ~ et il ne reste donc aucun point
de A pour approcher à près les ( 1 + h)a qui sont strictement inférieurs
à k~ - 2ek~"’ ~ ce qui est absurde.

Remarque 1 : ~ et ~ ne sont pas métrisables. Mais en affinant les construc-

tions ci-dessus, on peut établir que si À ne vérifie pas (ii) il existe des e. v.
t, métrisables complets E et F, une application linéaire f : F .-.~ E telle

que À e G(f) , et une suite (x.) de F sommable telle 

diverge dans E . 
N

Remarque 2 : Si f : F -.~ E est une application linéaire telle que À E G(f ~ ,
si E est complet et si (xh) est sommable dans F, alors est § -
sommable dans F , en ce sens que 03A3 sh f(xh) converge pour tout s ~ S03BB .
Voir la démonstration du théorème 5.3.

Remarque 3 : L’injection canonique i. : § .-.~ ~ possède la propriété univers-
selle suivante. Pour qu’une application linéaire ~, : $ -..~ E , E e. v. t, com-

plet, se factorise par i~ et par une application linéaire continue §. -~ E , il
faut et il suffit que 03BB ~ G( ) .
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NOTE ajoutée lors de la correction des épreuves [10 octobre 1973~ :

1° Le problème, concernant (posé la page 2-08 a été résolu

par B. MAUREY et G. PISIER [Un théorème d’extrapolation et ses conséquences, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 277, 1973, Série A, p. 3g-4.2~..

2° On a construit [Cf. TURPIN (P.). - Mesures vectorielles pathologiques, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 275, 1972, Série A, p. 981-984] des mesures vectorielles bor-
nées sans atome n’intégrant pas certaines fonctions mesurables bornées.


