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APPROXIMATION PONDÉRÉE DE FONCTIONS HOLOMORPHES

DANS UN OUVERT DE Cn
par Nessim SIBONY

Séminaire CROQUET
(initiation à l’analyse)
10e année, 1974~71, n° 21, 14 p. 13 mai 1971

1. Position du problème et notations.

Soit w un domaine d’holomorphie de Qn , et soit à une fonction lipschitzienne

positive de rapport 1, définie sur telle que w = fz ) 1 z E ô(z) > 0~ .

On pose ~ ( ~ ) = ( ~ + w ~ ,~ z ) -1~ 2 , avec z . Î 2 , sup-

posera, dans toute la suite y 

H(w) désignera l’espace des fonctions holomorphes dans et, pour f dans

H(w) , on pose

s’il existe un entier k tel que  ~ ! on dira que f est à croissance 6

tempérée.

On note E(k , s~ l’espace des fonctions holomorphes dans w telles que

 ~ , et l’espace des fonctions à tempérées. Par exemple on peut
prendre avec

Lorsqu’une fonction appartient à 0(§ ) y on dit qu’elle est à croissance polynô-
miale.

DEFINITION 1. - Un espace de fonctions holomorphes dans (u est dense dans 0(&#x26;) ,
s’il existe un entier y tel que, pour tout entier k, E(k, 6) est dans l’a-

dhérence de HnE(yk , 8) pour la norme de E(yk , ô) 

Autrement dit, H est dense dans 0(&#x26;) , si, pour f e 0(6) avec !jfjj co , il
existe une suite f 

P 
de fonctions de H telle que

tend vers 0 , lorsque p tend vers l’infini ;

y étant indépendant de f et de k.

Le problème est de trouver des espaces de fonctions holomorphes, dans des ouverts
strictement plus grands que w , et qui soient denses dans 0(s) . En particulier,
à quelles conditions sur 6 l’espace des polynômes est-il dense dans 0(s) ?



On obtient, par exemple, les résultats suivants : Si w est un domaine d’holomor-

phie borné, avec E’° = w , et U polynomialement convexe, les polynômes sont den-

ses dans 0(§ ) . Si w est un domaine d’holomorphie non nécessairement borné, tel

que (D= ~03B1~A 03C903B1  où chaque (!) est un domaine d’holomorphie, U03B1~A H(03C903B1) est

dense dans 0(6 ) .

Des problèmes semblables ont été traités par J.-P. FERRIER, dans [3], en utili-

sant le calcul symbolique de WAELBROECK ; notre méthode semble toutefois plus sim-

ple, et permet d’obtenir dans certains cas des résultats plus précis, on y utili-

lise une généralisation d’une proposition, due à B. TAYLOR, ainsi que les résultats

de cohomologie à croissance de HÖRMANDER. Nous aurons besoin des notations suivan-

tes :

DEFINITION 2. - Deux fonctions positives h et h2 , définies dans Cn , sont
dites équivalentes~ s’il existe une constante c > 0 et un entier N tels que

ch~ et h~ ~ ch. ; on écrira alors h~ .
Etant donnée une fonction g , à valeurs dans (- ~ , + ce( , localement majorée,

on notera g~ la plus petite fonction s. c. s. qui majore g.

~ étant une fonction mesurable positive, on désignera par L (û ~ ’~) l’espace
des fonctions définies sur l’ouvert Q ~ et qui sont de carré intégrable par rap-

port à la mesure ~ dB est la mesure de Lebesgue.

T. (n ~ exp(- $)) désigne l’espace des formes différentielles de type (p ~ q) ,
à coefficients dans L (n , exp(- $)) ; si g e (z exp(- 03A6)) , elle s’écrit

sous la forme

la sommation portant sur l’ensemble des multi-indices strictement croissants, et

où~ pour 1 = (i y ... y i ) ~ ... i 
P 
n ~ dz = A... A dz.  ,

et, pour J= (j y ... ~ j ) ~ ... j ~n ~ dz == dz. A... Adz..
q l q J~ J~

On pose

il est clair que, muni de cette norme, L2(p,q) (03A9 , exp(- $)) est un espace de

Hilbert.

On considère l’opérateur non borne ~ de L/ B(n ~ exp(- $ )) dans

~(P~q+l) 2 / ’ ~~ ~2~ ’ défini par 
1



03B8gI.J/03B8zh est pris au sens des distributions, g est dans le domaine de ~ si

exp(- $~)) .

2. Approximation des fonctions à croissance tempérée.

Le théorème 3, qui suit, est dû à HÖRMANDER [3] ; il sera utile pour démontrer la

proposition 4 qui généralise une proposition de TAYLOR [6].

THEOREUE 3. - Soient Q un domaine d’holomorphie de Cn ,03A6 une fonction p. s.

h. (plurisousharmonique) dans n ~ et ~g une forme différentielle à coefficients

dans telle que = 0 et 03A9|g|2 exp(- $) dB(z)  en . Alors il existe

f dans L ~(o) ~ avec g et

PROPOSITION 4. - Supposons que - log 6(z) = fo.)~ (z) pour tout z dans

03C9 , où chaque 03C6i est p. s. h. dans un ouvert d’holomorphie Q. ~ 03C9 ; et soit f

holomorphe dans 03C9 , avec |f|2 6 dB(z) co . Alors il existe une suite v de

fonctions holomorphes, telle que, pour tout p y v appartient à la réunion

(exp(- (k + z)co.) 03B440)] , et v converge vers f dans

L2 [03B4k+z 03B440].
Démonstration. - On peut supposer la famille f.0. filtrante croissante y et il est

bien connu qu’il existe une suite i(m) d’indices telle que la suite (0./ ~ soit

croissante et (supm 03C6i(m))* = (supi~I 03C6i)* dans (jo . Rappelons de plus que

supm 03C6i(m) diffère de (supm 03C6i(m))* seulement sur un ensemble de mesure nulle de

03C9 , car les fonctions cp. sont p. s. h.

Soient K 
P 

une suite exhaustive de compacts de (ju y et 03B1p 
°P 

une suite de fonc-

tions C à support compact dans (u ~ 0 ~ c~ 
P 
~ 1 , c~ 

P 
valant 1 dans un voisi-

nage de K et, de plus~ vérifiant

où c est une constante indépendante de p ~ 9 un procédé de régularisation permet
de construire une telle suite. Or ~S ( z~ ~ ô(z’) + 2 -- z ~ i = )z - z’j E pour tout

z’ ~ . w , car fz ) 1 > 01 , d’où et par suite



Posons g - f) = 9 c’est une forme différentielle de type (0 , y 1)

à coefficients Soit
c

d ’ où , d’après la construction de c~ ,
p

puisque f E et a fortiori à + ~ ~~ . De même~ soit

Afin d ’ all éger les no t ati ons , on dés igne par ( o . ) la suit e ( ç . ( ) ) ;j 1 n

Il suffit d’ appliquer le théorème de Lebesgue, en remarquant que g ’ 1 à sup-
p

port compact et que le. suite ca. est croissante. Donc, pour tout p , il existe un

indice avec I(p ,  

Résolvons

dans le domaine d’holomorphie Q-() pour le poids exp(- (k + z)03C6j(p)). D’après
le théorème 3, il existe une solution u , avec

p

Soi t alors v = f03B1p - u ; d ’ aprè s ( 1 ) , %v = 0 d ans Q . ( ) , donc v G H(03A9j(p)),P P P p J P p J p
et de plus,



car il en est ainsi de u , et f~ est à support compact. Par suite
p p

en effet, par hypothèse, 03B4k+2 ~ exp(- (k + 2)cp./ B) ; et comme f03B1 est arbitrai-

rement proche de f dans L (5 5~) y on a bien que v converge vers f dans

~(6"~) . 
"

De la proposition 4~ on déduit facilement un critère de densité.

PROPOSITION 5. - Supposons que 6 ~ avec - log ~(z) = (p.)~ (z) , pour
tout z dans 03C9 , avec (p. p. s. h. dans un ouvert d’holomorphie 03A91i ~ 03C9 ; alors

Ui~I H(Q.) est dense dans 0(&#x26;) .

Nous aurons besoin y pour le démontrer, du lemme suivante qui se trouve dans j_2].

LEMME 6.

(a) Si f est une fonction mesurable dans a) ~ telle que

alors

où K~ est une constante indépendante de f, et

(b) Il existe une constante M telle que, pour toute f dans H(w) ,

Démonstration. - Le (a) est immédiat, car

Pour le (b), on 

remarque que D~ = 1 r6(s)’{ est contenu dans (u,
si on choisit r = avec R  1 , d’où, d’après la formule de la moyenne
dans D ,s



puis on intègre par rapport au paramètre  , et on applique l ’inégalité de Schwarz,

ce qui donne

Or, dans D , on a ô(s~ - ë(s+ exp it~  donc &#x26;(z~ ~ ~(s~(1 - R) ,
et par suite

ce qui démontre le lemme.

Démonstration de la proposition 5. -Par hypothèse, 03B4 ~ cN et 5 ~ c03B4N ;

soient k un entier, et f dans H(uj) n L (6 ) ; en reprenant la démonstration de

la proposition 4, on voit que l(p) == &#x26; dB tend vers 0 lorsque p

tend vers l’infinie et de même l(p y j) == J exp(- (h + z)cp.) dB converge

vers Î(p) , donc v converge vers f dans L (§ L2(03B4N 2 (k+z) 03B404).
Si maintenant f est dans E(k ~ 6) y d’après le lemme 6~ f est dans

L (6 ) ~ et il existe v une suite de fonctions holomorphes convergeant
o P

vers f dans ~’~’~ et par suite~ d’aprës le (b) du lemme 6~ v
converge vers f dans E[yk y 6] ~ où y ne dépend que de N et n ; on a natu-

rellement supposé que k ~ 1 .

PROPOSITION?. - Soit a) un domaine d’holomorphie dans jg~ ~ tel que ~==1~-u~~~
où les a) sont des domaines d’holomorphie, (u. ~ (u . Alors UL H(03C9i) est dense

dans 0(6 ) . En particulier, si 5 = 03C9 et 03C9 polynomialement convexe, alors les
polynômes sont denses dans 0(§ ) ( B est donc borné).

et - log s 
w, 

est p. s. h. dans 03C9i , puisque 03C9i est un domaine d’holomorphie,

d’où le résultat, d’après la proposition 5.

Si 6 est un compact polynomialement convexe, on a w - cu , où les us

, . _o ~,’’’~.""‘~o p N . p . P
sont des polyèdres polynomiaux C5 ~9 et w = c~ = f1 L ’application de la pre-
mière partie de la proposition permet de dire que l’espace des fonctions holomor-

phes au voisinage de 03C9 est dense dans 03B8(03B403C9) ; or, d’après le théorème d’approxi-
mation d’oka, on peut approcher, uniformément sur 03C9 , toute fonction holomorphe



sur un voisinage de w par des polyn8mes, d’où le résultat, puisque la convergence
uniforme sur c~ implique la convergence dans s ~ ~ .

Remarque. - De si 03C9 est un compact holomorphiquement convexe (resp. ra-
tionnellement convexe) dans un domaine d’holomorphie 03A9, on a (resp. l’es-

pace des fractions rationnelles à pôles hors est dense dans c~(8 ~ .
w

Exemple. - Si w est un ouvert convexe borné de la proposition 7 permet de

dire que l’espace des polyn8mes est dense dans 03B8(03B403C9) ; 9 en effet, 03C9° = w , et cû
- 

w

est polynomialement convexe.

COROLLAIRE 8. - Si ô N ~ , avec - log s ( z~ - ( sup. ~h. ~ ~ (z) pour tout z E w ,
- ~-~- 1 1

avec 
. 

p. s. h. dans et exp à croissance polynomiale dans alors

l’espace des polynômes est dense dans 03B8(03B4).

Démonstration. -- En effet, pour tout i , on a 03A9i = et, d’après la démons-

tration de la proposition 5, pour toute f dans E(k, 03B4) , il existe une suite

v de fonctions entières, telle que v converge vers f dans s~ , avec
p p

de plus, pour tout p,

où r est un entier ne dépendant que de n et ?I . Par hypothèse, pour tout

#.( ) , il existe une constante c et un entier s(p) tels queJ P P

donc

et, p ar suite, d’après le théo rème de Liouville, v 
p 

est un polynôme, d’oû le ré-
sultat.

Exemple.

d’où

log( 1. ) , 0 # j g q , est t p . s , h . dans Cn , et 1 O  j  q
est à croissance polynomiale, donc l’espace des polynômes est dense dans 0(à )

Ci



pour tout (1? 1 .

THEOREME 9. - Soit w un ouvert borné de en, tel que

où 5 est lipschitzienne de rapport 1 dans Cn , 0 ~ 6  1 de plus, on sup-
pose que - log 6 est p. s. h. dans (u . Soit Q un ouvert d ’holomorphie conte-

nant a); alors H(n) est dense dans 0(ô) y si, et seulement si,

(2) avec - log (z) = ( sup . (c. pour tout z 
2014- - ..... ~ ~ ~ ! 

et où les f. sont dans H(03A9) , et c. >0 .

Démonstration. - Il est bien connu que c log|f| est p. s. h. dans Q lorsque
f ~ H(o) et c > 0 ~ donc il résulte de la proposition 5 que la condition (2) est
suffisante, a) est bien un ouvert d’holomorphie, puisque - log 6 est p. s. h.

dans o ~ et tend vers l’infini lorsque z tend vers la frontière 

Pour démontrer que la condition (2) est nécessaire, nous avons besoin de la pro-
position suivante, due à R. NARASHIMAN [7].

PROPOSITION 10. - Soit Q’ un domaine d ’holomorphie borné ; il existe un entier

k tel que Q’ soit le domaine maximal d’existence de E(k , 03B403A9’) ; plus précisé-
ment, en tout point z de la frontière de Q’ y il existe f dans E(k y 03B403A9’)
qui soit singulière en z 0201420142014201420142014201420142014201420142014 

201420142014201420142014 201420142014 03A9’

Nous allons montrer qu’il existe une fonction dans E(k y 6~)y singulière en
tout point de la frontière de Q’ . Considérons pour cela une suite de points dense

dans la frontière de 03A9’ , et soit (B.) la famille dénombrable, de polydisques de

rayons rationnels centrés en ces points ; E. désigne l’espace des fonctions holo-

morphes dans Q’ u B. dont la restriction à Q’ soit dans E(k y 03B403A9’). On munit

E de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Q’ u B. et de

la convergence suivant ! j)~ ; c’est un espace de Fréchet. Considérons l ’ applica-
tion de restriction Rj : E --> E(k , 6 ,) ; d’après la définition de la topolo-
gie de Ej , cette application est continue ; elle n’est pas surjective, d’après la
proposition 10~ donc~ d’après le théorème du graphe fermée R.(E.) est maigre dans
l’espace de Banack E(k , 03B403A9’) ; 

il en est de même de Uj Rj(Ej) , puisque la fa-mille B est dénombrable ; soit f dans E(k ? 03C303A9’) et n’appartenant à aucun

des Rj(Ej) , il est clair qu’une telle f n’est pas prolongeable hors de Q’ .

11. - Etant donnés 6 vérifiant les hypothèses du théorème 9, il

existe une suite (a ) de fonctions holomorphes dans (u y et une constante c > 0 y
telles que



Démonstration. - Considérons dans l’ouvert c~ ,

03C9 est un ouvert d’holomorphie dans Cn+1 ; en effet, log w - log est p. s.

h. dans et Î ( z , w) log|w| - log 03B4(z)  0}.
Soit d(z, w) la distance du point (z, w) au complémentaire de w ;

car les points (z , ?,8(z)~ avec j~.~ = 1 sont dans et par ailleurs

car 6 est lipschitzienne de rapport 1 y par suite d(z , 0) = §(z) et

d(z, w) =8(z) - |w| .

On a choisi pour norme de la norme )(z y w)j = )z) + étant un

domaine d’holomorphie borné, il existe, comme nous venons de le voir, un entier k

et une fonction f dans 03B403C9) , dont T! soit le domaine d’holomorphie.

Considérons le développement de Hartogs de la fonction f :

Posons - log R( z) = (lim ( 1/03BD log |a|) )* (z) ; d’ après un théorème de Hartogs C 1],
v v

la série 03A303BD~0 a définit une fonction holomorphe dans

or w est le domaine d’holomorphie de î , donc 6(z~ - R(z~ , i. e.

Par ailleurs, on sait que dk(z , y w~l Î ~. 1 , et que

donc

et



c’est-à-dire

Le lemme résulte de (3) et (4), puisque a (z) G E(w) .
v

Démonstration du théorème 9. - Supposons que H(Q) soit dense dans Ù(à) j d’a-

près ( 4) , on a (z) ) ( c" ; la densité de H(Q) dans 6(à) implique que,
v

pour chaque v , il existe une suite (a ) dans X(Q) , avec
V,P P

par suite, puisque a converge uniformément sur tout compact de W vers a ,
v,p v

on a

donc à = b , et on a de plus les constantes qui interviennent dans 6 en

fonction de y .

Remarques.

(a) La démonstration permet de conclure, sous les mêmes hypothèses sur $ et cu ,

que, si est une famille de domaines d’holomorphie tels que ~. ~ w , pour

tout i ~ est dense dans si, et seulement si,

(b) Si w est un ouvert convexe éventuellement non borné, et Q un domaine

d’holomorphie, 03A9 w, est dense dans O(03B403C9) si, et seulement si,

 ~ 03B403C9 et - log (z) = (sup. J c. J log f . )* (z) pour tout z dans w ,

avec f. E 03C9 .
J

L’hypothèse w borné n’est intervenue que dans la démonstration de la nécessité

de (2), et ce qui était essentiel dans cette démonstration est l’existence d’une

fonction holomorphe à croissance polynomiale dans w dont w soit le domaine

d’holomorphie. Or, si w est convexe, il en est de même de



en effet, d 
c~ 

est concave. Il suffit alors de remarquer que tout ouvert convexe

est le domaine d’holomorphie d’une fonction bornée y car, y en tout point de la fron-

tière, on peut trouver une fraction rationnelle singulière en ce point et holomor-

phe dans l’ouvert.

Exemple. - Dans £2, considérons le domaine d’holomorphie

avec f. holomorphe dans j~ ~ == Q - Il en résulte que H(o) est dense

dans 0(5 ) .o’

Cependant les polynômes ne sont pas denses dans 0(6 ) . On peut, soit appliquer

le théorème 9y soit remarquer que, pour |03BB1| = |03BB2| = 1 ,

donc on pourrait approcher les fonctions (X z - 2 z ~ ~ 2 dans E( ~ ’ s ~ . c~ Il

existerait donc une suite de polynômes p tels que

on aurait alors

donc, d’après le principe du maximum,

donc dans ‘  b , ce qui contredit sup z ~ ~ > 
Remarque. - Soit h une fonction > 0 sur c~ , telle que, pour tout N,



sup E h(z)  ~ . Considérons O( à ) muni de la no rme
ze w w w

Le problème classique de Bernstein consiste, dans notre cadre, à se demand.er à

quelles conditions, sur h , les polynames sont denses dans O(03B403C9) muni de la nor-

me On a trouvé ici une condition suffisante:

avec w. p. s. h. dans et exp à croissance polynomiale.

Exemple. - On peut prendre h(z) =: [exp(- (log à 03C9(z))2)] .
3. Approximation par des fonctions à croissance tempérée.

Dans cette partie, on cherche à approcher, pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, les fonctions de H(w) par les fonctions de c~( 8~ .
Comme précédemment, soient ô lipschitzienne de rapport 1 dans Cn , 0  g  g 0
et w ~ ~ z ~ 1 > 0) ; on suppo s e que w est un domaine d’holomorphie.

THÉORÈME 12. - Si - log à est p. s. h. dans 03C9 , 0(ô) est dense dans H(w) ,
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

La démonstration suit, avec quelques modifications évidentes, celle du théorème
4.4.4 de = et on montre alors que les fonctions entières avec une

certaine croissance sont denses dans H(Qn) .
Démonstration. - On sait qu’une topologie équivalente sur est celle de la

convergence L 2 sur tout compact. Donc y soit v E L2(K) orthogonal aux éléments
de t~($~ ~ et montrons qu’il est orthogonal à H(w~ .

Posons

on a L(u) = 0 , si Soit

on a 0 = KR ; on peut supposer v nulle hors de K . Posons

où X est une fonction convexe nulle sur (- ~ , - log R ) et linéaire sur

(- log R , + ~~ . Puisque - log 8 est p. s. h., on a 
0



Considérons l’opérateur T = ~ de

Le noyau de cet opérateur est constitué par les fonctions holomorphes dans w

telles que exp(- dX(z) ~o ~ et, d’après le lemme 6 (b)~ ces fonctions

sont dans 0(ô) . v étant orthogonal à 0(s) y est orthogonal à

ker T dans L (~ exp(- cp~)) . D’après le théorème 2.2.1’ de [4]~ Im T est fer-

mée donc Im T* aussi ( T* est le transposé de T ). Or ker T = Im T~ y donc il

6’) telle que = Si on traduit

Inéquation T* f = v(exp on a, au sens des distributions,

~ = - v , si fN = Z~ 1 ~ j ~ n .

Posons ~ = f~ exp(- on a

avec

puisque v est à support dans Soit g la limite faible de Comme M,-~Q N ~N

croît avec N et tend vers l’infini hors de g est nulle hors de et

Donc, si 

Soient u ~ et  F (~( ~~ ~ ~,~ = 1 au voisinage de KR ’

d’où le résultat de densité.

COROLLAIRE 13. - Pour tout compact K C w , soit
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Démonstration. - Puisque 03C9 est un domaine d’holomorphie, l’enveloppe holomor-

phiquement convexe K de K est compacte, et la propriété d’approximation du

théorème 12 permet facilement de conclure que K = YS ’

Remarque. - Ce résultat généralise le théorème 5 de [~~ ~, où l’on suppose que w

est bornée et où on montre alors que

est compact, si H est la famille de fonctions holomorphes dans w vérifiant

)f(z)j ~ exp(log 5 (z)) . Il est clair que l’espace vectoriel engendré par H

contient 0(5) ’
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