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éminaire CHOQUET 21-01

Initiation & 1'analyse)
10e année, 1970/71, n° 21, 14 p. 13 mai 1971

APPROXIMATION PONDERAE DE FONCTIONS HOLOMORPHES
DANS UN OUVERT DE G

par Nessim SIBONY

l. Position du probléme et notations.
e a¥ ot oW ol o Wt

Soit w un domaine d'holomorphie de QF , et soit 8§ wune fonction lipschitzienne

positive de rapport 1 , définie sur C , telle que w=fz | z e ¢, &(z) >07.

On pose 50(z) = (1 + IZIZ)—I/Z , avec ]z|2 = Zi |zi|2 , 1<i<n, et on sup-

posera, dans toute la suite, que 6 < 60 .

H(w) désignera l'espace des fonctions holomorphes dans w , et, pour f dans
H(w) s ON pose
k
= Supzew If(z)l 8 (z) H

L

s'il existe un entier k +tel que lfl]. <o on dira que f est & croissance §
q A ’ q

tempérée.

On note E(k , 68) 1l'espace des fonctions holomorphes dans w telles que
Hf”k <w , et 0(8) 1'espace des fonctions § tempérées. Par exemple, on peut

prendre § = 6w avec

Sw(z) = min(éo(z) , d(z)) , ou d(z) = infz'éw Iz - g! .

Lorsqu'une fonction appartient a O(sw) » on dit qu'elle est & croissance polyn8-

miale.

DEFINITION 1. - Un espace de fonctions holomorphes dans ® est dense dans 0(5),

s'il existe un entier +v tel que, pour tout entier k , Bk, 8) est dans 1'a-

dhérence de H n E(vk , §) pour la norme de E(vk , §) .

Autrement dit, H est dense dans 0O(8) , si, pour f e O(8) avec ”f”k <o, il

existe une suite fp de fonctions de H telle que
Hf - quyk tend vers O , lorsque p tend vers 1l'infini ;
Y ¢étant indépendant de f et de k .

Le probléme est de trouver des espaces de fonctions holomorphes, dans des ouverts
strictement plus grands que w , et qui soient denses dans O(8) . En particulier,

& quelles conditions sur § 1'espace des polyndmes est-il dense dans O(§) ?
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On obtient, par exemple, les résultats suivents : Si w est un domaine d'holomor—
phie borné, avec T = , et T polynomialement convexe, les polynfmes sont den-

ses dans G(Gw) . S5i w est un domaine d'holomorphie non nécessairement borné, tel

2N

-— N 3 i ! i H
que ® = naeA w, s OU chaque ®, est un domaine d'holomorphie, UaéA H(ub) est

dense dans e(aw) .

Des problémes semblables ont &té traités par J.-P. FERRIER, dans [3], en utili-
sant le calcul symbolique de WAELBROECK ; notre méthode semble toutefois plus sim-
ple, et permet d'obtenir dans certains cas des résultats plus précis, on y utili-~
lise une généralisation d'une proposition, due & B. TAYLOR, ainsi que les résultats
de cohomologie & croissance de HURMANDER. Nous aurons besoin des notations suivan-

tes ¢

DEFINITION 2. -~ Deux fonctions positives h. et h définies dans Q? , Sont

1 = 27
dites équivalentes, s'il existe une constante c¢c >0 et un entier N tels que
N N .
hl 2 ch2 et h2 )»ch1 ; on écrira alors h1 a;hz .

Etant donnée une fonction g , & valeurs dans (- o , + »( , localement majorée,

on notera g* 1la plus petite fonction s. c. s. qui majore g .

¥ étant une fonction mesurable positive, on désignera par L2(Q ’ $) 1l'espace
des fonctions définies sur 1'ouvert Q , et qui sont de carré intégrable par rap-

port & la mesure ¢ dA , ou dA est la mesure de Lebesgue.

p (0, exp(~ 3)) des1gne 1'espace des formes différentielles de type (p , q),

3 coeff1c1ents dans L (Q , exp(- 8)) ; si g e Lg q(Q , exp(- &)) , elle s'éerit
b

sous la forme

' _I -J
g = zi,J gI,J dz A dz ’

la sommation portant sur 1l'ensemble des multi-indices strictement croissants, et

ou, pour I = (i1 y see ip) y 1K il < e < ip‘< n, dzI = dzi A cos A dzi ’
1 P
. . . . J
see < <-oo < = Z o0 Z .
('Jl ’ ’ Jq) ’ 1\31 Jqén , dz dz. A Adzj

et, pour J
Jq q

On pose

2
o = 25 larl® e el = Lol et 9

il est clair que, muni de cette norme, L?p q)(O ’ exp(— 3)) est un espace de
Hilbert. ’

On considére 1'opérateur non borné 3 de L( )(Q ’ exp(— él)) dans

L(p q+l)(q , exp(- 8, )) , défini par
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AgI J/BE est pris au sens des distributions, g est dans le domaine de ¥ si

32 appartient & L(p,q+1)(Q , exp(~ & )) .

A

2. Approximation des fonctions & croissance tempérée.
B N i A N e o o AW SV W ]

Le théortme 3, qui suit, est dQ 3 HURMANDER [3] ; il sera utile pour démontrer la
proposition 4 qui généralise une proposition de TAYLOR [6].

THéORﬁNE 3. = Soient Q un domaine d'holomorphie de QP s & une fonction p. s.

by

h. (plurlsousharmonlque) dans O, et g une forme différentielle & coefficients

dans L (Q) telle que g =0 et JQIgI exp(- &) d\(z) <o . Alors il existe

f dans L (Q) y avec of = g et

I 1£]2 exp(- 3) 6 dr(z f le|? exp(- 8) arn(z) .

PROPOSITION 4. - Supposons que = log 6(z) = (supleI 0.)* (z) pour tout =z dans

®w , ou chaque 0; ©st p. s. h. dans un ouvert d'holoquPhle Q; > w; et soit f

holomorphe dans w , avec J|f|2 ék d\(z) <o . Alors il existe une suite vp de
fonctions holomorphes, telle que, pour tout p , V appartient & la réunion

2 4
UieI [H(Qi) nL (exp(— (k + z)d&) 60)] y et vp converge vers f dans

L2[8k‘lz 63] .

Démonstration. - On peut supposer la famille 0, filtrante croissante, et il est

bien connu qu'il existe une suite i(m) d'indices telle que la suite o, i (m) soit
. 2 3*

croissante et (supm mi(m)) = (Supiel 0 ) dans ® . Rappelons de plus que

sup mi(m) differe de (supm mi(m))* seulement sur un ensemble de mesure nulle de

w , car les fonctions 0 sont p. s. h.

Soient Kp une suite exhaustive de compacts de w , et ap une suite de fonc-
tions € a support compact dans w , 0 < ap <1, ap valant 1 dans un voisi-
nage de Kp et, de plus, vérifiant

20 /37, 1% (=) < o1+ (/5 ()12,  1<s<n

ol ¢ est une constante indépendante de p ; un procédé de régularisation permet
de construire une telle suite. Or &§(z) < 8(3z') + lz - z'l = Iz - z’l pour tout
z2' ¢ w, car w={z]| §(z) >0, d'on 8(z) < d(z) < 6w(z) , et par suite

2 /22, 1% (2) < e(1+ (1V6(2)))2,  1<asn .
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Posons g = 3(o_ f) = £f(3x_ ) ; c'est une forme différentielle de type (0 , 1)

3 coefficients dans GZ(w) . Soit
| 2 k [ 2 2 k+
| +2 _ -— z,
I(p) = lg 1”6 an(z) = J _1£1° [Be | 6°7% anz)

d'olu, d'aprés la construction de ap ;

rn

I(p) <cJ - |£]% 65(1 + 6)2 an(z) = ) et lim e =0 ,

w\K
P

puisque f € L2(6k) et a fortiori a L2(6k(1 + 6)2) . De méme, soit

I(P ’ j) = J

legpl2 exp(- (k + z)cpj) ax(z) .

Afin d'alléger les notations, on désigne par (mj) la suite (qg(m)) :

lim, I(p , j) = lim, Jw|gp|2 exp(- (k + z)coj) dr

J-—-DCO

r 2
= legpl exp(- (k + z)(sup coj)) dn(z)

= jwlgplz exp(- (kx + z)(sup mj)*) dn(z)

r I 2 5k+Z

legp ax(z) = 1(p) .

I1 suffit d'appliquer le théoréme de Lebesgue, en remarquant que Igpl est & sup-
port compact et que la suite . est croissante. Donc, pour tout p , il existe un

indice j(p) aveec I(p , j(p)) < 2ep .
Résolvons
(1) Su = g ’

dans le domaine d'holomorphie Qj(p) pour le poids exp(- (k + z)uh(p)) « D'apres

le théoreme 3, il existe une solution u_ , avec
P

2 4 | 2
J lu_|“ exp(= (k + 2)w., ) 67 A\ < J lg_|< exp(~ (k + 2)e.,_y) dA
Q. 0 = . j
5(p) P i(p) 505y P i(p)
=I(p , i(p)) < 2 -

Soit alors = fo_ - ; d'apre ;Y = '

0 v o, = u ; d'aprés (1), va 0 dans Qj(p) , donc v € H(Qj(p))’
et de plus,

f,
o Tpl® eml= (nw Dayy) sg ar <,
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car il en est ainsi de up , et fap est & support compact. Par suite

r
2 Jh+z 4 i 2 4 .
Jw|up| 8 8y dA < leupl exp(- (h + z)wj(p>) 8y dA < Zsp ;

en effet, par hypothése, 5k+2 < exp(- (x + 2)mj(p)) s et comme fap est arbitrai-
rement proche de f dans Lz(ah+Z 64)

, on a bien que vp converge vers f dans
L2( 6h+z 63) .

De la proposition 4, on déduit facilement un critére de densité.

PROPOSITION 5. - Supposons que § ~ B avec - log é(z) = (supleI ?; )* (=) y pour

tout z dans w , avec ® D S. h. dans un ouvert d'holomorphie Qi > wj; alors

H(Q ) est dense dans 0(8) .

1€I

Nous aurons besoin, pour le démontrer, du lemme suivant, qui se trouve dans [2].

LEME 6.
(a) Si f est une fonction mesurable dans o , telle que

£l = sup__ 65(2) £(z)| <=
alors

k+n+(l/2)”

li£s , <Kl

ou KO est une constante indépendante de f , et

r
!!f5h+n+(l/2)':22 S Je]? 62N gy ()

(b) I1 existe une constante M telle que, pour toute f dans H(w) ’

k
el < s

Démonstration. - Le (a) est immédiat, car

P
km+(1/2)p2 gy i 520+l 2 | el 2y 412
IE "2 < !f[ ar < el Jeg™ T an = Kol -
Pour le (b), on remarque que D, = {z | Iz -8 | < r6(s)V est contenu dans W,
si on choisit »r = Rn_1 2 avec R <1, d’ou, d’aprcs la formule de la moyenne

dans D ,
s

o Inzn

2n
(s) = (1/2n)" Jo e o £(s + us(s) exp it) b, e dt
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puis on intdgre par rapport au paramétre w , et on applique 1'inégalité de Schwarz,

ce qui donne

[
2] < oy w2 [£]2 ar(2)) V2 d, aEv? .

Or, dens D_, on a 6(s) - 6(s + 8(s) n exp it) < R8(s) , donc 6(z) » &(s)(1 - R),

et par suite

i
125)] <o, 6()™ 6()™ (U (I2(a)| 6"(2)2 @)V,

ce qui démontre le lemme.

s il it
Démonstration de la proposition 5. = Par hypothese, § > c§ et 8 >cd

soient k un entier, et f dans H(w) n L2(6k) s en reprenant la démonstration de
la proposition 4, on voit que f(p) = Jlgﬁlg 8N(k+z) d\ tend vers O lorsque p
n

tend vers 1'infini, et de méme f(p ’ j) = Jlg |2 exp(- (h + z)qﬁ) d\ converge
A 2
vers I(p) , donc vp converge vers f dans L2(6N (k+z) 53) .
Si maintenant f est dans B(k , §) , d'aprés le lemme 6, f est dans
L2(62k+2n+1) , et il existe v_ wune suite de fonctions holomorphes convergeant

D
2
vers f dans L2[6N (2Zkc+2nt3) 63] , et par suite, d'aprés le (b) du lemme 6, vp

converge vers f dans E[yk , 8], oi v ne dépend que de N et n ; on a natu-

rellement supposé que k > 1 .

PROPOSITION 7., =~ Soit w un domaine d'holomorphie dans QP s tel que w::fi;;;:;°,

ou les wy sont des domaines d'holomorphie, mi S w . Alors Ui H(ua) est dense

dans G(Bw) . En particulier, si T = w et o polynomialement convexe, alors les

polyndmes sont denses dans O(sw) ( & est donc borné).

7 . 3 °
Démonstration. -~ Puisque w =’/’_~\B\ sy O

-— 3 A
DEI N w_nnfé%-,dOu
- log éw(z) = sup, (- log 8, (z)) , pour tout ze w ,

1
et - log 6w est p. s. h. dans CA puisque W est un domaine d'holomorphie,
i
d'olu le résultat, d'aprds la proposition 5.

3i @ est un compact polynomialement convexe, on a W= N mp y OU les u%

pell
sont des polyédres polynomiaux [5], et w = T =‘ﬁ;_;;° . L'application de la pre-
miére partie de la proposition permet de dire que l'espace des fonctions holomor—

phes au voisinage de W est dense dans O(6w) ; or, d'aprés le théordme 4'approxi-

mation d'Oka, on peut approcher, uniformément sur @ , toute fonction holomorphe
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sur un voisinage de ® par des polyndmes, d'ou le résultat, puisque la convergence

uniforme sur W implique la convergence dans E[yk ’ ﬁw] .

Remargue. - De mé@me, si © est un compact holomorphiquement convexe (resp. ra-
tionnellement convexe) dans un domaine d'holomorphie Q , on a H(Q) (resp. 1'es-

pace des fractions rationnelles & pdles hors de ) est dense dans @(6w) .

Exemple. — Si ® est un ouvert convexe borné de QP , la proposition 7 permet de
dire que 1l'espace des polyndmes est dense dans O(&w) s en effet, ® =w, et @

est polynomialement convexe.

COROLLAIRE 8. - 8i 8 ~ 8, avec - log 8(z) = (supi wi)* (z) pour tout z e w,

n | . Ky n
avec @i p. s. h. dans C° , et exp wi & croissance polynomiale dans C , alors

1'espace des polynbmes est dense dans 0O(§) .

Démonstration. - En effet, pour tout i , on a Qi = QP , et, d'aprés la démons-

tration de la proposition 5, pour toute f dans E(k , §) , il existe une suite
vp de fonctions entiéres, telle que vp converge vers f dans E(yk , 8) , avec

de plus, pour tout p ,

n

Jcnlvplg exp(- rk wj(p)) ar(z) <o

~

ou r est un entier ne dépendant que de n et N . Par hypothdse, pour tout

Wj(p) s 11 existe une constante cp et un entier s(p) tels que

lexp \"J(p)[ < Cp(l + Izlz)S(P) ,

donc

J lv l2 (1 + IZIZ)—krs(p) anz) < o ,
¢t P

-~

et, par suite, d'aprées le théoréme de Liouville, vp est un polyndme, d'ol le ré-—
sultat.

Exemple. - Soit 5a(z) =exp(- |2|%) , a>1.

1/8 = exp Izla= Supq (ZJ |ZIO!J/J:) ’ 1€j<q ,
d'ol

- log 8(z) = sup, [log(Zj 1z|%9/50) 7, 0<j<aq ;

log(2, |2[®/31) , 0<j<a, estp. s. h. dans 7, et z, 12]%9/51 , 0<ji<q,

est & croissance polynomiale, donc 1'espace des polyndmes est dense dans O(§ )
o
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pour tout o > 1 .

THEOREHE 9. - Soit ® un ouvert borné de QF y tel que

U-‘={ZI ZEQn, 5(Z)>0} ’

ou & est lipschitzienne de rapport 1 dans QF s, 08 < 50 ; de plus, on sup-

pose que = log § est p. s. h. dans ® . Soit Q wun ouvert d'holomorphie conte-

nant w j alors H(Q) est dense dans 0(6) , 8i, et seulement si,

(2) ) &:g , avec - log g(z) = (supi (ci loglfil))* (z) pour tout z € w ,

et ou les fi sont dans H(N) y et c; >0 .

Démonstration. - Il est bien connu que ¢ loglfl est pe 8. h., dans (Q 1lorsque

feH(Q) et ¢ >0 y donc il résulte de la proposition 5 que la condition (2) est
suffisante. w est bien un ouvert d'holomorphie, puisque - log § est p. s. h.

dans w , et tend vers 1'infini lorsque 2z tend vers la frontidre de o .

Pour démontrer que la condition (2) est nécessaire, nous avons besoin de la pro-

position suivante, due & R. NARASHIMAN [7].

PROPOSITION 10. = Soit 0O' wun domaine d'holomorphie borné ; il existe un entier

k tel que Q' soit le domaine maximal d'existence de BRB(k , GQ,) ; plus précisé-

)

ment, en tout point zo de la frontidre de Q' , il existe f dans E(k , §

. A . . 0
qui soit singulidre en =z .

Q'

Nous allons montrer qu'il existe une fonction dans B(k y 8 , Singulitre en

)
tout point de la frontidre de 0O' . Considérons pour cela une suite de points dense
dans la frontidre de Q' , et soit (Bj) la famille dénombrable, de polydisques de
rayons rationnels centrés en ces points Ej désigne 1'espace des fonctions holo-
morphes dans Q' u Bj dont la restriction & Q' soit dans BE(k ’ 6Q,) o« On munit

Ej de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Q' u Bj et de

la convergence suivant !l Hk ; c'est un espace de Fréchet. Considérons 1'applica-

tion de restriction Rj ) Ej -> B(k , GQ,) ; d'apres la définition de la topolo-
gie de Ej y cette application est continue ; elle n'est pas surjective, d'aprés la
proposition 10, donc, d'aprés le théordme du graphe fermé, R.(Ej) est maigre dans
l'espace de Banach B(k , 60,) 3y 11 en est de m&me de Uj Rj(Ej) y puisque la fa-

mille B, est dénombrable ; soit f dans BEB(k , 6 et n'appartenant & aucun

Q’)
des Rj(Ej) » 11 est clair qu'une telle f n'est pas prolongeable hors de Q' .

LEME 11. - Etant donnés § et w vérifiant les hypothéses du théordme 9, il

existe une suite (av) de fonctions holomorphes dans w , et une constante c >0,

telles que
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- log é(z) <;(supv (loglav|)/v)* (z) < - log 082(2) ’ pour tout z deans w .
Démonstration. - Considérons dans 9?+l 1l'ouvert o ,
?.6:{(Z,W)| z€w, wel, l"’l<6(z)} .
‘@ est un ouvert d'holomorphie dans QF+1 ; en effet, loglw| - log 6(z) est p. s.

h. dans wxC, et o=1{(z,w | (z,w ewxC, loglul -1og 8(z) <0} .

~

Soit d(z , w) 1la distance du point (z , w) au complémentaire de w3
a(z ’ w) £ 6(z) - le ’

car les points (z , 26(z)) avec Ihl =1 sont dans (® , et par ailleurs

d(z y w) > d(z ’ O) - lwi s or, si (z' ’ w') € C5 ’
lz = 2'| + |w'| » |z - 2'] + 8(z") >8(z) ,

car § est lipschitzienne de rapport 1 , par suite d(z , 0) = 6(z) et

d(z , w) = 8(2) - IW

n+1

On a choisi pour norme de C la norme |(z ’ w)l = lzl + Iw . ® étant un

domaine d'holomorphie borné, il existe, comme nous venons de le voir, un entier k

et une fonction f dans BE(k , 65) , dont @ soit le domaine d'holomorphie.

Considérons le développement de Hartogs de la fonction £ :
v . 3 v
f(z , w) = ZQ;O av(z)w , ou av(z) =1/vt DV £(z , 0) .

Posons = log R(z) = (IIE; (1/v 1og|avl))% (z) ; d'aprés un théortme de Hartogs [1],
la série ZQEO av(z)wv définit une fonction holomorphe dans

wp = (z,w | zew, |w <rEM et 8(z) < R(z)
or ® est le domaine d'holomorphie de f , donc &(z) = R(z) , i. e.

(3) - log §(z) = (Tiﬁv [(1og|avl)/v])* (z) , pour tout z € w .

Par ailleurs, on sait que dk(z y w)lf(z ’ w)l <1, et que

rem
(DY £(z , 0))/vl = 1/2n JO (f(z , r8(z) exp i0))/(rs(z) exp ig)V de , avec r < 1;

d'ou

I ( rgﬁ . . o .
a, z)| < 1/2m do |£(z , r8(z) exp i8)| a(z , r8(z))  a(z , r8(2))™ r ¥ &(z)” a6 ,
done
o (@] <5 - D sl )
et
(10812, 1)/+)(2) < (( + v)/v) 10g(1/8) = Log = = (/%) log(1 - x)
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c'est-a-dire
(4) (loglav(z)l)/v < 10g(C/(62(z))) , pour v assez grand .
Le lemme résulte de (3) et (4), puisque av(z) € H(w) .
Démonstration du théoréme 9. - Supposons que H(Q) soit dense dans o(s) ; d'a-

prés (4), on a 62v(z)lav(z)| gcY

pour chaque v , il existe une suite

; la densité de H(Q) dans ©(8) implique que,

a dans H(Q avec
(a, ), (2) ,

2yv -
8 la\) a\)’pl <1ip ,

d'ou
8°Va | <c¥+ (1/p) et (1ogla, _|)/v < - log c'6?Y ;
Ve P Vs D
par suite, puisque a, p converge uniformément sur tout compact de ® vers &, s
’
on a
- log é(z) < [supv D (1og’av pl)/v]* (z) < - log c’ézy(z) y pour tout z € w .
’ ?

. 2 *
3i on pose =~ log § = (sup\)’p (log|av’p|)/v) y On a
/s < 1/8 <o/,

donc 6 ~ 6 sy et on a de plus les constantes qui interviennent dans § ~ 8 en

fonction de v .

Remarques.

(a) La démonstration permet de conclure, sous les mémes hypothéses sur & et W,
que, si (Qi)ieI est une famille de domaines d‘'holomorphie tels que Qi > w, pour

tout i, U g H(Qi) est dense dans 0O(§) si, et seulement si,

U.
(2) 6~5, avec - log 5(z) = (supj (cj 1og|fj|))* (z) pour tout z € w,

avec fj dans Ui H(Qi) .

(b) Si ® est un ouvert convexe éventuellement non borné, et Q un domaine

d'holomorphie, QO 2 w, H(Q) est dense dans O(sw) si, et seulement si,

g:a 6w et - log 3(2) = (supj cj loglfjl)* (z) pour tout =z dans o ,

avec f. € w .
J
L'hypothése w borné n'est intervenue que dans la démonstration de la nécessité
de (2), et ce qui était essentiel dans cette démonstration est 1'existence d'une

fonction holomorphe & croissance polynomiale dans & dont ® soit le domaine

d'holomorphie. Or, si w est convexe, il en est de m8me de

D=z, w | zew, |uwl < dw(z)} , avec dw(z) = min[infz,éw lz - 2", 1]
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en effet, dw est concave. I1 suffit alors de remarquer que tout ouvert convexe
est le domaine d'holomorphie d'une fonction bornée, car, en tout point de la fron-
tidre, on peut trouver une fraction rationnelle singulizre en ce point et holomor-

phe dans 1l'ouvert.

Exemple. - Dans Q? , considérons le domaine d'holomorphie

w=1(z;,2) | (3,,2) e, Izl <lsl <1} .
On montre que éw(z) = d(z , Cw) = inf[ (1 - ‘22’) ’ lzzl - lzll] . Or

1/(1 - lZZI) = SUPN [Zp |22|p] ’ 0 <p <N ’
et
1/(IZ2I - lzll) = SupN’}"l’xz !PN,)\.]-,K2(Z]. ’ Zz)l ) l)\ll = |>"2| =1 ,
. _ P p+l \
ol PN,)\l’)\z(z1 ’ z2) = Zi (Kl Zl) /()\2 22) , 0Kp<gN, d'od
- log sw(z) = (supj loglfj|) (z) , pour tout z € w |,

avec fj holomorphe dens 'QZ v (€ x f0}) =Q . I1 en résulte que H(Q) est dense
dans O(éw) .

Cependant les polynfmes ne sont pas denses dans O(éw) . On peut, soit appliquer

le théoréme 9, soit remarquer que, pour Ikll = lkzl =1,

donc on pourrait approcher les fonctions (kl z; - XZ 22)_1
existerait donc une suite de polyndmes P, tels que

dans E(y , ) . 11

sflo | <t et suplp (2)] 2 1/(lz,) - |2])
on aurait alors
(2, » 2| <W/(l2,] = |2,1)Y ams [s,] < |s,l < (1+ |3,)/2 ,
d'ou
lo, (v/2 exp 16 , b)| <uz¥/pY

donc, d'aprés le principe du maximum,

Ipn(O , b)] guz¥ vV, c'est-a~dire |z2|V ]pn(O , 22)I <c, sur |z2| =b,

1
donc dans |z2| <b, ce qui contredit sup lpn(O , 22)| > L/Izzl .

Remarque. — Soit h une fonction >0 sur w , telle que, pour tout N ,



21-12

=N e .
SUP et n(z) 6w (z) <« . Considérons O(Gw) muni de la norme
”f”b = supZEw h(z)|f(z)| o

by

Le probléme classique de Bernstein consiste, dans notre cadre, & se demander &
quelles conditions, sur h , les polyndmes sont denses dans O(éw) muni de la nor-

me “ Hh « On a trouvé ici une condition suffisante :

Gw:w 8 y avec - log g(z) = (sup wi)* (z) pour tout =z e w ,

avec wi p. S. h. dans QP s et exp wi a croissance polynomiale.

Exemple. - On peut prendre n(z) = [exp(- (log Gw(Z))Z)] .

3. Approximation par des fonctions & croissance tempérée.
B A e N N N AV S i oV g VN W N S eV a o e et ol oY oY W LV W S W W )

Dans cette partie, on cherche & approcher, pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, les fonctions de H(w) par les fonctions de 0O(8) .
Comme précédemment, soient § lipschitzienne de rapport 1 dans QP , 06K 60,

et w= {2z I §(z) >0} 5 on suppose que ® est un domaine d'holomorphie.

THEOREME 12. - S5i = log 8§ est p. s. h. dans w, 0(8) est dense dans H(w) ’

pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

La démonstration suit, avec quelques modifications évidentes, celle du théordme
N n . .5
4.4.4 de [5], ou w=LC , et on montre alors que les fonctions entiéres avec une

. . n
certaine croissance sont denses dans H(C) .

Démonstration. - On sait qu'une topologie équivalente sur H(w) est celle de la

convergence L2 sur tout compact. Donc, soit v e L2(K) orthogonal aux éléments

de 0(5) s et montrons qu'il est orthogonal 3 H(w) .

Posons

L(u) = f uv dk(z) y pour u € H(w) H
ona L(u) =0, si ue os) . Soit
KR = {Z l 5(2) > R} ’

ona Q0= UR>O KR 5 on peut supposer v nulle hors de KRO . Posons

@ = =~ log & + log(1 + |z|2) - NX(10g 8) |,

ou X est une fonction convexe nulle sur (- o , = log RO) et linédaire sur

—~
1

log R, + ) . Puisque =~ log § est p. s. h., on a



% (32 o)/ (32, 23,) w, 7 > (5 lelz)(l + 21972, 1<3,hgn .

Considérons 1l'opérateur T =3 de

L(O,O)(w , exp(- QN)) F-> L(O,l)(w , exp(- QN) 53) .

Le noyau de cet opérateur est constitué par les fonctions holomorphes dans w

telles que I|u|2 exp(- wN) d\(z) <> , et, d'aprés le lemme 6 (b), ces fonctions
sont dans 0(6) v étant orthogonal a 0(6) v(exp mN) est orthogonal a

ker T dans L°(w , exp(- mN)) . D'aprés le théordme 2.2.1' de [4], Im T est fer-
mé, donc Im T aussi ( T* est 1e transposé de T ). Or ker T = Im T¥ , donc il
existe f € L(O l)(u , exp(~ mN) 8 ) telle que T f = v(exp 0, ) . Si on traduit

1'équation T% f = v(exp QN) sy On a, au sens des distributions,

Zj a/azj (fN’j exp(- cpN)) =-v, si = ZJ £y dEj , 1

N
o
N
(=}

Posons &y = f exp(- wN) y ON a
2, /325 (gy ) =-v, 1<j<n
avec

Iw,gle (14 Izlz)—2 exp(pN) arx(z) < fw]v|2 exp(gN) aiA<c ,

puisque v est A support dans K . Soit g 1la limite faible de gy * Comme P

R

0
croft avec N et tend vers 1'infini hors de KR s & est nulle hors de KR , et

0 0
j a/az (g) = 1<j<gn, au sens des distributions .
Donc, si u € ®O(w) ,
Ju?dk:zj UFAu/an'g'j ax , 1<j<n .
Soient u e H(w) et § e®(w) , ¢t =1 au voisinage de Kp
0
r f f
L(w) = J u¥ = wu«;.if:% Iy (a(uq,))/azj g A =0, 1<j<n ,

d'ou le résultat de densité.

COROLLAIRE 13. - Pour tout compact K © w , soit

={z| zew, |fz)] <'SupgéK [£(¢)] pour toute f e 9(5)} ;

ﬁa est compact.
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Démonstration. - Puisque w est un domaine d'holomorphie, 1'enveloppe holomor-

phiquement convexe K de K est compacte, et la propriété d'approximation du

~ A

théoréme 12 permet facilement de conclure que K = K5 .

Remarque. = Ce résultat généralise le théoréme 5 de |7], ou 1'on suppose que w
femargue

est borné, et ol on montre alors que

ﬁH =fz| zeow, |f(z)] < SUPL ¢ |£(c)| pour toute f € H)

est compact, si H est la famille de fonctions holomorphes dans w vérifiant

If(z

) < exp(log2 5w(z)) . I1 est clair que 1'espace vectoriel engendré par H

contient 0(5) .
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