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20-01

PRÉDUAUX DE L-ESPACES ET ÉLÉMENTS EXTRÉMAUX

par Hicham FAKHOURY

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’analyse)
10e année, 1970/71, n° 20, 19 p. 6 mai 1971

L’étude des espaces de Banach dont le dual est isométrique à un espace L (~) y
relatif à une mesure ~ définie sur un espace localement compact Q, a été entre-

prise par LINDEN3TRAUSS dans le mémoire [6]. Elle a été particulièrement développée
dans le cas où la boule unité de l’espace considéré possède un point extrémal. En

effet, un tel espace peut être canoniquement ordonné de telle façon qu’il devienne

isomorphe à l’espace des fonctions affines continues sur un simplexe compact ; et

là, l’étude peut se faire grâce aux propriétés remarquables de cette classe de con-
vexes compacts. 

’

Dans ce travail, nous montrerons que certaines propriétés géométriques "d’extré-

malité", connues dans le cas des espaces de fonctions continues sur un compact,
sont vérifiées par tous les espaces de Banach dont le dual est un espace L ~ (~~ .
Des résultats analogues avaient été démontrés par LAZAR, concernant les espaces de

fonctions affines sur un simplexe compact [4~]. L’outil essentiel qui nous servira
est un théorème de sélection, dû à LAZAR et LINDENSTRAUSS [5], et qui peut être

considéré comme une adaptation, au cas de la boule unité d’un espace L ~ (03BC)-dual,
du théorème de sélection de MICHAEL [7 _~. 

’

Dans la deuxième partie, nous caractériserons les convexes maximaux de la sphère
unité d’un prédual de L-espace, et nous montrerons que la boule unité est l’enve-

loppe convexe équilibrée de tels convexes maximaux.

Dans la troisième partie, nous étudierons l’espace E) des applications
linéaires continues d’un espace dans un espace de Banach E, et nous

caractériserons les points extrémaux de la boule unité du dual de cet espace. De

plus, nous montrerons que, si E est un prédual de L-espace, il en est de même

pour l’espace E) . Nous donnerons une caractérisation des points extrémaux
de la boule unité de l’espace E) , pourvu que l’espace E vérifie certai-

nes hypothèses.

Dans la dernière partie, nous étudierons les opérateurs extrémaux de la boule
unité de l’espace des opérateurs linéaires continus entre deux C -espaces, et nous

retrouverons un résultat dû à BLUMENTHAL-LINDENSTRAUSS et PHELPS concernant les es-

paces [ 1 ].



1. Définitions et notations.

Dans toute la suite, X désignera un espace compact, C(x) l’espace des fonc-

tions numériques continues sur X. Soit o un homéomorphisme involutif de X

(03C32 = identité) , on note C a (X) le sous-espace de C(x) formé des fonctions 6-

impaires [c’est-à-dire vérifiant f(x) = - J.

Un espace de Banach V est un C -espace, s’il existe un compact X et une in-

volution Q sur X, tels que V soit isométrique à l’espace C (x~ . Si V est

un espace de Banach, son dual V’ sera muni, sauf mention du contraire, de la to-

pologie faible a(V , V) . La boule unité fermée de V’ est notée ou

simplement K , si aucune confusion n’est possible. On désigne par l’ensem-

ble des points extrémaux de K . Une application simple du théorème de Hahn-Banach

montre que l’espace V est canoniquement isométrique à l’espace des fonc-

tions affines continues sur K et nulles à l’origine, muni de la norme de la con-

vergence uniforme sur K . Inversement, si K est un convexe compact symétrique,

l’espace ~A (K~ ~’ est canoniquement isométrique à l’espace engendré par K muni

de la norme jauge de K . De plus, K est affinement homéomorphe à la boule unité

de ~A 0 (K~ ~’ muni de la topologie faible A 0 (K~ ~ . Dans la suite,
nous confondrons ces deux notions.

Si V est un espace de Banach isométrique à l’espace relatif à une mesu-

re  sur un espace localement compact, nous dirons que V est un L-espace. Si

V est un espace de Banach dont le dual V’ est un L-espace, nous dirons que V

est un prédual de L-espace. La classe des préduaux de L-espaces contient tous les

espaces C(X) , où X est un espace compact, et plus généralement tous les C -

espaces. Rappelons qu’un prédual de L-espace, dont la boule unité contient un

point extrémal, peut être canoniquement ordonné de telle façon qu’il devienne iso-

morphe (pour l’ordre) et isométrique à l’espace des fonctions affines continues sur
un simplexe de Choquet.

Soient V un prédual de L-espace, et K = un convexe H C K est une

biface, s’il existe une face F de K telle que H = c(F u - F) . Les bifaces
fermées sont caractérisées en fonction de la norme de V’ , dans la proposition
suivante :

PROPOSITION 0. - Soit K la boule unité d’un L-espace dual ; un sous-convexe

fermé H C K est une biface fermée, si, et seulement si, les propriétés suivantes

sont vérifiées :

(a) H est symétrique, et p ~ H implique

(b) Si p E H et q E K tel que + q~ , alors q EH.



Cette proposition permet d’établir que toute intersection et toute enveloppe con-

vexe finie de bifaces fermées est une biface fermée.

Soient E et F deux ensembles non vides, on note 6~~(F) l’ensemble des par-

ties non vides de F ; 9 une application multivoque de ’~ dans F est une applica-

tion de E dans ~.,~(F) . Si E et F sont deux espaces topologiques, une appli-

cation multivoque T de E dans F est dite semi-continue inférieurement (s. c.

i. ), si, pour tout ouvert U cF, l’ensemble ~x E E ; T(x) n U ~ ~~ est un ou-

vert de E . Si E et F sont des espaces vectoriels, une application multivoque
T de E dans F est dite convexe, si, pour tout x E E , l’ensemble T(x) est

un convexe de F, et si, de plus,

pour tout 0~1 et x, yEE.

Cette application est dite impaire, si elle vérifie T(x) = - T(- x) , pour tout
x E E .

Une application f de E dans F est dite une sélection de T, si elle véri-

fie pour tout x eE .

2. Propriétés géométriques de la boule B(V) .

Dans cette partie, V désignera un prédual de L-espace, et K la boule unité

B(V’) de l’espace ~l’ muni de la topologie faible a(V’ , V) . Le théorème sui-
vant est dû à LAZAR et LINDENSTRAUSS [5].

THEOREME 1. - Soient V un prédual de L-espace, et F un espace de Fréchet,
cp une application multivoque de K dans F, à valeurs dans l’ensemble des con-

vexes fermés de F, telle soit convexe, impaire et s. c. i. ; alors 03C6

admet une sélection linéaire continue de K dans F .

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème qui se trouve dans ~5 ~,
mais nous citerons un lemme qui sert à le démontrer et qui nous servira plus loin
dans la proposition 7.

L~~~IME 2. - Soient V un prédual de L-espace, et E un espace localement con-

vexe séparé. Si 03C6 est une application multivoque de K dans E, à valeurs dans

l’ensemble des convexes de E ~ qui soit convexe, impaire et s. c. i.~ alors, pour
tout voisinage U de 0 dans E, il existe une application continue h de K

dans E, vérifiant h(k) E + U , pour tout k E K .

’ 

Le théorème 1 permet de démontrer facilement le corollaire suivant :



COROLLAIRE 3. - Soient V un prédual de L-espace, h et - g deux applica-

tions réelles conc aves s. c. i. , telles que h ~ g . Si, de plus, f et g véri-

fient

alors il existe une forme linéaire f continue sur V’ , telle que, sur 

ait gfk.

Démonstration* - L’hypothèse sur h et g implique

par suite, l’application multivoque définie sur K et à valeurs dans l’ensem-

ble des convexes fermés, non vide, de E, par

vérifie les hypothèses du théorème 1. Soit f une sélection associée à ; pour

tout k E K , on a

Ce corollaire va nous permettre d’étudier les relations entre les convexes maxi-

maux de la sphère unité de V et les points extrémaux de K . Notons, toutefois,

que le corollaire 3 admet une démonstration indépendante du théorème 1 ; d’ailleurs y

dans [5], c’est une forme affaiblie de ce corollaire qui sert à établir le théorème
1.

LEMME 4. - Soient E un espace de Banach, et Q un convexe maximal de la sphère
unité de E ; il existe k e ~B(E’ ~ ~ tel que Q = ff E E ; 1, f(k) = 1) .

Démonstration. - Pour tout f on pose F.. === fk E B(E’) ; f(k) = 11 .
Cet ensemble est un sous-convexe compact de B(E’) qui n’est pas vide , puisque
toute fonction f E Q atteint sa norme sur la boule unité de E’ qui est faible-

ment compacte. De plus, P.. est une face fermée de B(E’) ; si on montre que

F.p est non vide, il existe un point extrémal k E &#x26;(F) C 0[B(E’)] , et on
f~Q 

f

aura l’inclusion

Comme Q est maximale l’inclusion précédente est en fait une égalité. Supposons

que l’on a F == Ft Ff == 03C6 ; par compacité, il existe une suite finie f1 , ... , f

feQ n 
~ 

dans Q telle que D Ff = p . Comme l’ensemble Q est convexe, la fonction

n f~ 
i=I i

f = Z 2014 est dans Q y par suite



n

Il existe donc un point k E B(E’) tel que 03A31 f.(k) = n , ce qui est une contra-

diction.

THEOREME 5. - Soient V un prédual de L-espace, 9 et Q un ensemble convexe de

la sphère unité de V p pour que Q soit maximal, il faut et il suffit qu’il exis-

te un point k E ~(K~ tel que Q = ~f EV; 1, f(k) = 13 .

Démonstration. - D’après le lemme 4, il s’agit de montrer que la condition est

suffisante.

Supposons que l’ensemble Q, déterminé par un point k 0 E &#x26;(K) et par la rela-

tion

ne soit pas maximal. Il existe un convexe Q’ de la sphère unité qui contient

strictement le convexe Q . Soit f E Q’ ~ Q , et Ff = (k E K 9 f(k) = 1~ . L’en-
semble F f est une face fermée, et, comme f ~ Q , le point k 0 n’est pas dans la

biface fermée H = c(F~ u - F.,) , D’après la remarque suivant la proposition 1,

c(H u [- estune biface fermée, où ~~ k , ~ est le segment dont les ex-

trémités sont ka et - ka . D’après le théorème 1, il existe f’ E V de norme 1

et qui vérifie

Comme f’ E Q c Q’ , et comme l’ensemble Q’ est convexe f + f’ 2 E Q’ . Or, par
construction de l’inégalité stricte suivante est vérifiée :

Ce qui montre que Q’ n’est pas dans la sphère unité, d’où la contradiction.

THEOREME 6. - Soient V un prédual de L-espace, et Q un convexe maximal de la

sphère unité de V ; alors B(V) = c(Q u - Q) .

Démonstration. - L’inclusion c(Q u - Q) étant acquise, il reste à prou-
ver l’ inclusion inverse. D’ après le théorème 5, l’ ensemble Q est associé à un

point extrémal k~ de B(v’) par la relation Q = ff EV; 1. 9 f(kO) = il .
Soit f E B(V) , (Q u - Q) ; par suite, - 1  f(k~)  1 ; nous allons construire
h ~ Q et g E - Q tel s que

Comme nous devons avoir h(k~) = 1 f g(k~) = - 1 , il s’ensuit que la valeur de À



f(kO) + 1

est donnée par X = 2 . Comme !)~’ = 1 , nous avons, en remplaçant B par

sa valeur dans (c~)y les inégalités suivantes :

Comme, de plus, nous avons 1 , nous déduisons de (3)

Soient ~ et * les deux fonctions numériques, respectivement concave continue et

convexe s. c. s., définies sur K par

On peut, sans diminuer la généralité, supposer que f(k ~ ~ 0 ; trois cas sont
alors à considérer :

et on peut aisément vérifier, dans chacun des cas précédents, que les inégalités

sont vérifiées. D’après le corollaire 3, il existe h E V vérifiant les inégalités

(y) et tel que h(kO) = 1 . D’après (c~~, la fonction g est donnée par

par suite = 1 , et on a g(kO) = - 1 , ce qui veut et achève

la démonstration du théorème.

Le théorème 6 renforce le théorème 4.8 de [6J dans le cas particulier des pré-
duaux de L-espace.



3. Etude de l’espace A0(K , E) .

Soient V un prédual de L-espace, et E un espace vectoriel localement convexe

séparé ; on désigne par l’espace des fonctions linéaires continues de

K = B(V’) dans E. L’espace E) sera muni de la topologie de la conver-

gence uniforme sur K . Un système fondamental de voisinages de l’origine pour cette

topologie est donné par les ensembles suivants :

où e > 0 , et p. parcourt la famille des semi-normes continues sur E .
1

PROPOSITION 7. - L’espace F C A (K , E) , défini ar

est dense dans E) .

Démonstration. - Soient f E E), E > 0 , et p, 1 une semi-norme continue

sur E ; J il suffit de construire h~ , ..., hn dans V , et x~ ~ ... y x dans

E , tels que, pour tout k E K , on ait

Pour tout point x E E , posons Gx la p.-boule ouverte de centre x et de

rayon ~~2 , c’ est-à~dire

Comme K est V)-compact, et f est une fonction continue sur K , il
n

existe ... , tels que 

Soit cp l’application multivoque de K dans à valeurs dans l’ensemble des

convexes de définie par

Il est clair que l’application (0 est impaire, et que pour tout point
k e K . Il est facile de vérifier qu’elle est convexe. De plus, elle est s. c. i. ~
puisque, pour tout point k E K , le convexe est ouvert dans ~n ~ d’après
la continuité de l’application linéaire T de Rn dans E définie par



Par le lemme 2, il existe une sélection approchée h de cp . Comme h est linéai-

re continue de K dans Rn , l’application h peut s’écrire h = (hp)np=1 , où
h e V .
P

Soit U le voisinage de 0 dans défini par

comme h est une sélection approchée de 03C6 , elle vérifie

c ’est-à-dire que, pour tout k E K , il existe ~?~ ~ E tel que
p

Ceci nous permet d’écrire

ce qui établit la proposition.

PROPOSITION 8. - Soient V et E deux préduaux de L-espace, où K =E(V) ;
1’espace E) est un prédual de L-espace.

Pour la démonstration de cette proposition, rappelons le résultat suivant dû à

LINDENSTRAUSS [6] (théorème 6.1, théorème 4.l) :

LEMME 9.

(a) Soit E un espace de Banach ; pour que E soit un prédual de L-es ace il
faut et il suffit que toute collection B1 , ... , B. de 4 boules fermées, se

coupant 2~2~ ait une intersection non vide.
(b) Si E est un prédual de L-espace, toute collection finie Bi’ ... , B

de boules~ se coupant 2 à 2 y a une intersection non vide.

Démonstration de la proposition 8. - Nous allons montrer que l’espace E)
vérifie l’hypothèse du lemme 9 (a). Soient ... , f. quatre fonctions de

E) , telles que les boules fermées B(f. ; r.) de centre f. et de rayon

r, se rencontrent 2 à 2 ; ceci peut s’écrire



D’après la définition de la norme sur ceci signifie que, pour
tout point k e K , on a

Donc, dans l’espace E, les boules B(î.(k~ , r.~ se coupent 2 à 2 ; comme E
1 1

est un prédual de L-espace, d’après le lemme 9 (a), l’ensemble

Soit $ l’application multivoque ainsi définie sur K , à valeurs dans les con-

vexes fermés non vide de E . Il est aisé de vérifier que $ est impaire et con-

vexe. Soient k un point de K, et x un point de ~(k) ; considérons un voisi-
nage de x constitué par la boule ouverte V(x , e) de centre x et de rayon e .

Si l’application  n’est pas s. c. i., il existe un point k E K ,un 
une famille ultrafiltrée (k ) dans K, qui converge vers k, et telle que

n V(x , e) = 03C6 . Comme chacune des applications définie par

03C6i(k) = B(f.(k) ri) est s. c. i., il existe et tel que, pour tout 

on ai t

, par suite

Comme E est un prédual de L-espace, d’après le lemme 9 (b), les cinq boules fer-
mées B(x, -? ~) y qui se rencontrent 2 à 2 ~ ont une

intersection non vide. Par conséquente ceci contredit le fait que ~ n’est pas

s. c. i. D’après le théorème ly il existe une sélection h continue linéaire de K

dans E (c’est-à-dire h e E) ), telle que, pour tout point k e K , on ait

Ce qui veut dire r. , où la norme est prise dans l’espace E) ;
mais ceci n’est autre que

ce qui prouve que E) est un prédual de L-espace.

Remarquons que, dans [4], LAZAR a montré que, si V est un prédual de L-espace



dont la boule unité admet un point extrémal, et si E est un espace de Banach tel

que toute collection de 3 boules fermées, se rencontrant 2 à 2, y ait une inter-

section non vide, l’espace E) vérifie la même propriété. La démonstration

repose sur une "partition affine de l’unité" dans K = B(V’ ) , qui n’est pas véri-

fiée si B(V) n’a pas de points extrémaux.

,

DEFINITION 10. - Soient V un prédual de L-espace, et E un espace de Banach.

Pour tout k E ~LB(V’ ~ ~ ] et x* E ~~B(E’ ~ ~ 9 on définit y~’ ~, par

THEOREME 11. - Soient V un prédual de L-espace, et E un espace de Banach ;
les points extrémaux de la boule unité de l’espace sont exactement

les fonctionnelles {y* k,x*} , où k parcourt ~[B(V’)] et x* ~~[B(E’)].

Démonstration. - Il est clair que les fonctionnelles y*k,x* sont de norme 1 .

Supposons que n’est pas extrémal ; il existe donc deux formes linéaires
’ y~~ + y~

y~ ~ 1 y~~ 2 telles que y~~ k x’~’ == ~’ 2 2 . Il existe y d’après la proposition 7 une
famille ... , hn E V et ... , xn E E , telles que

Par suite, il existe un indice [1 , ~~~ 9 n~ tel que

On peut, sans diminuer la généralité, supposer que l’on a = 1 ; d’après le

théorème 6, il existe h et g dans V de norme 1 ~ et vérifiant h(k) = 1 ,
g(k) = - 1 , telles que ~ [g ~ h] . Par suite, on a

Soient x~ et x~ E B(E’ ) définis par

Par conséquent, pour tout x E E , on a

Mais, par hypothèse, nous avons supposé x~~ extrémal dans ce qui implique



ce qui contredit l’inéquation (y) , et montre que est extrémal.

Inversement, soit ë = fy~ ~ ; où k e 8(B(v’)) et x* e ê(B(E’))~; nous al-
lons montrer que ë contient les points extrémaux de la boule unité de E))’ .

Soient y~ ~ de norme 1 ~ et c(ë) ; d’après le théorème de
il existe f ~ E) et c~ e R tels que

En particulier, pour tout y*k, x* ~ ~ , on a

D’après le théorème de appliqué à B(E’) , ceci montre que

))f(k)j)  c~ y pour tout point k F ~~B(v’~ ~ ; le même théorème, appliqué à B(V’) ,
montre que l’on a Ce qui est une contradiction avec l’inégalité

Par application du théorème de Krejn-Mil’man à la boule unité de E))’,
nous en déduisons que ~ est dense dans l ’ensemble des points extrémaux de cette

boule unité. Soit y* un tel point extrémal ; il existe une famille ultrafiltrée

(k.) dans ~~B(5,T’ ~ ~ et (x~~ ~ ~~B(E’ ) ~ , telles que ~.~ converge vers y~~i T- 

dans la topologie faible E))’, A0(K , E)] . Soient k = lim et

x* = lim on définit la fonctionnelle E y E))’ par
1 

~ a

Il est facile de vérifier que y et y~ ~~ coïncident ; comme y* est extrémal,
il en est de même de k et x respectivement dans B(V’) et B(E’). Ce qui
achève la démonstration du théorème.

Le théorème suivant caractérise, dans certains cas, les éléments extrémaux de la
boule unité de l’espace E) lui-même. Remarquons que cette boule unité peut
n’ avoir aucun point extrémal.

Par exemple, si V = l’espace des suites qui tendent vers 0 à l’infini,
et E = E , l’espace E) s’identifie à l’espace V = lui-même ; et

il est connu que la boule unité de l’espace C0(N) n’admet pas de points extrémaux.



THEOREME 12. - Soient V un prédual de L-espace, K = B(V’) , et E un espace

de Banach vérifiant l’une des hypothèses suivantes :

(a) E est un prédual de L-espace ;

(b) E est strictement convexe.

Alors, pour que E) soit extrémal dans la boule unité de AO(K, E) ,
il f aut et il suf fit qu’il vérifie

Démonstration. - La condition est évidemment suffisante pour que f soit extré-

mal dans la boule unité de E) ; reste à prouver qu’elle est nécessaire.

(a) Supposons que E soit un prédual de L-espace; d’après la proposition 8, il

en est de même pour l’espace E) . Si f est extrémal dans la boule unité

de E ) , et y"~ extrémal dans la boule unité de E~ ~’ , on a, d’a-

près [6] (théorème 4.7) ,

Par la caractérisation des points extrémaux de la boule unité de l’espace E)
(théorème 11), on a, pour tout k e &#x26;(K) et ~(B(E’ ~ ~ ,

Supposons que f(k) = 2 n’est pas un point extrémal dans B(E) ; alors, pour
tout x# E ~(B(E’~~ , l’égalité (!3~ donne

Par suite, xl = x2 , ce qui achève la démonstration.

(b) Supposons que E est un espace de Banach strictement convexe. Soit T l’ap-
plication multivoque de B(E) dans lui--même, à valeurs dans les convexes fermés de

B(E’) , et définie par

Il est cl air que x ~ T(x~ , et que T est une application multivoque convexe et

impaire. De plus, elle est s. c. i. Soient x E B(E~ , et x’ E nous devons

montrer que, pour toute suite (x ~ n nEN qui converge vers x ~ il existe une suite

(xn’)n~N telle que, pour tout n E N , et telle que la suite (xn’)n~Nn nEN n n n ne
converge vers x’ .

Si ~x~ = 1 , il a rien â démontrer, puisque 

Si  1 , soit une suite qui tend vers 1 , telle que



On peut vérifier que x + 03BBn(x’ - x) est dans T(xn), et il est clair que

ce qui prouve que T est s. c. i.

Soit f un élément de norme 1 dans E) ; supposons qu’il existe un

point k E ~(K~ tel que f(k) ~ §(B(E)) . L’application multivoque de K dans

B(E) , définie par cp = T o f , prend ses valeurs dans l’ensemble des convexes

fermés de E ; elle est impaire, convexe et s. c. i. Comme T o f(k) n’est pas

réduit à l’ensemble il existe, d’après le théorème 1, une sélection li-

néaire continue qui vérifie f’(k) :~ f(k) . Par construction, on a

1 ; 9 de plus, l’application f peut s’écrire

où l’application 2f - f’ est aussi de norme 1. Ce qui prouve que f n’est pas

extrémal, et achève la démonstration.

4. Opérateurs extrémaux.

Le théorème 12 permet de donner une caractérisation des opérateurs compacts ex-

trémaux d’un espace dont le dual est strictement convexe, ou bien d’un espace de

fonctions continues sur un compact stonien (ce sont les espaces de Banach dont le
dual est un prédual de L-espace), dans un prédual de L-espace.

Dans un autre ordre d’idées, nous allons étudier les opérateurs extrémaux de nor-
mes inférieures à 1 entre certains préduaux de L-espaces.

Les opérateurs positifs extrémaux entre deux espaces de type ont été étu-

diés par PHELPS [8] et ELLIS ~2 ~9 en exhibant des propriétés algébriques de ces

opérateurs. Plus tard, BLUMENTHAL, LINDENSTRAUSS et PHELPS ont définis les opé-
rateurs extrémaux de normes inférieures à 1 , d’un espace C(x) dans un espace

~(Y~ , pour X métrisable. Dans ~4~, LAZAR a caractérisé les opérateurs extrémaux
positifs qui vérifient T(1~ _ ~ , d’un espace dans l’espace A(S) des

fonctions affines continues sur un simplexe compact. De plus, dans C 4~, divers

exemples montrant que les rôles joués par les espaces et A(S) ne peuvent
pas être échangés.

Rappelons qu’un espace simplicial est un espace de Banach E ordonné par un cône



convexe saillant fermé E , tel que l’espace dual E’ , muni de l ’ordre et de la
norme duaux, soit à la fois isomorphe (pour l’ordre) et isométrique à un espace
L ~ ( ~ . Si Y est un espace localement compact, des f onctions nu-

mériques continues sur Y et nulles à l’infini est un espace simplicial. Si E et

F sont deux espaces de Banach respectivement ordonnés par E et F , on note

L(E , F) l’espace des opérateurs continus de E dans F 9 cet espace est naturel-

lement ordonné par le c8ne ~~ + ~E , F) défini par

THEOREME 13. - Soient Y un espace localement compact métrisable et dénombrable
à l’infini, E un espace simplicial, et T un opérateur de L+(C0(Y) , E) de

+ 0 -

norme 1. Soit K = B(E’ ) , et désigncns par K 
+ 

la partie positive de la boule

unité de E’ . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a~ T est extrémal dans la partie positive de la boule unité de ~(~(Y~ , E~ ;
(b~ Il existe une application linéaire continue ~~ de K dans (~ (Y~ ~’ , telle

................,... 
p _....~....

(c) Pour tout f et g T(f vg) est la borne supérieure de T(f)
et T(g) dans E, et, pour tout k eë(K ) , la quantité sup [tï(f)(k))] vaut~ 

,.. 
~ 2014

0 ou bien 1. 
f:~l

Démonstration.

(a) ==> (b) . Soit T* l’application transposée de l’opérateur T ; T* est

faiblement continue de E’ dans l’espace H(Y) des mesures bornées sur Y. Soit

t 
’ l’application multivoque définie sur à valeurs dans les convexes fermés

de muni de la dualité avec définie par

Cette applic ation est évidemment convexe ; 9 elle est aussi s. c. i. Sinon, il existe
k E K~ , ~.~’ E ~(k~ g et un voisinage ouvert U de ~,’ s tels qu’il existe un ul-
trafiltre (k ) E K qui converge vers k avec 03C8(k03B1) n U = 03C6.
Soit U le voisinage de ’ défini par

d’après le théorème de Radon-Nikodym, il existe une fonction borélienne g définie
sur Y, telle que 1  g  2 9 et vérifiant



Pour tout e > 0 , on peut choisir une fonction g 1 continue sur Y, à support

compact, qui vérifie

De plus, comme la mesure T*(k) est bornée, on peut choisir g telle que

 1 .

Posons B~’ = les conditions de (i) montrent que T~(k ) ~ B~’ ~ 
De plus, il existe 03B10 telle que, pour 03B1 ~ 03B10 , on ait  1 y puisque le

filtre T~(k ) converge vers T*(k) et que l ’ensemble f~~H(Y) ~  l)
est un voisinage ouvert de T~(k) dans muni de la dualité avec 

On peut donc, sans diminuer la généralité, supposer que, pour tout ~ ~ on a

v’03B1
De plus, les égalités suivantes sont vérifiées :

D’autre part, pour tout 

D’après (i)-(iii), on déduit que, pour 03B1 ~ 03B10 , les mesures sont dans le voi-

sinage U de ~’ ; ce qui contredit le fait que ~~ n’est pas s. c. i.

Soient T un opérateur la restriction de T* à K ;

supposons que, pour un point k.. E ~(K+), la mesure 03C6(k0) ne soit pas dans

Y u (0) . En prolongeant d’une façon naturelle l’application 03C8 à la boule unité

de E’ , le théorème 1 peut être appliqué, puisque la boule unité de l’espace
est métrisable, et peut être plongée dans un espace de Fréchet. Soient

une sélection linéaire continue pour + telle que r~~(k ~ ~ ~(k~ , et T’ l’ap-
plic ation associée à ~p’ par la relation

Il est clair que T’ ~ T , T’ ~ L+(C0(Y), E) , et de plus !JT’!t ~ 1 ; il en estde 2T - T’ . T’ + (2T - T’) 
,

2
ce qui montre que T n’est pas extrémal.

(b) ===> (a) est trivial.

(b) ==> (c) . Soient f et g deux fonctions de C~(Y) ~ et f vg la borne

supérieure de f et g dans C..(Y) ; comme T e E) y il est clair que
T(f v~) ~ (T(f) , T(g)) . Soit h un élément de E qui majore T(f) et T(g) ;



par suite, pour tout k E ~(K+) , on a

Mais, d’après l’hypothèse, T(f)(k) v T(g)(k) = T(f v g)(k) ; par conséquente le
théorème de Krejn-Mil’man implique que h ~ T(f v g) .La deuxième partie est fa-
cile à vérifier.

(c) ~> (b) . Soit k un point de ~~K ~ 9 la fonctionnelle t de 

définie par l = est positive et vérifie

Par suite, il existe un point y E Y tels que Q = Comme on a

supposé que la quantité = 1} vaut 0 ou bien 1 , il en est

de même pour ~ 9 ce qui achève la démonstration du théorème.

Le théorème suivant est une généralisation des résultats de [1] au cas des C -

espaces. Avant de l’énoncer, rappelons les résultats suivants, démontrés dans [3] :

(A~ Si V est un C -espace, pour tout triplet f, g , h , d’éléments de V ,
on peut définir de façon unique un produit f , g , h E V . Si l est un élément

de V’ qui vérifie pour tout f, g , h F v , alors

~~B(V’ } ~ u ~0~ .
(B) Si V est un C -espace, il peut se représenter comme l’espace des fonctions

impaires sur l’espace compact X = ~~B(v’ ~ ~ u Si l’espace V est séparable,

l’espace X est évidemment métrisable.

14. - Soient V = C03C3 (X) et W = C03C3(Y) deux C - es p aces , dont le pre-

mier est séparable et T E opérateur de norme 1 ; les deux asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(a) T est extrémal dans la boule unité de ~(V , ~~1~ 9
(b) Il existe une application continue ~~ de Y dans X, telle c~ue
y) = - et, pour tout f dans V

De plus, est d’intérieur vide.

Démonstration. - Il est clair que (b) implique (a).

(a) ==> (b) . L’espace V’ dual de V s’identifie à l’espace des mesures im-

paires sur X . Soit ~ l’application multivoque de B(V’) dans lui-même, à va-

leurs dans les convexes fermés non vides de B(V’) , définie par

E B(V’) ; 9 ~~ ~ = où 1  g  2 est une fonction ~,-intégrable~ .



Une méthode analogue à celle utilisée dans la démonstration du théorème 13 permet
de montrer que l’application ~ ainsi définie est s. c. i.

Soit T E L(V , W) , et notons T* l’opérateur transposé de T. L’application

multivoque de Y dans définie par ~’ .= ~s o T* , est s. c. i. et vérifie

B)f(- y) = - 03C8’(y) , pour tout y e Y . Soit 03C6 la trace de T* à Y ; il est clair

que nous avons T(f)(y) = f EV. Comme V est un espace séparable,
on peut supposer que B(V’) est plongé dans un espace de Fréchet. S’il existe un

point y E Y tel que ~(y ~ ~ ~ p il existe, d’après une adaptation facile du
théorème de Michael ~~ ~~ une sélection ~’ de v’ telle que

Soit T’ l’opérateur de ~~V , ~~~ , défini par

Il est aise de vérifier que les deux opérateurs T’ et 2T - T* sont de nonne 1 ;

par conséquente T = 2014201420142014--2014201420142014L n’est pas extrémal dans la boule unité de

&#x26;(V, W) .

Il reste à montrer que co (o) est d’intérieur vide. Sinon, l’ensemble 03C6-1(0)
étant un ferme symétrique de Y ~ il existe h e C (Y) de norme 1 telle que

= 1 y où y.. est dans l’intérieur de 

Notons T’ (resp. T" ) l’opérateur de ~~V , W) , défini par

Il est clair que T’ (resp. T" ) est un opérateur de norme 1 ~ et de plus
T = 20142014_20142014 y ce qui montre que T ne peut être extrémal.. Ceci achève la démons-
tration du théorème.

COROLLAIRE 15 (BLUMENTHAL, LINDENSTRAUSS, PHELPS). - Soient V = C(X) et

W=C(Y) deux espaces de fonctions continues sur les compacts X et Y y et sup-
posons que V est séparable. Soit TeE(Vy w) un opérateur de norme 1 ; les

deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) T est extrémal dans la boule unité de f(V, W) ;
(b) Il existe une application continue ~ de Y dans X y et une fonction con-

tinue X de Y dans R , telle que jx(y)j J = 1 , vérifiant



Pour démontrer ce corollaire, on utilise le théorème 14, en remarquant que l ’en-

semble &#x26;[B(V’) ] est fermé; par suite, 03C6-1(0) ne peut être d’intérieur vide

sans être lui-même vide.

, ,

THEOREME 16. - Soient V = C (X) et W = C (Y) deux C -espaces dont le premier
--.--- u - a ~ m

est séparable, et T e fl(V , 1.1) un opérateur de norme 1 g les deux assertions sui-

vantes 

(a) T est extrémal dans la boule unité de £(V , %I) ;
(b) Pour tout triplet f , g , h e V , l’opérateur T vérifie

De plus y il existe un ensemble Ney d’intérieur vide tel que, pour tout point

y e Y , N , il existe feV vérifiant T(f)(y) f 0 .

Démonstration.

(a) ==> (b) . On utilise la caractérisation des opérateurs extrémaux donnée
dans le théorème 14.

(b) ===> (a) . Soit y un point de Y v r~ 9 la fonctionnelle £ == s 
Y 

o T est

non nulle, et elle vérifie

D’après ~8 ~, on conclut que £ est un point extrémal de B(V’) . Par conséquent,
T*(y) E ~~B(V’~ ~ . Comme, d’autre part, on a le théorème 14 permet
de conclure que l’opérateur T est extrémal dans la boule unité de ~(V 9 

Remarque. - Dans les théorèmes 14 et 16, nous avons supposé que l’espace V est

séparable. Le seul endroit où cette hypothèse est nécessaire est dans l’application
des théorèmes de sélection (théorème 1, et théorème de Michael [7]) ; nous ignorons
s’il existe une démonstration de ces théorèmes qui permet d’éviter cette hypothèse.
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