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Séminaire CHOQUET C6~01
(Initiation & 1'analyse)
10e année, 1970/71, Commmication n°® 6,7 p,

FORMES LINEAIRES POSITIVES ET MESURES

par Claude FORTENIER

1. Introduction. - Nous nous proposons ici de généraliser aux espaces de sections

ls proposition 5 de [1] (§ 5, n® 2, p. 58), comme nous 1'avons annoncé dans (3],
n°3.8, c'est-d~dire de 'représenter" certaines formes linéaires positives par des
"mesures". Pour cela, il nous faudra généraliser la notion de mesure (au sens de

[1]), bien que dans certains cas l'on puisse s'y ramener.

Dans ce qui suit, m: © <> % désignera une fibration principale complétement
régulidre (cfe [2] ou [3]). Si f est une sectionde m, m; ou my, et 4
une partie de % , nous désignerons par f, la section restriction &&° £ a A H

A
la fonction caractéristique de A sera notée 1 R

20 Définition. - Soient m une mesure (ou mdme une prémesure) positive sur % ,

et s une section m-mesurable de « . Pour toute section f de ™, ou nB s
nous désignerons par fs la fonction sur % définie par f(x) = s(x) * f S(x) .
Remarquons que f est m-mesursble et si et seulement s'il en est de mdme de fs .
En posant (m, s)’.(f) =n (fs) , on définit, sur 1'ensemble 5* (%) de toutes les
sections de nB* , un encombrement (définition identique & celle de [1]).

'3, Définition. - Plus généralement (cf. exemple 20), soit (m, s) un couple
d'applications qui & chaque compact K de % associe respectivement une mesure
positive m(K) sur K et une section s(K) de w , définie au-dessus de K et
m-mesurable, tel que l'on ait (m(K) , s(K))i‘ = (m(L) , s(L))* pour tous les come
pacts K, L tels que K> L . Nous dirons que (m ’ s) est une B_ge;’_ggs:qr_g positi-
ve sur 1 , et nous poserons, pour toute f € st (%) ,

(m, 8)"(£) = sup(n(K) , s(K))"(£,) ,

K parcourant les compacts de ¥ . C'est un eneombrement appelé 1'intégrale supé-

rieure essentielle associée & la prémesure (m, s) .

———— - e W e W v w

4, Remarque. - La condition de compatibilité (m(X) , s(K))i: (m(L) , (L))"
signifie en fait que m(K)L et m(L) sont déux mesures équivalentes, et que
m(K)L = (s(L)/s(K)).m(L) , la fonction strictement positive et m(L)-mesurable
8’L)/s(K) étant définie sur L par s(L) = (s(L)/s(K)).s(X) .

5. Définition. - Nous dirons que deux prémesures positives (m , s) et (m? , s')
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sont égales si leurs intégrales supérieures essentielles sont égales. Comme, pour
toute £ e (%) , oma (m, 8)* (1.f) = (m(x) , s(K))'(fK) , il est équivalent de
dire que m(X) = (s'(x)/s(k)).m*(K) pour tout compact K de %,

6+ PROPOSITION, - Il y a correspondance biunivoque entre les prémesures et les en-

combrements p qui jouissent des deux propriétés suivantes :

(1) 8i f e (%) , plf) = sup p(lK.f) , K parcourant les compacts de ¥ .

(ii) Pour tout compact K de % , il existe une mesure m(K) sur K et une sec-
tion m(K)-mesurahle de ™ au-dessus de K , tels que p(lK.f) = (n(x) , s(K))'(fK)
pour toute f e 6*(%) .

La démonstration est immédiate (ef. [3], prop. 2, §1,n°2, p. 10).

7o Définition. - Nous dirons qu'une prémesure positive (m , s) sur ™ est une
A s N Y

mesure positive sur m si, pour tout x e X, il existe f € C{nR) telle que
£(x) #0, et (m, s)*(|£]) <= . ~

On peut alors voir que toute la théorie développée dans [1] s!'étend & notre cas,

en particulier, l'existence d'un concassage et la théorie de 1l'intégration.

8. Définition. - Soient E wun espace de sections associé & m , et (m, s) wune
R o o o e o

mesure positive sur mw telle que toute f e¢E soit (m ’ s)—intégrable. Posons
w(f) = T fd(m , s) (si feC, ona wu(f)

tive W ainsi définie satisfait évidemment & la propriété (M) (ef. [3], définition

(n, s)*(f) ). La forme lindaire posi-

3.8), et nous dirons qu'elle est représentée par les mesures (m , s) . Nous allons
montrer réciproquement que toute forme lindaire positive, ayant la propriété (IM),

est représentable par une mesure positive (m , s) sur m (cf. théordme 16).

9, Définition, - Nous désignerons par g+ 1tensemble des sections de = qui
sont semi-continues inférieurement (cf. [3], définition 3.1). Si pu est une forme
s 2 P + -
linéaire positive, nous poserons, pour f e J , p(f) = sup p(g) s & parcourant

les éléments de C tels que g < f .

10. PROPOSITION. = 8i W a la propriété de Daniell (cf. [3], définition 2.2),

alors w est le seul prolongement de u a §+ qui soit positivement homogene,

croissant, additif, et possédant la propriété : Pour toute famille (fi) filtrante

croissante de g+ , On a E(sup fi) = sup E(fi) .

La démonstration est classique.

17, Définition, - Posons, pour f € 5 (%) , w¥(f) = inf w(g) , & parcourant les
éléments de g+ tels que g=>f .
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12, PROPOSITION., ~ 81 p =2 la propriété de Daniell, alors p* est un encombre-

ment qui prolonge a'.

La démonstration est aussi classique.

13. Définition. - Pour toute f ¢ 5+(x) , Nous poserons p'(f) = sup p*(lK.f) ’

K parcourant les compacts de X .

14, PROPOSITION, = Si w & la propriété (M), alors u°® est un encombrement qui

prolonge ;'.

"sp¥ .81 feqg', il vient d'une part p'(£) < p’(£) = wlt),
<

On a évidemment
et dtautre part w(f)
w(g) =p’(g) <p'(f) . En effet, pour tout h e j+ tel que h >1

ht ¢eC telque h2>h' 21

w'(f) , car, pour toute ge C telle que g<f , ona
K€ il existe

x*& par la compacité de K etla richessede E , donc

. . - % .
MK(g) = lnfheC,h?lK.g H(h) = lnfhéﬂ*,h;?lK.g p(h) = (1K.g) , et par suite,

b (g) = sup u*(lK-g) = sup pelg) = ul(e)

par le lemme 3.20 de [3].

15, IEMME. - Soit K un compact de % . Pour toute fe & (%), on a

p(f) = p (1..5) o

Dans la proposition précédente, nous avons déjd démontré que pK(f) = p'(lK-f)
pour toute fe C . On en déduit immédiatement que Ek(f) < M.(lK-f) pour toute
fe §+ . Pour 1'autre inégalité, remarquons tout d'abord que Ek(f) = ;k(f’) si
ft ¢ g+ et f' =f sur K, le compact K portant My e Soit maintenant oce C ,

une section continue de ﬂR

~

strictement positive sur K . On a

wg(£) = wy(sup inf (£, no)) = sup py(inf(f , no))

et comme p.(lK-f) = sup p'(lK.inf(f , no)) , on est ramené au cas T < o o Etant
donné € > 0 , on peut encore supposer que u(o) - pK(o) RS e/2 o Choigissons ge C
telle que E(inf(f ’ o)) - u(g) < 5/2 o« I1 vient alors

b (1) = b (f) < wlin(f , o)) = pele) = wlint(s , o)) - ule) + (b - w(e) s e,

d'od le résultat. 81 fe 57(%) , on a

¥ . - . .
UJK(f) = lnfg€3+,g2f P‘K(g) = lnfgeg'f',gaf p (1K'g)

= nf et 1nfheg+,h>1K.g w(n) = 1nfheg+,h;1K.f w(h) = (1p.0) o
Finalement, on a p?(f) = p?(lK.f) , donc Hﬁ(f) = pg(f) s ce qui finit de prouver

le lemme.
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16. THEOREME. - Soit E un espace de sections associé & 1w . Pour qu'une forme

linéaire positive soit représentable par une mesure positive sur m (unique &

"égalité" rrds), il faut et il suffit qu'elle satisfasse & la propriété (1)

Nous avons déjd vu que la condition est nécessaire (cf. n°® 8). Réciproquement,
nous allons montrer que u° posséde les propriétés (i) et (ii) de la proposition 6.
Soit fe & (%) ; ona supu(l.t) = supy  W¥(1pe1pef) = sup wH(1p.£) = u(s)
ce guli prouve (i). Etant donné un compact K de % ’ 301t s(K) une section con-
tinue de m au-dessus de K . Par le lemme 15, on voit que Hé(f) ne dépend que
des valeurs de f sur K ; si 1l'on désigne par € la forme linéaire positive in-
duite par Wyg Sur l'espace de sections EK , restriction de E a K , alors 6°
est induit par pﬁ . Par 1'intermédiaire de s(K) , 6 induit une forme lindaire
positive sur un sous-espace riche, en particulier dense, de e(x) s elle se prolonge
évidemment en une mesure m(K) sur K , et 1'on a (m(k) , s(x))® =6° . Par le
lemme 15, on a alors '(1 .f) = uK(f) =8 (f ) = (n(x) , s(x))* (fK) pour toute
fe (%), ce qui prouve (11)

Pour démontrer ltunicité, il faut étendre la théorie de 1l'intégrale supérieure
(efe [1], § 1, n° 9), et introduire la notion de section modérée ; essentiellement,
cela revient & montrer que si p est 1l'intégrale supérieure essentielle associde a
une mesure sur T , alors p(l Jg) = 1nfg g+ g1 .f p(g) pour tout compact K de

%, et toute f € ¢ (33 . On en déduit facilement que si p prolonge m , alors

P=u .

17. COROLLAIRE. — Toute forme lindaire positive ayant la propriété (M) est somme

d'une famille de formes linéaires positives & supports compacts disjoints deux &

deux.

Cela découle immédiatement de 1l'existence d'un concassage.

18+ Remarque. — Soient p wune forme linéaire positive ayant la propriété (M),
(m , s) une mesure sur m qui représente w , et (Ka) un concassage associé a
(m, s) . Désignons par t unec section de m égale & S(K ) au-dessus de Ka
pour tout o , et par n 1la mesure E:m(K ) définie sur l'espace localement com-
pact associé au concassage (K ) . 0n a (m , )" =(m, s)* , ce qui fournit une
représentation de W au sens du n° 2 , nais malheureusement sur un autre espace

que X .

19. Remarque., —= Supposons gu'il existe une section T strictement positive et
m-mesurable de T, qui soit localement (resp. sur chaque compact) (m , s)-intégra-
ble. En désignant par t 1la section m-mesurable de ™ associde & T , 11 existe

une mesure (resp. prémesure) n sur % telle que (m, t)* = (m, s)° . Dans ce
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cas seulement, on a unc représentation au sens du n® 2. Ceci a lieu en particulier
si m est trivial. En effet, on peut prendre pour T une section continue stric-
tement positive de T et, étant donné x €% et f € E tel que f(x) > 7(z) ,
il est clair que JV'?d(m , 8) <w(f) , V aésicnant le voisinage de x formé des
y tels que f(y) > T(y) . On pourrait espérer qu'un choix convenable des sections

s(K&) soit possible. Il n'en est rien comme le montre l'exemple suivant.

20 . EXemple .

(a) Soit % 1'espace localecuent compact des ordinaux x @énombrables (i. e.

x < w ), et désignons par X le sous-espace des ordinaux ayant un prédécesseur,

Mbntréns tout dtabord qu'il existe une famille (py)yeﬂ;x dtapplications py : X =R
telles que
(i) p (x) >0 pour tout x €eX , x<y, et py(x) = 0 ailleurs.
(i) py(X) <o,
(iii) Pour tout y' e X-X , y* <y, lim py(x)/py,(x) existe lorsque x tend

vers y' .

Nous allons construire cette famille, par induction transfinie, sur l'ensemble
bien ordonné ¥ - X , dont le premier élément est Wy e I1 est clair que 1l'on peut
choisir une application pwo satisfaisant aux conditions } Supposons maintenant
que la construction ait été faite pour les y' <y . Si y a un prédécegseur y! ,
posons py(x) = py,(x) si x <y', les autres valeurs pouvant &tre choisies telles
que p_ =satisfasse aux conditions. Si y n'a pas de prédécesseur, il existe une

suite (yn) de ¥ = X strictement croissante de supremum ¥y . Posons
X = o X
0, (x) = yepy (3)

lorsque Vet <x< y, en choisissant les o, G'Ei tels que les conditions (ii)

soient remplies. On vérifie immédiatement que les autres le sont aussi.,

(b) Soit E 1l'espace de Riesz de toutes les fonctions réelles (continues) f
sur X , telles que, pour tout y e ¥-X , py(f) = lim f(x)/py(x) existe lorsque
x tend vers y + E est un espace de sections, muni de la topologie de 1l'ordre,
associé a la fibration principale complétement régulidre triviale de base X . Nous

allons montrer que la base de son spectre 1 est homéomorphe & % (cf. (d)).

(e) Posons, pour toute f e€BE , f(y) = py(f) si y e¥%¥-X . Pour tout x € ¥,
il existe un voisinage V de x tel que E& ]f(y)[ <o o, En effet, si xe X , on
peut prendre V = {x} , et si x € £ =X , il existe un voisinage V de x et une
constante M tels que lfl < M.pX sur V , d'su le wésultat. On peut donc consi-
dérer 1l'application croissante x —_>'§§gx ]f(x)l de ¥ dans _5+ 3 cette applica-

tion étant finalement constante, on en déduit que f est finalement nulle et, par
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suite, 2 |f(x)]| <= .

(d) Soit W wune forme linéaire réticulante. Par le théordme 3,22 de [2], il

existe pe E et & un ultra-filtre non trivial sur X tels que
w(f) = 1im £(x)/p(x) pour toute f € B .

§ est une base d'ultra~filtre sur ¥ qui ne converge pas vers 1'infini, puisque

p est finalement nulle. Par suite, § converge vers Y € %¥ - X , On peut écrire

w(t) = 1m £(x)/p(x) = Lin £(x)/p (x) x Lim £ (x)/0(y) = w(ey) x uy(F)
pour toute f € E , ce qui prouve que u = u(py).uy . La suite est immédiate (cf.

remarque 3.8 de [2]).

(e) Le graphe de la fonction f : ¥ = R peut s'identifier & 1'image de la

section f de o Il suffit de munir 1l'ensemble % *R de la "bonne" topologie

"R

qui fournit une représentation de l'espace total de m, o Ce fibré n'est pas tri-

vial, toute section continue appartenant a E , et étégt par suite finalement nulle.
(f) Tous les é1éments f de E étant & support compact, il est clair que

chaque forme linéaire positive a.la propiété (M) , en particulier, celle qui dans
la représentation ci-dessus s'écrit sous la forme f a2 £(x) . Cette écriture re-
vient & considérer la section t de m associde & la section semi-continue infé-
rieurcment de s égale & la constante 1 dans la représentation ci-dessus, le con-
cassage formé des points de ¥ et la mesure n = ;ﬁ e, sur ¥ wmurde de la topolo-
gie discréte (efe n° 18). Il n'est pas difficile de voir, par un raisonnement iden-
tique & celui qui a été fait dans (e¢), qu'il n'existe pas de section T stricte-
ment positive ( memesurable) de TR qui soit localement (ou méme sur chaque com-
pact) (m , s)-intégrable ; sinon Il existerait une fonction strictement positive

sur ¥ qui soit localement (sur chaque conpacf) somiable.

21+ Remarque. = Soit E un espace de sections associé a w , dont toutes les for-
mes linéaires continues satisfont & lz propriété (M), par exemple un espace de Kaku-
tani @Q(UR) (on peut toujours se ramener & ce cas pour le théoréme 4.6 de [3]).
I1 est clair que 1'on peut choisir s , telle que s(K) soit continue pour tout
compact K de ¥ , une fois pour toutes ; par suite, pour toute forme linaire con=-
tinue u , il existe une unique application m , associant & chaque compact K de
¥ une mesure m(K) sur K , qui vérifie certaines relations de compatibilité (cf.

remarque 4) et telle que la mesure (m, s) sur ™ représente W .

Si 1 est trivial, alors (cf. remarque 19) le dual de E s'identifie & un sous-
espace solide de l'espace des mesures sur % . En appliquant ces résultats 4 un es=-
pace de Kakutani, on généralise ceux de [4] (dans cet article, il est supposé que

1tespace de base est localement compact) .
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22, THEOREME, - Le dual d'un espace de Kakutani nomé ©¢(ﬂR) (en particulier

d'un M—espgce) est isomorphe & 1'espace des mesures bornées sur la base de son

spectre.
En effet, on a ¢ = SUP iy f , donc,pour toute forme linéaire positive continue
©

W s 11 vient W(p) = sup w(f) < ||u]| » Désignons par s 1la section de m associde
& @ et par m l'unique mesure bornée sur % telle que la mesure (m , 8) sur
T représente W . On vérifie immédiatement que u > m est 1l'isomorphisme que

nous cherchons.,
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