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Séminaire CHOQUET C4~01
(Initiation & 1'analyse)
10e annde, 1970/71, Communication n° 4, 5 p.

PROLONGEMENT D'UNE DISTANCE

par Jean SAINT-RAYMOND

Le but de cette note est de résoudre le probléme suivant

PROBLEME. - 8i F ‘est un fermé d'un espace métrisable E , et d une distance

sur F qui définit la topologie de sous-espace, existe~t-il une distance § sur

E , prolongeant d , et définissant la topologie de E ?

LEMME 1. - Soient E un espace métrisable, et F un fermé de E ., Si d est

une distance sur F , continue sur F x F, il existe sur B un écart g , fini et

continu sur E x E , qui prolonge d .

Si F est vide, il suffit de prendre g =0 .
Si P n'est pas vide, soit w un point de F . Posons
fy(x) =dlx,y) -dlx, w .
La fonction fy est continue sur F , pour tout y € F , et bornée, car

Ify(x)l gdly , w) .

—

I1 existe donc un prolongement continu fy au compactifié de Stone-fech § de F.,
v
Si l'on pose, pour x€ F et yeblF,

w(x s y) =.§&(X) )

¥ est une fonction numérique continue sur FxF.En effet, pour tout x de F,

et pour y et y!' dans F, on a

|fy,(X) - fy(x)l <dly , vy .

v
Comme F est dense dans ¥ s 1'inégalité est valable pour tout x de F . Alors

le(xt y 31) = w(x, ) < ozt v) = u(x' , 9]+ Ju(x' , ¥) - a(x, ¥)]
<dly , y") + |[FT(x") - T (x)| ,
y y
ce qui prouve la continuité de # au point (x ’ y) « Comme E est paracompact et
v

F compact, F x E est paracompact, donc normel. De plus, FxP est fermé dans
FxE 3 i1 existe donc une fonction numérique continue o sur FxE s qui prolon=-
g Y .

v
Comme F est compact, pour tout « € E ,
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() = s lo(x , o)

est fini. De plus, les fonctions [o(x , '\]xef sont équicontinues en tout point

de E . Par conséquent, si 1l'on pose, pour tout couple (« B) de points de E ,

glo ’ B) = sup ICP(X ’ a) - (P(X ’ B)l ’
p

gla , B) est majoré par M(e) + M(B) , donc fini, et continu. Chacun des

gx(a , B) = Im(x , @) = m(x , B)I est un écart § il en est donc de méme de g .

Si o et B appartiennent & F , on a

la(x , @) - d(x , ) = d(x, B) + dlx , w)]

lo(x 5 @) = olx , B)|
Qd(d ) 8) [)

d(e , B)

]

loler 5 @) = ola , B)|

Ceci montre que 1'écart fini et continmu g prolonge d , et termine la démonstre-

tion du lemme.

THEOREME 2. - Soient E un espace métrisable, et F un sous-espace fermé de E.

Si les distances d1 sur E et d sur F définissent les topologies de E et

de F, et si, pour tout couple (x , y) de points de F, on a

a(x , y) € dl(x y )

il existe sur E une distance § , inférieure a dl , compatible avec la topologie

de E , et qui prolonge d .

Définissons sur B x E 1la fonction numérique h par

(e, 8) = inf [d (@, x) +dlx, y) + ¢, 8] .
X,yeF

I1 est clair que
bla, 8) 24,(e, F) +4,(8,F) ,

et que
h(e , 8) =n(p, o) .

Si o et B appartiennent & F, on a

h(e , B) <dle, @) +dle, B) +d,(8,p) =de, s ,
d e, x) +dlx, y) + 4@y, 8) 2dle, x) +alx, y) +dly, 8) >dle, B) -

On en déduit que h prolonge d . De plus, comme
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(o, v) < a ey x) +alx, y) + 4,0, v)
<a o, x)+alx,y)+a,8) +ae,v) ,

on a
h(°‘,Y)<h(d7 B)"‘dl(B,Y) .

Posons maintenant

8(ae , 8) = inf[n(e, 8) , 4,(a, 8)] .

I1 est clair que § < d.1 , et que & prolonge d , puisque h prolonge d et que

d est inférieur 2 dl sur F .

Si 6(w, 8) =0, oubien o =8, ou bien h(e , B) = O . Dans ce dernier cas,
o et B appartiennent 3 F , puisque h(a , B) € dl(oz , F) + dl(f) , ) . Mais
alors d(e, B) = h(e , B) = 0 , ce qui entraine o =8 .

by

Pour vérifier que & est une distance sur E , il reste a vérifier 1'inégalité

du triangle.
-5i 8la,8) =da(a,p) et 6(,y)=d(,y),ona
6oy v) <4 (e, y) <o le, B)+a(8,v)<sle, 8 +s(,v) ;

-5i 8(e, B) =h(a, B) et 8(p,v)

a,(8 ,v) , ona

+

§(a 5 v) <h(e , v) <h(a, B)
-8 6(e,8) =h(e, p) et 6(B,vy)=h(g,y) ,ona

(@, v) <hle, v) = inf [q(a, x) +dx,y) +daly, ] .
x,yeF

a,(8,v) <6, ) +8(B,v) ;

Comme on a, quels que soient x ,y , 2z, t dans F,
(0 y x) +alx, ¥) + 4,0y, v)
<d o, x)+alx, 2 +a(z, t)+alt,y) +dl,v)

< [dl(cv , x) + d(x , z) + dl(z , B)] + [dl(B , t) +d(t , y) + dl(y y v ]

on en déduit

n(e , y) <h(e, 8) +0(B,v) ,
et donc

6{e , yv) <h(e, v) <nla, 8) +0(B, v) =6(c, B)+8(B,v) .

8 est donc une distance sur E qui prolonge d . Comme 6 € d pour montrer que

1 14
8§ est compatible avec la topologie de E , il suffit de montrer que toute suite

(an) , telle que a(an ’ ozo) -> 0 , converge vers o:o o



404

- 8i ao,éF,
h(ozo , ozn) >dl(ozo , F) >0 .

Donc, puisque 6(dn ’ ao) -> 0, dl(an , ao) -» 0, et (an) converge vers
%y
- Si oy € r,

dl(an , F) dl(an , ao) et dl(an , F) <‘h(an , ao) .

Donc dl(an , F) 5(an , cvo) .
I1 existe donc X, € F tel que
d (e, x) < 2d1(o:n » F) < 28a, o) o
On a alors
dlag 5 x) = 6(ay 5 x) <8lay 5 o) + 8e , x)
<8loy o) +dlo ,x)<36(ey, o) .
On en déduit que (Xh) converge vers oy donc que dl(ab ’ xn) ->» 0 . Comme

dl(xn , an) -> 0, et que dl(ao R un) < dl(ozO , xn) + dl(xn , an) , (an) con—

verge vers oy . Ceci achéve la démonstration du théordme 2.

THECREME 3. - Soient E un espace métricable, et F un sous~espace fermé de E.

Si d est une distance sur F compatible avec la topologie de F , il existe sur

E une distance § compatible avec la topologie et prolongeant d .

Soit do

du lemme 1, un écart g fini et continu sur E , qui prolonge d . Si l'on pose

une distance sur E , compatible avec la topologie. Il existe, en vertu

d1 = dO +g ,

d1 est une distance continue sur E , majorant g , donc d , sur F . La topolo=-

gie définie par d1 est plus fine que la topologie initiale, puisque dl >-d0 , et

moins fine, puisque dl est continue. dl est donc compatible avec la topologie.

I1 suffit donc d'appliquer le théoréme 3 pour obtenir le résultat.

Si on suppose de plus que E est complet pour do , et F complet pour d , E

est complet pour dl ¢ en effet, toute suite de Cauchy pour d1 est une suite de

Cauchy pour do , donc une suite convergente. Si (an) est alors une suite de
Cauchy pour la distance ¢§ définie & partir de dl et d dans la démonstration
du théordme 3, la suite (dl(aD y F))neﬂ est une suite de Cauchy de nombres réels.

En effet,
ldl(an , F) - dl(ap ’ i‘)l < dl(an ’ Ofp) ’
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et

la, (e, , F) - dl(ozp » Bl <a e , F)+ d1(°’p y F) <hlay ozp) ,

ce qui entrafne

la, (e 5 B) = dy(a s B <olay o)

I1 existe donc un nombre réel A >0 , limite de la suite (dl(an ’ ) .
Si A =0, il existe, pour tout n , un point x, de F tel que

dl(xn , ah) < 2d1(an , F) .

Comme s(xn ’ an) < dl(xn ’ an) ’ (xn) est une suite de Cauchy pour § . Comme §
prolonge d , et que P est complet pour d , la suite (xn) converge, et la sui=-

te (an) converge vers la méme limite.

Si A >0, il existe un nombre N tel que, pour tout n =N et tout p >0,

on ait

A

5(an ’ dn+p) <A .

On a alors

6(O’n ' Oln+p) <A< dl(an » F) + d1(an+p » F) < h(an ’ ah+p)

Ceci entratne é(ah ’ an+p) = dl(an , an+p) , et la suite (an) est une suite de

Cauchy pour d donc une suite convergente. E est donc complet pour 3§ .

l b

Ceci achéve de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 4. - Soient E un espace métrisable, complet pour une distance compati-

ble avec sa topologie, et F un sous-espace fermé., Si d est une distance compa-

tible avec la topologie de F , pour laquelle F est complet, il existe sur E

une distance § , compatible avec la topologie, prolongeant d , et pour laguelle

E est comglet.

(Texte regu le 18 novembre 1970)
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