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Séminaire CHOQUET 11-01
(Initiation & 1'analyse)
10e année, 1970/71, n° 11, 11 p. 21 janvier 1971

ULTRAFILTRES ABSOLUS

par Alain LOUVEAU

Les recherches récentes concernant les ultrafiltres ont porté principalement dans
deux directions : d'une part, essayer de classifier les ultrafiltres ; d'autre part,
parmi 1'ensemble des ultrafiltres sur N , essayer de dégager certaines classes

d'ultrafiltres intéressantes dans les applications par des propriétés extrémales.

Parmi ces classes d'ultrafiltres sur N , l'une des plus étudides est certaine-
ment celle des ultrafiltres que j'appellerai absolus. I1 n'existait pas d'article
faisant le tour des propriétés de ces ultrafiltres, et particuliérement de leurs
propriétés caractéristiques (qui se cachent derridre des terminologies différentes
suivaent les auteurs). C'est cette lacune que cet exposé voudrait combler. Il ne
faut donc pas s'attendre & de nombreux résultats nouveaux (& 1'exception de certai-
nes démonstrations et de la propriété caractéristique (R7)) : il s'agit pour 1l'es-

sentiel d'un travail de mise a jour.

1. Rappels et définition des ultrafiltres absolus.

Nous allons commencer par rappeler guelques propriétés concernant un ordre sur

BN , appelé ordre de Rudin~-Keisler (terminologie de [1]).

DEFINITION 1. = Soient § et 9§ deux ultrafiltres sur N . Nous dirons que

§269 (pour l'crdre de Rudianeisler)J s'il existe une application ¢ de N dans
N

telle que ®o(S) = & .

I1 est facile de voir que cette relation définit un préordre sur BN .

DﬁFINITION 2. = Deux ultrafiltres & EE g sur N seront dits équivalents (et

nous noterons S~ § ), s'il existe une bijection © de N sur N telle que
() =9 .

I1 n'est pas immédiat de voir que cette relation d'équivalence est la relation

associée au préordre de Rudin-Keisler. C'est une conséquence du lemme suivant.

LEMME de Kenyon-Kat&tov. - Scient X wun ensemble, et f une application de X

dans lui-méme, Il existe une partition de X en gquatre ensembles X0 ’ Xl y X2 ,

X3 , vérifiant ¢
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1° f , restreinte a XO , est 1'identité ;

2 Pour i=1,2, 3, f(Xi)nXi=¢.

COROLLAIRE 3. = Soit & wun ultrafiltre sur N , et soit ¢ une application de

N dans N telle que o(5) =5 . Alors {n I w(n) = n} est un élément de & .

COROLLAIRE 4, - La relation d'équivalence associée au préordre de Rudin-Keisler

est la relation .

DEFINITION 5. = Un ultrafiltre & , non trivial, sur N , sera appelé ultrafiltre

absolu, s'il est minimal pour 1l'ordre de Rudin-Keisler dans 1l'ensemble des ultra-

filtres non triviaux sur N .

Les ultrafiltres absolus ont &té définis et étudiéds par G. CHOQUET dans [2]. I1 y
démontre 1'existence d'un ultrafiltre absolu (en admettant 1'hypothdse du continu),

et la proposition suivante, dont la démonstration est facile :

PROPOSITION 6. - Soit $ un ultrafiltre non trivial sur N . Les propositions

suivantes sont équivalentes :

(A,) 5 est un ultrafiltre absolu
1
(A2) Pour toute partition @ = (Pn)neN de N, telle que P n % = g , il existe

un élément A de & tel que, pour tout ne N, c:ard(Pr1 nk) 1.

~

Dans ce méme article, G. CHOQUET s'intéresse aux ultrafiltres qui vérifient la
propriété semblable 3 (Az), ou les partitions sont remplacées par des recouvrements
ponctuellement finis de N (tout point de N n'est recouvert que par un nombre

fini d'ensembles du recouvrement), c'est-a-dire les ultrafiltres non triviaux qui

vérifient

(A3) Pour tout recouvrement ponctuellement fini R = (Rn)neN de N, tel que
RnS=g, il existe un élément A de & tel que, pour tout n € N,

ca:cd(Rn NA) <1.

I1 est immédiat que ces ultrafiltres sont absolus. Réciproquement, nous démontre-

rons (théoréme 11) que tout ultrafiltre absolu vérifie <A3)'

2. Ultrafiltres de Ramsey.

Nous allons maintenant nous intéresser & une autre classe d'ultrafiltres sur XN ,
qui ont été introduits & partir de travaux et de théorémes combinatoires, en parti-

culier & partir du théordme de Ramsey, d'ol leur nom (cf. [1]).

Introduisons tout d'abord quelques notations. Nous noterons ®(N) 1'ensemble des
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parties finies de N , et @n(ﬂ) 1l'ensemble des parties de N de cardinal n .
Si % est un ultrafiltre sur N , nous noterons :

3(2) le filtre sur ‘ﬂz dont une base est formée des ensembles

(FxP) nf{fm, n}, m<n}, ou F parcourt § ;
32 le filtre sur ﬂ? dont une base est formée des ensembles
™ h W .
ngF (n x rn) , on F et les (Fn)nGF parcourent &

La proposition suivante va nous permettre de définir les ultrafiltres de Ramsey.
Soit % wun ultrafiltre non trivial sur XN ; et considérons les six énoncés sui-

o~

vants concernant §

d'éléments de & , il existe une application

(Rl) Pour toute famille (An)neﬁ

strictement croissante g de N dans N , vérifiant g(E) e 5, et, pour tout n,

gln+ 1) € Ag(n) (remarquons que nous pouvons toujours supposer la suite (An)neﬁ

décroissante, et n ¢ A ).

(Rz) Pour toute partie I de @2(E) , qui vérifie : Il existe un élément A de

§ tel que, pour tout n € A, 1l'ensemble A = {m]| (o, n} €M estun élément

de 5, alors il existe un élément A' de & tel que @2(A') cw,

(R,) Le filtré 5(2) est identique a 52 .
3 s

(R4) Le filtre 3(2) est un ultrafiltre sur E? .

(R.) Pour toute fonction f de @.(N) dans {0 , 1} , il existe un élément A
5 28 Lo\l dans ’

de & tel que f soit constante sur @Q(A) .

(R;) Pour tous m , n € N, et pour toute application f de @n(ﬂ) dans
fo0, «o. , m} , il existe un élément A de S tel que f soit constante sur
¢ (4) .

PROPOSITION 7. -~ Les implications suivantes sont vraies :

(Rl) => (R) => (R5) <==> (R4) <> (R3) <==> (R2) .

Nous dirons qu'un ultrafiltre § non trivial sur N est de Ramsey, s'il vérifie
(R6) (nous démontrerons plus loin, au théordme 11, que 1'implication (RZ) ==> (Rl)

est également vraie, donc que toutes ces propositions sont en fait équivalentes).

Démonstration de la proposition 7. - Les seules implications non triviales sont
(Ry) <=> (R,) et (R) ==> (Bg) .
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(2)

Pour ddmontrer que (RB) <==> (R4) , il suffit de remarquer que le filtre §
est toujours moins fin que le filtre 52 , et, d'autre part, que celui-ci est un

ultrafiltre sur ﬁ? , ce qui est facile & vérifier.

Pour démontrer (Rl) ==> (R6) , nous pouvons supposer m = 1 sans diminuer la
généralité de (R6). ous allons slors démontrer 1'implication par récurrence sur n .
Tout ultrafiltre vérifie (R6), pour n = 1 . Supposons donc 1l'avoir démontré pour
(n-1), et soit f une application de @n(ﬂ) dens {0, 1} . Pour tous a, A,
a¢ A, et Ae $ , nous pouvons définir une application fa de @n_l(A) dans
{0, 1} par fa(H) =f(My{al), Me oy

il existe alors un ensemble F(a , A) appartenant & § , contenu dans A , tel que

(A) . D'aprés 1'hypothése de récurrence,

fa soit constante sur @n_l(F(a , A)) . Posons alors, pour n € N ,

A = Fn, fm| mn>n}) .

Comme § est non trivial, {m | m >n} est un élément de & , et, par suite, les

An le sont aussi. L'un des deux ensembles

’_” s by
At = {n | £, est égale a O sur @n_l(An)}
et
'1_ ’ \
A" = {n | £ est égale & 1 sur @n_l(An)}
est donc un élément de & . Nous le notons A = {ah | n eXN}.Puisque § vérifie

(R.), il existe une application g strictement croissante de A dans A , telle
1 ? P

que g(A) € 5, et, pour tout n , g(ah+1) c Ag(an) . g(A) a la propriété dési-

rée : en effet, soit M e @n(g(A)) ,
M= {g(akl) , g(akz) yoeee s gl )Y .

Alors les g(aki) , i>1, sont tous dans Ag(akl) , donc

(M) =

fg(akl)({g(akz) 9y *re g(akn)}) ’

et f est constante sur @n(g(A)) .

La proposition est donc démontrée.

Nous allons maintenant indiquer une nouvelle propriété des ultrafiltres de Ramsey,

encore de caractére combinatoire.

Introduisons quelques nouvelles notions @

DEFINITION 8. - Une partition @ sur Qngg) sera dite fondamentale, s'il existe

un entier k¥, 0k n , et des entiers Vis oeee s Vs O<\;l<\)2<...<\)k<n,
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) B n _ n _
tels que, pour tous A et B € @n(ﬂ) y Ol A= (ai)i=l et B= (bi)inl (ordon:

nés par l'ordre de N ), (A=B (P)) <«=> (i, 0gicgk, a, =b ) .
i i

(Nous écrirons de préférence A =B () 2: A et B appartiennent su méme

ensemble de la partition @ .)

Soient (Ai)f.Ll__1 et (Bi)?__l des familles de parties finies de N . Nous dirons

que ces deux familles sont isomorphes pour l'ordre de N , et nous noterons
n

(A ) (B.)? . s'il existe une bijection croissante f de U A, sur U B, ,
H
i7i=1"""1"4i=1 4o 1 4o 1

telle que, pour tout i , f(Ai) =B, .

Remarquons que, si A1 c A2 , et si 32 est une partie finie de N telle que
card A, = card B, , alors (a A2)|(B
Nous noterons B = m(A JA )(B2) .

B2) définit de fagon unique B, © B

1°? 1 2"

Soit alors & un ultraflltre non trivial sur N . Nous dirons que & vérifie

(R7), si s

(R7 Pour tout n , et pour toute partition @ de @ (N) , il existe un élément

A de &, et une partition fondamentale o de @ (~) tels que © et *

coincident sur @n(A) .

Avec les notations introduites précédemment, (R7) peut s'exprimer de la maniére

suivante :

Pour tout n , et pour toute partition @ de @ngl) , il existe un élément 4

de & , et une partie Cg de {1, «¢eo 4y n} = CO , tels que, pour tous M et N

appartenant 2 @n(A) y

M

]

N (@) <==> w(cg’co)(M) = w(cg,co)(N) .

Avec ces définitions, nous pouvons énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 9. ~ Soit & un ultrafiltre non trivial sur XN . Pour que & véri-
fie (R7), il faut et il suffit que & soit un ultrafiltre de Ramsey et absolu.

Démonstration.

(R7) ==> (A2) est immédiat. En effet, (A2) n'est autre que la proposition (R7)
pour n = 1.

(R7) ==> (R6) . I1 suffit de remarquer que, pour qu'une partition fondamentale
® soit finie, il faut et il suffit que k = 0 , c'est-3~dire que @ est la parti-
tion triviale de @n(ﬂ) , dont le seul élément est @n(ﬂ) .

Si donc @ est une partition finie de @nCﬂ) y dire que $ vérifie (R7), c'est
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dire qu'il existe un élément A de $ tel que # coincide sur @n(A) avec la
partition triviale, donc @n(A) est contenu dans une des classes d'équivalence de

® , et § vérifie (RG)'

((Az) et (R6)) ==> (R7) . Nous allons démontrer cette implication par réccuren—
ce sur n . Nous avons déja remarqué que (R7), pour n = 1, n'était autre que (AZ)'
Supposons donc avoir démontré 1'implication jusqu'a (n-1) , et soit @ une par—
tition de @n(ﬂ) .

Soit D0

8(a) = {(p* , D") | card D! = card D"=n, D'<Dy, D"<D,,

A", A", card A'=card A"=n, A'uA"cA, A'=4A" (F),

={1, ... , 2n} . Pour tout A e @Zn(ﬂ) , nous allons définir

et (A' s A", A)l(D' , D", DO)} .

Cette application & définit une partition #_ sur @Zn(g) , qui est finie. Par

3
suite, & vérifiant (R6), il existe un élément F de l'ultrafiltre S tel que 3§

soit constante sur @ZH(F) .

Nous allons montrer que ¢ est alors invariante sur @n(F) , c'est-a-dire que,
si L,B,C,De @n(F) vérifient A =3 () et (&, B)|(C, D), alors
c=D (@) .

it

Ceci résulte immédiatement du fait que nous pouvons trouver D1 et D2 € @zn(F)
tels que (A, B, Dl)I(C , D, D2) . Alors, puisque @(Dl) = @(Dz) , dlaprés la

définition de 8, C=D (@) . Soit F = {ah}neﬂ , a <a . , ;come Fe§,
' — — K ’ ’
1'un des deux ensembles F, = {aZn}ngg ou F,= {a2n+1}neﬂ est un élément de

1'ultrafiltre & . Supposons par exemple que ce soit Fl .
Si, sur @n(F) , (=38 () ==> (A =3B), alors § vérifie (R7) pour n
avec 1'élément F de & et CO

appartenant a @n(F) y Ay # By et Ly =B, () « On pose alors

=f1, ..., n} . Sinon, il existe Ay et B,

A= {azn | a € AO} et B, = {azp | a, € BO} y
et, si a 5 € BO et a, £ AO , Oon pose
(0]
B, = (Bl = fa2no}) U {32n0+1} .

th
[ev}
it
o
—
Ca
~

' LY ' . 3 A —_—
D'aprés 1'invariance de @ sur @n(F) , Al 1 5

P(By*{ o },%)

allons définir une partition @' sur @n_l(Fl) de la fagon suivante ¢

i

Soit toujours Cj = {1, «eo , n} . On pose g (CO) , et nous
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(ar

]

B! (@')) <==> (Pour tous A et B de @n(F) tels que
(ar, 8) = (3", B) = (¢}, Cy)
ona A=3B (@)).

I1 est immédiat de vérifier que @' est une partition. Alors, d'apres 1'hypothé-

se de récurrence, il existe un élément F' de & contenu dans Fl s et une partie
C§ de CJ , tels que, pour tous éléments A' et B' de Pn_l(F’) ,

(A' = B! (@,)) <==> (CO(CSVC(S)(A') = CQ(C(')"C(S)(B')) o

Mais alors, d'aprés la définition de @' , pour tous éléments A et B de @n(F'),

(a=38 (f) <=> (vgno (&) =gy (B)
(CO’CO) (CO’CO)
et § vérifie (R7) pour n : la proposition est démontrée.

3. Les K-ultrafiltres et le théoréme fqndamental.

Dans un article [4] sur la classification des filtres, S. SIROTA a introduit une
classe intéressante d'ultrafiltres sur N , qu'il a appelés K-ultrafiltres. La dé-
finition de ces ultrafiltres est donnde par la proposition suivante : Soit $ wun
ultrafiltre non trivial sur X} ; et considérons les deux énoncés suivants concer-

nant &

(Kl) Pour toute application ¢ de A , élément de & , dans $ , il existe un

élément A' de & contenu dans A , et qui vérifie :

Pour tout élément M de ®(A') , il existe un point gy de M tel que
Mc {aM} U Q(aM) .

(K,) Pour toute partie M de P(N) vérifiant :

1° gel,

2° Pour tout M € M, 1'ensemble Ay = fn| Muin} e} est un élément de
l'ultrafiltre S ,
il existe un élément A de § tel que #(A) €I,

PROPOSITION 10. - Les énoncés (Kl) et (K2) sont équivalents.

Un ultrafiltre non trivial sur N , vérifiant (Kl) ou (Kz), est appelé K-ultra-
filtre.

Démonstration de la proposition.

(K2) ==> (Kl) est facile. Si § est une application de A € & dans S, on

pose
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me= (Bl uimed(s); g en, < igluay)l .

I1 est immédiat de vérifier que m@ vérifie les hypotheéses de (Kg), donc que, si
% est un ultrafiltre vérifiant (Kz), il existe un élément A' de & tel que

P(Ar) < mé . Mais alors A' est 1'élément cherché pour que § vérifie (Kl)'

(Kl) ==> (K2) . Soit T wune partie de () vérifiant les hypothéses de (K2).

A tout n € N , associons
@(n)r-(M N a)t10, .o, m) (4y=fn| Hu}em) .
C{O,"‘yn}
Melt

Puisque, pour tout M de M, AM € §, l'application & est de N dans &,
et de plus & est décroissante, et n ¢ 8(n) . § vérifient (Kl)’ il existe donc
un élément A@ de § vérifiant la conclusion de (Kl). Nous allons prouver que
1'élément AQ NnA; de § vérifie les conclusions de (Kz), clest=3~dire
Tﬁ(AQ n Aﬁ) € I . Raisonnons par récurrence sur le cardinal de M € 55(A§ n A¢) .
Tout d'abord Pe i . Si M= {al} , alors a, € A¢ , donc M € L ., Soit alors
k > 2, et supposons avoir démontré que tout élément de @k-l(A@ n A¢) est dans I,
Soit M = {al s oeer s B ak} y 8 <&, . la partie {ak—l , ak} vérifie,
d'apres (Kl)’ a_; € Q(ak) ou a_ € @(ak_l) . Mais, comme & est décroissante,
a._; € @(ak) entraine a € @(ak_l) , ce qui est impossible. Donc a_¢€ @(ak_l) ,
et, d'aprés la définition de & , on a en particulier g, € AM' , OU
M' = {al y see g ak—l} . D'aprés 1l'hypothdse de récurrence, M' el et A, =a ,

donc M =M'u {ak} € M, et la proposition est entidrement démontrée.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de cet exposé,

qui résume plusieurs des énoncés précédents.

THEOREME 11, = Soit § wun ultrafiltre non trivial sur N . Les propoSitions (Ai)
(1<i<3), (R) (1gig7) et (k) (1<isg?2) sont éguivalentes. (Donc 1les
i — Vi

notions d'ultrafiltre absolu, d'ultrafiltre de Ramsey et de K=-ultrafiltre coinci-

dent.)

by z

Démonstration. — La majeure partie du travail a déja été faite. En fait, si nous

démontrons les implications (Rz) == (Kl) , (K2) => (AB) et (Ag) ==> (Rl),

il est facile de voir que nous aurons tout démontré.

(R2) ==> (Kl) . I1 suffit de démontrer (Kl) pour une application 3 décrois-
sante et vérifiant n ¢ &(n) . La partie T = {(al ’ a2) | a, € @(al)} de Pz(ﬂ)
vérifie alors les hypothéses de (R2)’ et par suite il existe A' € § tel que
@2(A') c . . Soient alors M e P(A') , et &, son plus petit élément. D'aprés les

hypothéses sur & , on a nécessairement, pour tout a e M différent de ay 9
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ae é(aM) , donc M c© {aM} U ib(a.M) , et § vérifie (Kl)'

(Kz) ==> (A3) . Soit R = (Rn)neN un recouvrement ponctuellement fini de XN ,
tel que R n S = @ . -

Posons N ={Me®l); ¥nel, c:ard(Rn AM) €1} . I1 est facile de vérifier
que M vérifie les hypothéses de (x ), donc qu'il existe un élément A de  tel
que ®(A) © M . Mais alors A verlfle immédiatement card(A n R ) 1, ¥nel,

=

donc & vérifie (A3)°

(A ) => (R ) (1e démonstration est due 3 K. KUNEN). Soit (& )nGW une suite
de partles de 3 . Nous pouvons toujours supposer que la suite (A ) nexN est dé-
croissante, et que n ¢ An . Comme 5 vérifie (A ), il existe un element B de $
tel que B = Am soit fini pour tout m . Soit B = {bn}neﬂ ’ bn < bn+1 3 nous
allons construire une suite bﬁ de la fagon suivante :

Soit f(m) =inf{n | B=A <{by, ..., b 1} . Onpose bl =D, et, pour

| - 3 1 — ° 1} ]
tout n, b!= bf(b _1) . Soient enfin P = {beB; b! <b < bn+1} , et
Q= {bo} v(X=B). Q etles (Pn)neN forment une partition ® de N , et
®nS=g0, puisque Q ¢ 5 et les Pn “sont finis. D'apres (Az), il existe un élé-

ment A de & tel que A n Pn a au plus un point, pour tout n de XN . On note

= {a, | neN}, avec a <a_, »eton pose g(n) = a, ou g(n) = Bpnt ?
. ro 2 % .
suivant que {a2n | nel} ou {32n+1 | neXN} estun élément de g est
une application strictement croissante de N dens N , et g(l) est un élément de
% par construction. Enfin, comme pour tout b de Pn y b < b£+l , donc
1" . " ?
A oA, 2fb"eB; b 2b! 3 >P ., ona, pour tout n, gln + 1) e bo(n) 1

n+1
et 5§ vérifie (Rl).

Ceci termine la démonstration du théoreme.

4. Un exemple d'application : 1l'existence de groupes topologiques séparés, dénom-

brables, et dont la topologie est extr@mement discontinue et non discrete.

Dans ce paragraphe, nous allons donner un exemple d'utilisation des notions que
nous venons d'étudier. Cet exemple est tiré de [ 3], mais nous en donnerons ici une

exposition simplifiée.

Soit G le groupe C(N) muni de la différence symétrique (notée additivement :
A+B=(AuB)=(AnB), A, Be @Kﬂ) ). Nous munissons G de la topologie,

dont une base fondamentale est formée, des ouverts
OA(M) =M+ ®(n) ,

oh M e 5(&) , et A parcourt § , ultrafiltre non trivial sur N . On vérifie
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facilement que G , muni de cette topologie, notée G (3) , est un groupe topologi-

que dénombrable, séparé et non discret.

THEOREME 12 (S. SIROTA). - Soit % wun ultrafiltre absolu sur N . Alors G ,

muni de (%) est extrémement discontinu.
——— ?

Démonstration. - Nous allons utiliser la propriété caractéristique (Kg) des ultra—

filtres absolus. Remarquons que cette propriété, en termes de la topologie &(S) ,

s'exprime de la fagon suivante 3

(K') Pour qu'une partie N de 'E(N soit ouverte pour la topologie 6(3) il
2 ’
faut et il suffit que M vérifie :
(I) Pour tout M de ¥, by = fn | M+ {n} eM estun élément de & .

En effet, (Kz) signifie exactement que, si T est une partie de F%E) y Véri-
fiant P e W, et (I), alors N est un voisinage de $ pour G(%) . Donc (Ké) ime=
plique (Kz). Mais réciproquement, si nous supposons que & vérifie <K2)’ alors,
d'une part, un ouvert 9 de G(5) vérifie trivialement (I), et, d'autre part, si
T vérifie (I), alors, pour tout M de # , M+ M vérifie (I) et S e M+ M,
donc I est un voisinage de M : ¥ , voisinage de tous ses points, est ouvert

pour &(%) .

Nous allons donner une autre caractérisation, plus utile, de la propriété (1).

LEMME 13. = Soit M wune partie de ECQ) . Pour que N vérifie (1), i1 faut et
il suffit que, pour tout élément M de M, on ait P e Pl(ﬂ) n(®+ M) (1ra-

dhérence est prise au sens de la topologie &(5) ).

Démonstration. - Par translation, il suffit de se ramener au cas M =@ . 8i W

vérifie (I) pour @ , alors A¢ =fn| fn} e®} estun élément de § , donc A

7 2. ~ :é - :, R
rencontre tous 1es_elementb A de &, donc @l(Aé) n g(A) 7 ¢ et @1(A¢) L n @EQD
Donc ¢ € @1(3) n it «» Réciproquement, si b e @1(E) nit, alors A¢ rencontre tous

les éléments de F , donc A¢ €%, et M vérifie (I) pour # .

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théordme : Soit ¥ wun ou-

vert de G(%) , et soit M e X .

ler cas : Me % . Alors @ € @l(ﬂ) n(m+ M}) < @1(ﬂ) n (M + {M}) .

2¢ cas : M e i = J . Supposons que @ ¢ @lﬁﬂ) n (M+ M}) . Comme @ € @1@3) y
ceci implique que § e 6‘1(1\1) n C( + {M}) . Mais alors la partie ! = {g} u COT + 1)

vérifie les hypothéses du lemme, donc vérifie (I). Par suite, comme 5 est absolu,

M est un ouvert de 6(5) « Mais ceci est contradictoire : en effet, puisque

BAET, Rl =@, donc B £T.
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Ceci prouve donc que, pour tout élément M de jﬁ,

¢ e @lCﬂ) n(M+n) ,
et, en utilisant de nouveau le lemme, Il est ouvert.

Le théoréme est donc démontré.

COROLLAIRE 14. - En admettant 1'hypothése du continu, il existe des groupes topo-

logiques dénombrables, séparéds, extr@mement discontinus, et non discrets.

Démonstration. — Si 1l'on admet 1'hypothése du continu, il existe un ultrafiltre

absolu sur N (cf. [2]).

Le théoréme précédent fournit slors une solution au probléme posé.

BIBLIOGRAPHIE
[1] BOOTH (David D.). - Countably indexed ultrafilters, Thése Univ. Wisconsin,
Madison, 1969.

[2] CHOQUET (Gustave). - Deux classes remarquables d'ultrafiltres sur XN , Bull.
Sc. math., t. 92, 1968, p. 143-153.

[3] SIROTA (S.). - Product of topological groups and extremal disconnectedness,
Math. USSR-Sbornik, t. 8, 1969, p. 169-180.

[4] SIROTA (S.). - The problem of classification of filters, Soviet Math. Doklady,
t. 11, 1970, p. 408-411.

(Texte regu le 10 février 1971)

Alain LOUVEAU
92 rue du Dessous des Berges
75 = PARIS 13



