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8-01

ESPACES VECTORIELS BORNOLOGIQUES ORDOIUTÉS

par Marie-Thérèse AKKAR

Séminaire CROQUET
(Initiation à l’analyse)
10e année, 1970/71, n° 8, y 27 p. 6 et 7 janvier 1971

Introduction. - Dans l’ensemble de cet exposé, nous adopterons la terminologie

utilisée dans [3], 14], [6] pour ce qui concerne la théorie des espaces vecto-
riels topologiques ou bornologiques, et nous nous conformerons à ~~.2 ~ et ~14 ~ pour
ce qui concerne les espaces vectoriels ordonnés avec ou sans topologie.

Signalons que la notation x 
n 
-b~ x dans un e. v. b. (espace vectoriel bornolo-

gique) signifie que la suite x 
n 

converge bornologiquement vers x (on dit aussi
au sens de Mackey). Tous les espaces considérés ici ont pour corps de base R .
Dans tout ce qui suit, E désignera un espace vectoriel ordonné de c8ne K . Rap-

pelons qu’une forme linéaire sur E est bornée pour l’ordre (ou modérée) , si elle

est bornée pour la bornologie de l’ordre (on dit aussi relativement bornée). L’en-
semble E des formes linéaires bornées pour l’ordre s’appelle le dual modéré de E.

On appelle dual pour l’ordre de E , le sous-espace vectoriel E+ = K~~ ~ K* , où
K* est l’ensemble des formes linéaires positives sur E . On a toujours 

Dans le cas où E est filtrant et vérifie la propriété de décomposition (en parti-
culier s’il est réticulé), alors E ~ E+ ,

Nous nous proposons d’étudier quelques aspects des liens très étroits qui exis-

tent entre les structures ordonnées et la bornologie, y car, bien souvent, on consta-

te que, dans la théorie des structures topologiques ordonnées, les topologies con-

sidérées dans de nombreux problèmes n’interviennent dans leur rapport avec l’ordre

que par la famille de leurs parties bornées. La topologie canonique associée à un

ordre sur un espace vectoriel est elle-même définie par la bomologie de l’ordre.

En 1954, d’ailleurs, G. T. ROBERTS ~’~~ ~ a dégagé la notion d’espace bornologique
(puisqu’il a été amené à étudier des topologies définies par une famille de parties
’’bornées’’) à partir d’une étude sur les espaces vectoriels topologiques ordonnés.

Dans une première partie, y nous examinons le problème général du prolongement des

applications linéaires positives sur un espace archimédien à son complété pour l’or-
dre.

Dans une deuxième partie, après avoir introduit les notions d’espace vectoriel

bornologique plein et d’espace vectoriel bomologique solide, espaces qui possèdent
d’ailleurs beaucoup de propriétés analogues à celles des e. 1. c. à cône normal et

des e. 1. c. localement solides, nous apportons une réponse affirmative au problème
suivant : Si E est un e. b. c. réticulé solide, comment définir une bornologie



convenable sur le complété pour l’ordre de E prolongeant la bornologie de E

d’une part, et d’autre part comment définir un ordre sur le complété bornologique
E de E de telle sorte que E devienne un sous-espace ordonné réticulé de E ?

Enfin, dans une dernière partie, nous étudions l’espace vectoriel des applica-

tions linéaires bornées, muni de la bornologie naturelle (ou équibornologie), et

nous cherchons dans quelles conditions cet espace est un e. b. c. réticulé solide.

Nous donnons aussi des conditions suffisantes pour que toute forme linéaire positi-

ve soit bornée.

Première partie

Prolongement des applications linéaires au complété pour l’ordre

Soit E un espace vectoriel ordonné par un c8ne K . Dans le cas où E n’est

pas complet pour l’ordre, on montre qu’on peut toujours le considérer! s’il est

archimédien, comme un sous-espace ordonné d’un espace complet. D’une manière plus

précise :

THEOREME 1. - Etant donné E, un espace vectoriel archimédien tel que E = K - K ,

il existe un espace vectoriel réticulé OE , uni ue à un isomorphisme d’ordre près~

tel que :

1° OE est complet pour l’ordre ;
2° Il existe ~o linéaire in jective, E -~ OE 9
3° Si x, y E E , x  y équivaut à 

4° Si A est une partie de E admettant une borne supérieure dans E , alors
03C6(sup A) = sup 
5° ~ x E OE , x = c~(x~ ~ x ~ x e E) == i ~a(x~ ~ X , x e 

On dit que OE est le complété pour l’ordre de E . La démonstration de ce théo-

rème se trouve par exemple dans ~;,~~.

En topologie, comme en bornologie, quand on construit le complété topologique ou

bornologique d’un espace E 9 les morphismes (applications linéaires continues ou
bornées) se prolongent de façon unique au complété de E. Dans le cas d’un espace

ordonné, jusqu’à maintenant on ne sait pas prolonger en général les morphismes pour
l’ordre, c’est-à-dire les applications linéaires positives, au complété pour l’or-
dre.

On se propose dans la suite d’examiner ce problème qui se posera de façon natu-
relle dans plusieurs questions : par exemple quand il s’agira de construire une



bornologie sur le complété pour l’ordre d’un e. b. c. ordonné. Pour cela, nous al-

lons introduire un type particulier d’applications qui s’adapte bien au prolonge-

ment.

DEFINITION 2. - Soient E et F deux espaces vectoriels ordonnés. Une applica-

tion linéaire f de E dans F est dite complètement réticulante, si pour toute

partie A de E telle que sup A existe, on a sup f(A~ _ f(sup A~ .

Concernant ces applications, nous avons les propriétés simples suivantes :

PROPOSITION 3. - Soient E et F deux espaces vectoriels ordonnés, f une a-

plication linéaire de E dans F 9 alors les propriétés suivantes sont équivalen-

tes :

1° f est complètement réticulante ; 9
2° Pour toute partie A de E telle que inf A existe, alors inf(f(A) = r(inf A) ;
3° Pour toute partie A telle ue inf A = 0 9 alors 0 9

4° Pour toute partie A telle que sup A = 0 , alors sup(f(A)) = 0 .

Il est de même immédiat que le composé de deux applications complètement réticu-

lantes est complètement réticulant. De plus, toute forme linéaire complètement ré-

ticulante est régulière, c’est-à-dire que, pour toute famille (x.). filtrante

telle que inf x. = 0 , on a lim f(x.) = 0 .

Dans le cas où E et F sont réticulés, une application complètement réticulan-

te est en particulier réticulante. Par conséquent, son noyau est un idéal pour

l’ordre. Dans le cas où E est complet pour l’ordre, on a un résultat plus précis :

PROPOSITION 4. - Si E est un espace vectoriel réticulé, complet pour l’ordre,
F un espace vectoriel réticulé, et f une applic ation complètement réticulante de
E dans F, alors le noyau de f est une bande de E.

Démonstration. - Si N = Ker f , on sait déjà que N est un idéal pour l’ordre.

Il suffit donc de démontrer que, si A est une partie de N majorée dans E,
alors sup A appartient à N , ce qui est évident puisque f(sup A) == sup f(A) = 0 .

Exemples d’applications complètement réticulantes.

1° E -.~ OE est complètement réticulante.
2° Si B est une bande d’un espace vectoriel réticulé complet E, le projecteur

PB sur B est complètement réticulant (cela provient du fait que x ,

3° Si B est un idéal d’un espace vectoriel réticulé complet E , l’injection

canonique de B dans E est complètement réticulante.



4° Si f est une application linéaire positive, telle que f ~ g avec g com-

plètement réticulante, alors f l’est aussi.

Prolongement d’une application linéaire au complété pour l’ordre. . Soient E un

espace vectoriel ordonné archimédien filtrant, F un espace vectoriel réticulé com-

plet pour l’ordre, et f une application linéaire positive de E dans F . Existe-

t-il une application f positive de OE dans F , qui prolonge d’une manière uni-

que f ?

D’après le théorème 1, on sait que, quel que soit x appartenant à OE , on a

N

Il est donc tout-à-fait naturel de définir l’ application f , soit par

(cette borne supérieure existe, puisque F est complet pour l’ordre), soit par

En générale il n’est pas vrai que g(1) = h(X~ , si f est uniquement positive ;

ce qui va nous amener à introduire une condition supplémentaire sur f .

Pour l’instant, considérons l’application g . Il est clair que g prolonge f,

et que g est positive.

Soit X ~ ~ ; on a

Soient x et y appartenant à 4E ,

donc + g~00FF~ .~ + ~) ~ l’égalité n’étant pas vérifiée en général.

Toutefois, on constate que les deux parties

admettent le même ensemble de majorants dans E ~ en effet, tout majorant de A ou

de B est majorant de x + y dans 0E , et inversement. Ce qui nous amène à la

définition suivante :



DEFINITION 5. - On dira que l’application f vérifie la condition (P), si

(P) (Maj A = Maj B) ===> (Maj f(A) = Maj f(B))

( Maj A désignant l’ensemble des majorants de A ).

Remarquons que, si E et F sont complets pour l’ordre, l’application
f : E -~ F vérifie (P), si, et seulement si, f est complètement réticulante, et

que le composé de deux applications qui vérifient (P) vérifie encore (P) .

Dans le cas où f vérifie la condition (P), nous allons montrer que g est li-

néaire, et que g = h . En ef f et,

g étant additive et positivement homogène est donc linéaire, et

THEOREME 6. - Si f vérifie (P), elle admet un prolongement ? complètement ré-

ticulant unique. De plus, pour qu’une application linéaire positive f de E dans

F (avec toujours les mêmes hypothèses sur E et F) admette un prolongement com-
plètement réticulant f, à OE, il est nécessaire et suffisant que f vérifie

(P).

Démonstration. - D’après ce qui précède, nous avons construit un prolongement f

de f à OE de la façon suivante s

Montrons que f est complètement réticulante : Soit (â) une famille majorée
,- - . 

^ ~ , . , 

a’ a

d’éléments de OE , soit â = sup â03B1 . Par définition, on a

u Ce

Les deux parties B et U B 
a 

ont même ensemble de majorants ; en effet,
ex 

°



L’ application f vérifiant (P ) , il s’ ensuit que

F étant complet, on a donc

c’est-à-dire f(sup â03B1) -. sup f(â03B1) . Si f est un prolongement positif de f ,
a OE

soit x E oE ,

f vérifiant (P)~ g == f~ = ? .
Inversement, supposons qu’il existe un prolongement complètement réticulant f~ .

Soient A et B deux parties de E , telles que Maj A = Maj B ; d’après la défi-
E E

nition de il est clair que sup A = sup B . f étant un prolongement com-
OE OE

ploiement réticulant de f , on a sup = sup c’est-à-dire

sup f(A) = sup f(B) y et donc Maj f(A) = Maj f(B) .

Exemples.

1~ L’application canonique E vérifie, par construction, la condition

(p).
2~ Si F est un idéal pour l’ordre d’un espace vectoriel réticulé E , alors

1 ~injection canonique i : F 2014~ E vérifie (?).

Démonstration. - Soient A et B deux parties de F telles que Maj A = Maj B .
201420142014201420142014201420142014 

F F

Il s’agit de démontrer que Maj A = Maj B .~ 

E E

Soient c= inf(a , b) = F. A = A - c et B~ = B - c sont

telles que Maj A = Maj B ; on est ainsi ramené à deux parties A et B de F

F 
-’ 

F 
-’ ~ 

telles que tous les éléments de Maj A et Maj B soient positifs. Montrons que

Maj A. = Maj BI ’ ce qui entraînera Maj A = Maj B .
E 

" 

E 
’ 

E E
Soient x e Maj y ~ Maj on a 0 ~ inf(x , y) ~ y ~ F , donc

E 
" 

F 

inf(x , y) ~ F , et c’est un élément de Maj A = Maj B1 , d’où x appartient à
F 

" 

F 
"

Maj B .
E

PROPOSITION 7. - Soient E et F deux espaces vectoriels archimédiens filtrants.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe f complètement réticulante,



telle que le diagramme suivant soit commutatif, est que f vérifie la condition (P).

De plus, si E est réticulé et f est une application linéaire injective véri-

fiant (P), alors f est injective.

Démonstration. - Le prolongement f existe, si, et seulement si, l’application

cp- o f de E dans OF admet un prolongement à OE. D’après la proposition pré-

cédente, une condition nécessaire et suffisante pour cela est que f vérifie

(P), et il est clair que tp, o f vérifie (P) si, et seulement si, il en est de mê-

me de f .

De plus, si $ appartient à = f (X ) - f (X ) . f étant complètement

réticulante,

donc ( ~’ ( x~ _ 0) =.=> ( f ( X ~ - 0 et f ( X } _ 0). Pour montrer que f es t in-

jective, il suffit donc de montrer que, pour tout x > 0 , on a f(x) > 0 . Or, si

x > 0 3 il existe xeE tel que 0  x  x ; en effet, il existe y E y  ~ ~
et y non négatif, donc 0  y+  X 9 c ar E est réticulé.

et f étant injective, f(x) > 0 , donc f(x) > 0 .

COROLLAIRE 8.

l~ Si E est un espace vectoriel réticulé archimédien~ E un sous-espace réti-

culé de E tel que l’injection canonique E1 20145>E vérifie (P), alors OE1 est

contenu dans OE .

2° Si E est un idéal pour l’ordre de E , OE est un idéal pour l’ordre de

OE .

Démonstration. - Le 1~ découle immédiatement de la proposition précédente.

Pour le 2°, on sait que l’application identique i : E1 ~ E vérifie (P)y puis-
que E est un idéal pour l’ordre. Donc OE est contenu dans OE . Montrons que

c’est un idéal pour l’ordre. Soit jy)  )x) y avec x ~ 

étant complètement réticulante, donc réticulante,



p ~ v  ~+  ~ v u E L , idéal pour l’ordre de E , donc 

(cette borne supérieure étant la même dans OE et OE , étant donné que l’appli~

cation N ’ est complètement réticulante). Ceci prouve que y+ appartient à OE1 ;
on mo ntrerait de la même manière E OE1 , donc  - + -  .. aussi.

Application : Limite projective d’ espaces vectoriels ordonnés. - Soient 

une f amille arbitraire d’ espaces vectoriels ordonnés, et K, le c8ne des positif s
z

de E.. Alors l’ espace vectoriel produit jÎ E. est un espace vectoriel ordonné
i 

1 
, i

par l e cône K = ÎC K..

Si maintenant la famille (Ei)i~I forme un système projectif à l’aide d’applica-

tions E . ~ E. (i ~ j) positives, l’ espace vectoriel E = lim Ei , muni
de l’ordre induit par celui de l ’espace produit 03A0 E., est appelé la limite pro-

. i --- , ....----

1

jective ordonnée des E..
Une applic ation linéaire f d’un espace vectoriel ordonné F dans E est posi-

tive, si, et seulement si, les applications fi =03A0i ° f de F dans E. l. sont po-

sitives. Et, si F est un système projectif d’applications linéaires

positives, il existe une application linéaire positive unique f, telle que

fi-ri o f , 

La démonstration des deux propositions suivantes est immédiate 1

PROPOSITION 9. - Soit E un espace limite projective ordonnée d’un système ro-

j ectif ~E,~ , r~.. ~ d’ espaces vectoriels ordonnés.
~ -~- i~

1° Si chaque Ei est archimédien, il en est de même de E 9

2° Si E. est réticulé, ~ i , alors E est réticulé si les applications n..- i °°°°°°~ ~ . - . -.. -.... 
- - 

-- - i j

sont réticulantes.

De une application f de F dans E, où F est un espace réticulé, est

réticulante, si, et seulement si, les applications f. = ~r. ~ f le sont.
-- > . 

- 

-- ..-. - m  
- .... , - - - . - ....; -..-. ; .-- 

--.- 

.. --- 1 ~ 

PROPOSITION 10. - Si E = lim E., où chaque E. est un espace vectoriel ordonné
.....,.. r l 1 -......   - - . - - . --- 

- 

-- 

.. 

 
-- -- 

-..-..-

complet pour l’ordre, et si les applications TT.. sont complètement réticulantes,

alors E est complet pour l’ordre.

De plus une application linéaire f de F dans E, où F est un espace vec-

toriel ordonné complet pour l’ordre, est complètement réticulante, si, et seulement



si, les applications f. f le sont.

Deuxième partie

Complétion pour l’ordre et complétion bomologique
dans les espaces bornologiques réticulés

Nous définissons et étudions d’abord deux classes d’espaces vectoriels bornologi-

ques ordonnés : les e. b. c. pleins et les e. b. c. solides. Pour ces espaces, nous

obtenons des propriétés de permanence très satisfaisantes, ainsi que deux théorèmes

caractérisant leur structure. Les e. b. c. solides possèdent des propriétés remar-

quables de dualité avec les e. 1. c. localement solides.

~

DEFINITION 11. - Soit E un ensemble bornologique muni d’un ordre. La bornologie

de E sera dite pleine, si E admet un système fondamental de bornés pleins. On

dira alors que E est un ensemble bornologique plein.

A partir de cette définition, il est immédiat de constater qu’un ensemble borno-

logique est plein si, et seulement si, l’enveloppe pleine de tout borné est bornée,
et que, si E est un ensemble ordonné, muni d’une base de bornologie B , alors

les parties [B~j , B e (B ( désignant l’enveloppe pleine de B ), définissent
une bornologie ~i’ qui est la plus fine des bornologies pleines moins fines que .

Il est important de remarquer que, dans un ensemble bomologique plein, toute

partie bornée pour l’ordre est bornée, et que, par conséquent, sur un ensemble or-
donné filtrant, la bornologie de l’ordre est la plus fine des bornologies pleines
de E.

DEFINITION 11 bis. - Soit (E , (B) un e. v. b, muni d’un ordre compatible avec

la structure d’espace vectoriel de E . On dira que la bornologie (B est une bor-

nologie pleine, si B admet un système fondamental de bornés pleins. Dans ce cas,
on dira que E est un e. v. b. plein ou que le cône K est b-normal.

Il est clair qu’une condition nécessaire et suffisante pour que (E , (8) soit un

e. v. b. plein est que l’enveloppe pleine de tout borné soit bornée, et que, si

(E , (8) est un e. b. c. muni d’un ordre compatible avec la structure d’espace vec-

toriel, E est un e. b. c. plein, si, et seulement si, E admet un système fonda-

mental de bornés formé de disques pleins. Ce dernier point résulte du fait que

l’enveloppe pleine d’un disque est un disque.

Remarquons aussi que, si E est un espace vectoriel ordonné filtrant, la borno-

logie de l’ordre est la plus fine des bornologies d’ e, b, c. plein de E .



PROPOSITION 12. - Soit (E y (&#x26;) un e. b. c. muni d’un ordre compatible avec la

structure d’espace vectoriel. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 1

1° E est un e. b. c. plein ;

2° Il existe une base de bornés telle que

3° V il existe B’ t tel que

Démonstration. - Il est immédiat que Z° ====> 2° .

2° entraîne 3° 9 ’ il suffit de prendre pour B’ un borné de (~1 contenant B .

Montrons que 3° entraîne 1° . Soit B un borné disque de E ; il existe

tel que B- D’après le 3°, il existe B2 ~ ~i tel que

(on peut toujours choisir B -’ B ). Nous avons donc Soit

B~ ~ B tel que B~ + B~ c Nous allons montrer que l’enveloppe pleine de B

est contenue dans Soit z ~ [B] ; il existe donc x ~ y e B avec x ~ z  y .

PROPOSITION 13.

(a) Le dual bomologique E# d’un e. b. c. plein est contenu dans le dual modéré

E . Si E est filtrant et possède la propriété de décomposition, alors E+ .

(b) Si E est un e. 1. c. localement plein, alors BE est un e. b. c. plein.

Démonstration. - E* C E résulte du fait que la bornologie ? de E est moins

fine que la bornologie de l’ordre. Quant à l’inclusion E+ ~ il suffit de re-
marquer que E = E~ quand E est filtrant et vérifie la propriété de décomposi-

tion.

Enfin (b) résulte du corollaire 2 de ~14~ (p. 216).

Remarque. - Si (b) est vrai, en revanche il n’est pas vrai, en général, que, si

E est un e. b. c. plein, alors TE est un e. l. c. localement plein. Cela pro-

vient du fait que l’enveloppe convexe d’une union de parties pleines n’est pas né-

cessairement pleine.

Contre-exemple. - Soit E un espace vectoriel ordonné filtrant tel que E* ~ E
(pour un tel exemple d’espace, cf. 6.10 [10]). Muni de la bornologie de l’ordre,



E est un e. b. c. plein ; si TE était un e. 1. c. localement plein, on aurait

É ~ (TE)’ t C E~ (prop, 1.21 ~ p. 72 de ~1.2 ~~ . Comme on a toujours on en

déduirait E = E+ .

~ 
, ,

DEFINITION 14. - Soif E un espace vectoriel réticuié muni d’une bornologie

~i d’e. v. b. On dira que la bornologie (B est une bornologie solide, si 03 admet

un système fondamental de bornés solides. Dans ce cas, on dira que E est un e. v.

b. solide.

Il est immédiat que E est un e. v. b. solide si, et seulement si, l ’enveloppe

solide de tout borné est bornée.

Si E est un e. b. c. réticulé, E est solide si, et seulement si, E admet un

système fondamental de bornés formé de disques solides. Ceci résulte immédiatement

du fait que l’enveloppe convexe d’une partie solide est encore solide.

Un e. b, c. solide étant en particulier un e. b. c. plein, toute partie de E

bornée pour l’ordre est bornée pour la bornologie. Ainsi donc, la bornologie de

l’ordre est la plus fine des bornologies d’e. b. c. solides de E ~ en effet, les

(- x , + x) , x > 0 , forment une base de la bornologie de l’ordre.

Il est clair aussi que, dès qu’une des applications suivantes (qu’on appelle ap-
plications de réticulation) est bornée dans un e. b. c. réticulé, toutes les autres

le sont : x -a ~ , x -~ x , x ~~ ~ (x ~ y) .-~ sup(x, y) y
(x ~ y) --> inf(x y y) .

DEFINITION 15. - Si (E, (B) est un e. b. c. ordonné par un cône K ~ on dira

K est un b-cône, si la famille (B n K - B n constitue une base de

bo rno logie de (B .

Cette notion n’est rien d’autre que la notion duale de celle de cône normal en

théorie des e. 1. c. ordonnés, comme le prouve le théorème suivant.

THEOREME 16.

1° Si E est un e. b. c. ordonné par un b-cône K, alors E* , muni de la to-
pologie de la convergence uniforme sur les bornés de E , y est un e. 1. c. ordonné

par un cône normal.

2° Si E est un e. 1. c. ordonné par un cône normal K, alors muni de la

bornologie équicontinue, est un e. b. c. ordonné par un b-cône, et réciproquement.

Démonstration.

1° Sur de l’e. b. c. E ’ un système fondamental de voisinages de 0

pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de E est formé par



les ensembles (B nK) (puisque K est un b-c8ne) , quand B parcourt une base

de bornologie de E. Vérifions que les (B n K) sont pleins i si f e E* est

telle que g~fh avec g et h dans alors on a jg(x)~ ~1 et

xeBnK , d’où jf(x)j 1 , c’est-à-dire f e (B 

[Pour la deuxième partie du théorème, voir corollaire 1, p. 219 de El4-I!’D

Exemples.

1° Si E est un espace vectoriel ordonné filtrant, dans E muni de la bomolo-

gie de l’ordre, le cône K est un b-cône. En effet, E étant filtrant, les in-

tervalles (- x , x), x > 0 , forment une base de la bomologie de l’ordre, et on

a, V x>0 , (-x , +x) c(o , x)- (0 , x) , puisque tout ye (-x, x) s’é-

cri t y=~(y+x) -~(x-y) .
2° Si (E, (B) est un e. b. c. muni d’un ordre réticulé tel que l’application

x ~ À soit bornée, alors K est un b-cône. En effet, x 2014> x étant bornée,
aussi. Donc, si B~(B, f =(x+ ; x ~ B} et lT=fx" ; sont

bornés, donc il existe B e (B tel que B~ u B n K , et par suite

Nous allons donner maintenant des conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’un e. b. c. soit solide.

THEOREME 17. - Si (E, s) est un e. b. c. réticulé, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1° E est un e. b. c. solide ;

2° E est un e. b. c. plein, et les applications de réticulation sont bornées ;

3~ E est un e. b. c. plein, et le cône K est un 

4° x 2014~ x est uniformément bornée (c’est-à-dire ?Be(B, EB’eS tel que

x-y=B ==> + + )
Démonstration.

2° ====> 1° . Soit B un disque borné, soit x~ B et )x) . L’applica-
tion x ~ |x| étant bornée, il existe un borné B que l’on peut supposer disque

plein ( E étant une. b. c. plein), tel que xeB ====> )x) e B ,

B~ contient donc l’enveloppe solide de E , ce qui prouve que E est un e. b. c.

solide.

(enveloppe solide de B ) , donc À - y~ E s(B) qui est borné.



4° ==> 3° . x ~ X étant uniformément bornée est bornée, donc K est un b-

cône. Montrons que E est un e. b. c. plein : Soit B ~ B , il existe B’ E B tel

que B ==> x ~ ~ y~ E B’ . Soient 

Ceci prouve bien que E est un e. b. c. plein, d’après la proposition 12.

3° ====> 2° . Soit B ~ (B ; il existe un disque plein B’ e (8 tel que

Bc B’ nK- B’nK , si x= B , il existe x et nK tels que

x=x - x2 . On a donc 0  x+  x1 et 0  x-  x2 , d’où, B’ t étant plein, x+
et x e B’ . Ceci prouve que les applications x ~ x+ et x ~ x- sont bornées.

COROLLAIRE 18. - Si E est un e. b. c. solide séparée alors le cône K est b-

fermé.

Démonstration. - Soit (x ) e K, x 2014~ Il existe donc un disque borné
201420142014201420142014201420142014 n n ’ 

n 0 "

solide B tel que (? e > 0 ~ 3 ==> (x - x~ e eB) , d’où
tx" - x-0|  )x - 1 e eB . Ce qui prouve que x" ~ x" . Or x" = 0 , donc, E

étant séparée x.. = 0 .

Maintenant, nous allons démontrer deux théorèmes qui mettent en évidence la dua-

lité qui existe entre les e. 1. c. localement solides et les e. b. c. solides.

THEOREME 19.

(a) Soit E un e. b. c. solide ; alors le dual bornologique E* est un idéal

pour l’ordre de E ; de plus, c’est un e. 1. c. localement solide quand on le mu-
nit de la topologie de la convergence uniforme.

(b) Si E est un e. 1. c. localement solide, son dual E’ , muni de la bomolo-

gie équicontinue, est un e. b. c. solide.

Démonstration. - Montrons d’abord que E* est un idéal pour l’ordre de E~ .
Soit f e bomologie (B de E étant moins fine que la bornologie de l’or-

dre, E~ C E = E , d’où f = f~ - f" . Nous allons montrer que, si g e E avec

|g|  |f| , alors g ~ E* , ce qui prouvera en particulier que f et f*" appar-

tiennent à E . Soit B un disque borné solide ; il existe A  0 tel que

xcB, sup f(y).étant solide, 
Pour le reste, la démonstration résulte immédiatement du fait que E’ (resp.

E* ) est un idéal pour l’ordre de E~ ~ et que, si A est une partie solide 

espace vectoriel réticulé E ~ son polaire A dans E~ est encore solide (corol-
laire 1.5, p. 212 de [14]).



THEOREME 20.

(a) Si E est un e. 1. c. localement solide, alors BE est un e. b. c, solide.

(b) Si E est un e. b. c. solide, alors TE est un e, 1. c. loc alement solide.

Démonstration.

(a) Soit V un système fondamental de voisinages de 0 dans E formé de dis-

ques solides. On obtient une base de bornés de BE, en considérant les n X VV ~
qui sont des disques solides comme intersection de disques solides.

(b) Soit @ une base de bomologie de E formée de disques solides. On obtient

un système fondamental de voisinages de 0 dans TE , en considérant les parties
V = B) qui sont solides en tant qu’enveloppe convexe d’une partie solide.

B 
"

COROLLAIRE 21 (Théorème de Yau-Chuen WONG [15]). - Un e. 1. c. bornologique E

(resp. un e. b. c. topologique) ordonné est localement solide (resp. solide), si,
et seulement si, BE (resp. TE ) est solide (resp. localement solide).

Si E est un e. 1. c. non bomologique, il n’est pas vrai en général que E est

localement solide dès que sa bomologie est solide (c’est-à-dire si BE est un e.

b. c. sOlide) ; pour avoir un contre-exemple, voir El5D’

Avant de donner un théorème de structure, rappelons une définition sur les espa-
ces normés ordonnés.

DEFINITION 22. - Un espace semi-normé plein (resp. solide) est un espace vecto-
riel muni d’un ordre (resp, d’un ordre réticulé) compatible avec sa structure d’es-
pace vectoriel et d’une semi-norme équivalente à une semi-norme p vérifiant

0  x  y ===> p(y) (resp. |y| ==> p(x)  p(y) ). Une telle semi-
norme sera dite pleine (resp. solide).

THEOREME 23. - Un e. b. c. plein (resp. solide) est limite inductive bornologique
d’espaces semi-normés pleins (resp. solides).

Démonstration. - En effet, si E est un e. b. co plein (resp. solide), il possè-
de une base (8 de bornés disques pleins (resp. solides). Par conséquent,
E = lim E~ (B E ~i~ , Il suffit donc de remarquer que, si B est un disque plein
( resp. solide), la jauge p de B fait de E un espace semi-normé plein (resp.
solide).

Enfin signalons les propriétés de permanence suivantes qui sont simples à démon-
trer.



PROPOSITION 24. - Soit E un e, b. c. solide (resp. plein).

1° Si F est un sous-espace vectoriel de E, F, muni de la bornologie et de

l’ordre induits par E, est un e. b. c. solide (resp. plein).
2° Si F est un idéal pour l’ordre de E (resp, un vectoriel

E/F , muni de la bornologie et de l’ordre quotient, est un e. b. c. solide (resp.

plein).
3° Soit (E ) une famille d’e. b. c. munis d’ordres compatibles avec la

structure d’espace vectoriel ; alors 03A0 E , muni de l’ordre et de la bornologie

produit, est un e. b, c, solide (resp. plein), si, et seulement si, E CL est un

e. b. c. solide (resp. plein~, ’~ ~ E 1 .
4° Soit une famille d’e. b. c. munis d’ordres compatibles avec la

structure d’espace vectoriel ; alors ~ E , muni de l’ordre et de la bornologie

somme directe, est un e. b. c. solide (resp. plein), si, et seulement si, E 
a est

un e. b. c. solide (resp. plein~~ ~’ 1 .

5° Une limite projective d’e. b. c. solides (resp. pleins) est un e, b, c. solide

(resp. plein).

Complétion pour l’ordre d’un e, b. c. réticulé solide. - Dans [11], NISHIURA exa-

mine le problème de la complétion pour l’ordre en liaison avec la complétion topo-

logique, dans le cas d’lw, espace normé réticulé solide E (le complété pour l’or-
dre OE de l’espace E existe, puisque tout espace normé solide est archimédien).
NISHIURA montre qu’il est possible de munir OE d’une structure d’espace normé ré-

ticulé solide, en prolongeant la norme de E à OE de la façon suivante :

~ comme on sait E ; on pose

Il obtient le théorème principal suivant : Si E est un espace de Banach réticulé

solide, y il en est de même de OE.

D’une manière plus générale, si E est un e. 1. c, localement solide, son com-

plété pour l’ordre OE peut être muni d’une topologie d’e. 1. c. localement solide

par prolongement des semi-normes qui définissent la topologie de E.

Dans ce qui suit, on se propose d’examiner le problème général suivant : Comment

construire, sur le complété pour l’ordre OE d’un e. b. c. réticulé solide, une

bornologie naturelle prolongeant celle de E ? Ainsi on généralise le théorème pré-
cité de Nishiura.

~* ,

THEOREME 25. - Soit E un e, b, c, séparé réticulé solide ; alors il existe sur

OE , complété pour l’ordre de E , une bornologie réticulée solide, telle que E



soit un sous-espace bornologique de OE .

Démonstration. - Soit (8 une base de bornologie de E formée de disques solides.

Donc E = lim EB = U EB , où chaque EB est un espace normé réticulé solide. E ,

étant séparé pour l’est a fortiori pour la bornologie de l’ordre, donc est ar-

chimédien. Désignons par GE le complété pour l’ordre de E ~ par OE$ celui de

EB . D’ après NISHIURA, chaque espace OEB peut être muni d’une structure d’espace

normé réticulé solide prolongeant celle de E$ .
Pour construire une structure d’e. b. c, réticulé solide sur nous allons

montrer que le système d’espaces vectoriels est un système inductif bor-

nologique pour des applications convenables, et que CE est la limite inductive

algébrique de ce système ; il suffira alors de munir OE de la bornologie limite

inductive de celles des pour conclure.

1° La f amille forme un système inductif algébrique. Soient B, B’ E ~i

tels que B C B’ , et l’application canonique EB .-~ EB ~ . Cette application

vérifie la condition (P), parce que, B étant solide, E B est un idéal pour l’or-

dre de E, donc a fortiori de Donc t admet un prolongement tel

que le diagramme suivant soit commutatif :

03C0BB’ est complètement réticulante et injective, d’après la proposition 7.

De plus, si B ~ B’ ~ B", comme 03C0BB’ °03C0B’B" = "BB" , on en déduit que

03C0BB’ ° 03C0B’B" = 03C0BB", enfin 

2° Le système précédent est un système inductif bornologique. Il suffit de démon-

trer que les applications 03C0BB’ sont bornées. Ceci résulte du lemme général sui-

vant :

LEMME 26. - Soient E et E deux espaces vectoriels nonnes réticulés solides ;
si f : E 2014>E est une application linéaire continue vérifiant la condition (P),
alors ?: M -->OE est continue, et de plus J!?)j= jjf)j .

Démonstration. - Soit  e 2[()] = inf{p2(y) |1 y ~ E2 et y  |()|}.
Si z ~ E avec z  || , on a = |()|, car  est complètement



réticulante. D’où

c’est-à-dire ??[?(~)] . j)f!) P.(~) . Donc ’ ~ j]f)) . Il est immédiat par construc-

tion que ’!?)j ~ ’jf!! , d’où = !f!) .

3° 0E - lim 0E ( algébriquement). B étant solide, E est un idéal pour l’or-

dre de E ~ donc l’application canonique E- 2014~E vérifie la condition (P)~
et par conséquent se prolonge en une application OEp 2014> OE ~ complètement
réticulante et injective. D’où U OE algébriquement et ordinalement.

Soit $ 6 OE ,   0 ; comme x = inf{x e E ) x  } , il existe y e E ,

y ~ $ . Soit B ~ (B tel que y e EB . D’après le corollaire 8, OE~ est un idéal

pour l’ordre de donc (0  $  y ~ ==> ($ e D’où OE = U 
B

4~ Bomologie solide sur OE . Munissons OE de la bomologie limite inductive

des espaces Ainsi OE devient un e. b. c. réticulé. Montrons qu’il est so-

lide: OE admet comme base de bomologie les parties B qui sont les boules uni-

tés des On sait que B est une partie solide de idéal pour l’ordre

de OE , y donc B est solide dans OE .

Montrons enfin que E est un sous-espace vectoriel bornologique de OE . Il suf-

fit de montrer que, V B e B , B n E est un borné de E. Soit x ~ B n 2 , Puis-

que  ~ OEB, , il existe y e E- tel que y . Etant donné que EB est un

idéal pour l’ordre de E , et que  ~ E , alors $ e Donc pB() = 1 y
ce qui montre que B n E est borné dans donc dans E .

Exemple s Etude de la bornologie de l’ordre.

THEOREME 27. - Soit E un espace vectoriel réticulé archimédien. Alors, sur OE ,
la bornologie de l’ordre et la bornologie prolongeant la bornologie de l’ordre de

E (définie à l’aide de la proposition 26) coïncident.

La bornologie de l’ordre admet comme système fondamental de bornés les intervalles
solides Bx , où B = (- x , x) avec x > o . E est muni de la norme p ,

jauge de si y ~ EB ,
x

Soit OEB muni de la norme x. Si 
x x



d’où ( ~ + e)x, e > 0 . OE étant archimédien,

on en déduit que (~~  x . La boule unité de OEB est donc l’intervalle
x

(- x ,x) dans OE , Ce qui démontre le théorème.

PROPOSITION 28. - Si E est un e. b. c. réticulé possédant un système fondamen-

tal de bornés solides complétants, alors son complété pour l’o!re est un e. b. c.

réticulé solide complet pour la bornologie.

Démonstration. - Soit S un système fondamental de bornés solides complétants.

Alors E = lim E D est un e. b. c. réticulé solide, et OE = lim De plus,

chaque OEB est un espace de Banach réticulé solide, diaprés [11], donc CE pos-

sède un système fondamental de bornés solides complétants, et par suite est complet

pour la bornologie.

Ordre sur le complété bornologique d’un e. b. c. réticulé. - Si E est un espace

vectoriel normé réticulé solide, soit ~ son complété pour la norme. Il est possi-

ble de définir sur E un ordre prolongeant celui de E qui en fait un espace nor-

mé réticulé solide ([12] et [14]) : il suffit de prendre pour cône de E l’adhé-

rence du cône de E .

Si E est maintenant un e. b. c. réticulé solide aux normes faiblement concor-

dantes, soit E son complété bornologique. Nous nous proposons dans la suite de 
.

répondre au problème suivant : Peut-on définir sur E un ordre prolongeant celui

de E qui lui confère une structure d’e. b. c. réticulé ?

PROPOSITION 29. - Soient E et F deux espaces vectoriels normés réticulés so-

fide, f : E -.~ F une application continue réticulante. Alors l’application
~~ ~ 

- - ’- . 
’ - ’ - ’ ’ ° ’ ’°"~ ~ °°’

f : E ~ F est encore réticulante.

Démonstration. - On a le diagramme commutatif suivant :

Soit  ~ Ê; alors  = lim x. , où (xp)p est une suite d’éléments de E . Comme
n nn

n 

l’application x ~ |x| est continue dans E (espace normé solide), alors

|| = lim |xp|, d’où () = lim f(xp) , et
n n

n n



n

car f est réticulante. L’application y ~ ;r! étant continue dans F ,

COROLLAIRE 30. - Avec les mêmes hypothèses que dans le. proposition 2J sur E et

F , si f : E -~ F est une application linéaire continue injective réticulante,
°~°°°°~ ° ’ " " ’ " ’" ~ ’ ’" 

I ’ n 
~°° " 

K 
’° ’~ ~"~

et si E et F sont à normes faiblement concordantes, alors f ô E -~ ~~’ est in-

jective réticulante. En particulier, si E est un sous-espace réticulé de F tel

que l’injection canonique i : E ~ F est continue, alors E est un sous-espace

réticulé de F.

THÉORÈME 31. - Soit E un e. b, c. réticulé possédant un système fondamental l$

de bornés solides tels que, si B ~ B’, B et B’ ~ B , EB et EB’ sont â

normes f aiblement concordantes p alors le complété bornologique E de E peut
être muni d’une s tructure d’ordre canoni ue prolongeant celle de E, !elle que E

devienne ,an e. b. c. réticulé limite inductive d’espaces de Banach réticulés soli-

des, l ’injection canonique E ~ Ê étant réticulante.

Démonstration. - Si B ~ B , i tesDace EB est normé réticulé solide, donc son

complété pour la peut être muni d’un ordre réticulé prolongeant celui de

EB t le rendant so li de. Si B C B’ f sont deux bornés de B, EB est un sous.-
n

espace réticulé de donc, d’après le corollaire 30, EB est un sous-espace

réticulé de Comme É - ’ U on définit un ordre sur E 
h 

de la façon sui-

vante : X  dans L si, et seulement si, X > dans un Il est clair
~ ~ B

que E = E B ’ avec E B espace de Banach réticulé solide, ~ B ~ B , et que

l ’injection E est réticulante, car les applications E B ~ ÊB le

sont.

Pour définir un ordre sur le complété bornologique E de l’e. b. c.

réticulé E , on aurait pu considérer, par analogie avec ce qui se passe dans les

e. 1. c., la b-fermeture dans E du cône K de E, mais cette notion n’est pas

aussi maniable qu’en topologie. Toutefois, nous en mesure maintenant d’obte-

nir le résultat suivant.

PROPOSITIOn 32. - Dans les hypothèses du théorème 31, si E est muni de l’ordre

canonique prolongeant celui de E, alors il admet pour cône des positifs la b-

fermeture K de K dans E .



Démonstration. - Par construction de l’ordre de Ê , on a K = U (K n K,

où K est le cône des positifs de E . Mais K est b-fermé : si n E K et

~ x dans E, alors il existe B tel que x ~ x dans Rg . Etant don-
né que est positif dans EB , ~ n , et que ÊB est un espace normé solide,

alors x est positif dans donc dans E .

Applications à la bornologie de l’ordre.

(A) Dans l’étude du complété pour l’ordre d’un e. b. c. réticulé solide, on a

considéré le cas particulier de la bomologie de l’ordre : on a comparé sur GE la

bornologie de l’ordre et la bornologie prolongeant la bornologie de l’ordre de E .

Ici on peut examiner le problème analogue suivant : Soit E un espace vectoriel

réticulé, munissons-le de la bornologie de l’ordre. On sait qu’il vérifie la con-

cordance faible des normes, c’est même un e. b. c. saturé (i. e. avec un système

fondamental de bornés b-fermés). Si E est son complété bornologique, on peut se

demander quel est le lien entre la bornologie de l’ordre construit sur E et la
~

bornologie de E.

, , A

THEOREME 33. - Tout borné de E est un borné pour l’ordre. De plus, pour que la

bomologie de E et sa bornologie de l’ordre coïncident, il faut et il suffit que
A 

’ ° ’ " " 
~ ~ ’ " ° ° ’ ° ’ ’ " ’ ° ’ ° 

~ ~

la bornologie de E soit solide.

Démonstration. - Pour montrer que tout borné de E est un borné pour l’ordre, il

suffit de le faire pour les parties de la forme B = ~00FF E É ~ 1 p x (~)  1~ , où $ 
x

est la norme de E complété de E . Si  ~ B ,  = lim yn (y eE) ;

lim p (y ) .x 
~ 

x n
n

Donc, V E > 0 , 3 N tel que n >, N entraîne p (y )  1+ e . D’où

(1 + e)(- X , x) , c’est-à-dire |yn|  ( 1 + et donc (1 + 
dans E. D’où y E (- x , + x) dans E. Ainsi la bornologie de E est

plus fine que la bomologie de l’ordre.

Enfin, il est immédiat que les deux bornologies coïncident si, et seulement si,
~ .

E est solide.

Remarque. - D’après ce qu’on vient de voir dans les deux théorèmes précédents, il

semble qu’ en général le complété bornologique d’un e. b. c. solide, muni de l’ordre

qu’on a construit, n’est pas toujours un e. b. c. solide (mais seulement une limite
inductive bornologique d’espaces de Banach solides). Donc le problème se pose de ca-
ractériser les e. b. c. solides tels que E soit encore un e. b. c. solide. Il est

peut-être plus simple de faire d’abord cette étude pour le cas de la bomologie de

l’ordre.



(B) Si E est un espace vectoriel réticulé, muni de la bornologie de l’ordre, E

est plongé injectivement dans son complété bornologique E . élais il se trouve aus-

si que E est contenu dans 0E qui est un e, b. c, complet bornologiquement. Le

problème se pose donc de comparer ces deux espaces complets qui contiennent E.

THÉORÈME 34. - Il existe une application canonique  : E ~ OE , injective, 9

bornée et réticulante. Par conséquent, É est un sous-espace réticulé de OE. De

plus, E est un bornologique de OE , si, et seulement si, E est un

e. b. c. solide.

Démonstration. - Si E est un espace vectoriel réticulé, muni de la bornologie

de l’ordre, E = lim E x ~bornologiquement~. Considérons la famille des injections
canoniques E ~ OE . Cette famille vérifie la condition de ROBERTSON [6] :
en effet, soit (xp)p une suite de Cauchy dans E , telle que (xp)p converge

nn x nn

dans OEx vers un point y de E , c’est-à-dire, ~ e > 0, 3 N tel que

n > N ==> |xp - y| 1  ~x , mais la réticulation étant la même dans E et OE ,
n

cette inégalité est valable dans E , donc x 
n 

converge vers y dans E . Par
suite, l’application : E ~ OE , qui prolonge l’injection 03C6 de L dans OE ,

est injective bornée. Montrons qu’elle est réticulante : il suffit de montrer que,

~ x E E , E x -OEx est réticulante (ce qui est vrai, d’après la proposi-
tion 29).

Enfin, si E est un e. b. c. solide, on va démontrer que c’est un sous-e. b. c.

de en effet, si (- x , x~ est un borné de OE avec x E E (on sait que
ces ensembles forment un système fondamental de bornés de E ~, alors

(intervalle dans E ) qui est borné dans E .

Inversement, supposons que E est un sous-e. b. c. de OE ; étant donné que OE
. 

~

est solide, il en est de même de E .

Troisième partie

Espaces dtapplications linéaires bornées

L’objet de cette partie est l ’ étude, du point de vue ordre et bornologie de l’es-

pace y des applications linéaires bornées d’un e. b. c. ordonné dans un

autre. Nous définissons d’abord un ordre sur Lb(E, F) , et démontrons que, sous

certaines conditions, cet ordre est réticulé et complet. Ensuite, nous démontrons

que Lb(E, F) est un e. b. c. réticulé solide pour l’équibornologie ou bomologie



naturelle. A la fin de cette étude, nous donnons un théorème qui montre que le dual

bornologique d’un e. b. c. ordonné coïncide, sous certaines conditions, avec son

dual modéré (formes linéaires relativement bornées).

Propriétés ordinales de l’espace Lb(E, F) . - Si E et F sont deux e. b. c.

ordonnés, nous désignerons par Lb(E, F) l’espace vectoriel des applications li-

néaires bornées de E dans F, et par K l’ensemble des applications linéaires

bornées positives.

PROPOSITION 35. - L’ensemble K est un cône dans Lb(E, F) dans chacun des cas

suivants :

(a) Si le cône K de E est tel que K - K soit b-dense dans E , et si F

est séparé ;

(b) Si E est filtrant.

La démonstration est immédiate.

Nous allons d’abord examiner le cas particulier suivant : E et F sont des es-

paces vectoriels ordonnés munis de la bornologie de l’ordre. Dans ce cas, l’espace

L.(E ~ F) coïncide avec F) , espace vectoriel des applications linéaires
bornées pour l’ordre.

Si E est un espace vectoriel ordonné filtrant vérifiant la propriété de décom-

position, et F un espace vectoriel réticulé complet pour l ’ordre, alors Lb(E, F)
est un espace vectoriel réticulé complet pour l’ordre (pour le voir, il suffit de

reprendre la démonstration qu’on fait dans le cas où F = R ).

Passons maintenant au cas général où les bornologies des espaces considérés ne

sont pas forcément celles de l’ordre.

THEOREME 36. - Soient E un e. b. c. ordonné par un b-cône et possédant la pro-

priété de décomposition, F un e. b. c. plein complètement réticulé ; alors l’es-

pace Lb(E, F) est complet pour l’ordre.

Démonstration. - Il est clair que E est filtrant, puisqu’il est ordonné par un

donc Lb(E, F) est un espace vectoriel ordonné.

Soit une famille d’éléments de Lb(E, F) , telle que Lb(E, F) ,
E l . Soit pour chaque décomposition, x = x 

. 

+ x 2 + ... + xn
( > 4~ , ~1 k = I , 2 , ... , n 9 choisissons un alors



F étant complètement réticulé, la famille

admet une borne supérieure S(x). On démontre facilement, en suivant une méthode

classique, que S est additive sur K et positivement homogène. E étant fil-

trant, S se prolonge d’une manière unique en une application linéaire S de E

dans F. Il est clair que S est la borne supérieure de la famille (T ) - dans

L(E , F) . Montrons que S e F) .

K étant un il suffit de montrer que S est bornée sur les ensembles

K)- . alors 0 ~ (T - S)(x) ~ (T - T )(x) e B borné plein

de F ~ puisque T - T 

~0 
est bornée, donc (T - S)(B n K) C Ce qui montre que

T - S est bornée, et par suite S aussi.

Remarque. - Pour voir que S est bornée, on a été amené à démontrer que toute

application linéaire f y telle que 0 ~ f ~ g ~ F) , appartient à

F) . D’une manière plus précise, F) est un sous-espace vectoriel

plein de E(E y F) .

COROLLAIRE 37. - Si E et F sont deux e. b. c. réticulés solides, F étant

complet pour l’ordre, alors F) est un espace vectoriel ordonné complet

pour l ’ordre, et l’espace vectoriel ~ - X est complètement réticulé.

PROPOSITION 38. - Soient E un e. b. c. ordonné par un b-cône et possédant la

propriété de décomposition (en particulier, si E est un e. b. c. solide) , F un

e. b. c. plein complètement réticulé. Alors le cône K engendre F) , si y
et seulement si, F) est un idéal pour l’ordre de F) .

Démonstration. - La condition étant évidemment suffisante, montrons qu’elle est

nécessaire. Si K engendre F) , d’après le corollaire 37, F) est

réticulée donc puisque toute application linéaire positive
est bornée pour l’ordre. Soient JTJ 1 avec S e et T e F) ~
alors - F) étant réticulée )TJ 1 et - )T) 1 e F)
qui est un sous-espace plein de E(E y F) , d’après la remarque précédente, donc
S ~ Lb(E , F) .

Donnons maintenant quelques exemples où K engendre L,(E y F) .



PROPOSITION 39. - Si E est un e. b. c. plein ordonné par un b-cône et possédant
la propriété de décomposition, F un espace complètement réticulé muni de la bor-

nologie de l ’ordre, alors K engendre F) . Ceci est vrai, en particulier,

si E est une. b. c. solide, et si F vérifie les hypothèses précédentes.

Démonstration. - Puisque E est plein, tout borné pour l’ordre est un borné de

F) C F) . Soit f e F) , alors f = f+ - f" dans

F) ; montrons que f~ e F). E étant muni d’un b-cône, il suffit

de montrer que, pour tout borné plein B de E ~ f~(B n K) est un borné de F.

f étant bornée, f(B n K) est contenu dans un intervalle y b) . Soit

x ~B n K , alors f~(x) = sup f(y) e b) , car, B étant plein, Y y , tel

que 0 yx y on a f(y) ~ (a y b) .

On retrouve ainsi le fait que toute forme linéaire bornée sur un e. b. c. solide

E est différence de deux formes linéaires bornées positives.

Propriétés bornologiques de l’espace F) .

THÉORÈME 40. - Soient E un e. b. c. plein ordonné par un b-cône et possédant

la propriété de décomposition, F un espace vectoriel complètement réticulé muni

de la bornologie de l’ordre. Alors l’espace F) y muni de l’équibornologie,
est un e. b. c. solide complet pour l’ordre et la bornologie.

Démonstration. - Diaprés le corollaire 37, l’espace F) est un espace

vectoriel réticulé complet pour l’ordre. F étant muni de la bomologie de l ’ordre,

est complet bornologiquement, donc F) , muni de l’équibornologie, est com-

plet bornologiquement. On va montrer dans ce qui suit que c’est un e. b. c. solide.

Soit H un borné de F) ; montrons que son enveloppe solide s (H) est

encore bornée. Pour cela, E possédant un b-cône, il suffit de voir que, pour

tout borné plein B de E ~ s(R)[B n K] est borné dans F . Par hypothèse, il

existe a > 0 dans F tel que T(B n K) C (- a , a) ~ ? d’où

JTJ(B n K) C (- 2a , 2a) ; en effet, si x e B n K ,

B étant plein, et 0~yx ~ 9 alors y, donc

D’où JTJ(x) e (- 2a , 2a) . Si JTJ avec T =H , on a, ~ n K ,



donc S(x) e (- 2a , 2a) , et, par suite, s(H)[B n K] C (- 2a , 2a) .

COROLLAIRE 41. -Si E est un e. bo c. solide, F un e. v. r. complet pour

l’ordre muni de sa bornologie de l ’ordre, alors F) est un e. b. c. réticu-

lé solide complet pour l’ordre et la bomologie.

On en déduit que dual bornologique d’un e. b. c. solide, est un e. b. c.

réticule solide, quand on le munit de l’équibornologie. Ce résultat se retrouve

aussi de la façon suivante : E* = dual topologique de l’e. 1. c. locale-

ment solide est un e. b. c. réticulé solide, quand on le munit de la bornolo-

gie équicontinue (théorème 19) ~ or celle-ci coïncide avec l’équibornologie de E

[6].

Dual bornologique et dual modéré. - On se propose, dans la suite, de trouver des

conditions suffisantes pour que toute application linéaire positive de E dans F

soit bornée. Ce qui nous permettra d’obtenir une condition suffisante pour que le

dual bornologique d’un e. b. c. ordonné coïncide avec le dual modéré.

THÉORÈME 42. - Soient E un e. b. c. complet ordonné par un K , b-

fermé, F un e. b. c. dénombrable et plein. Alors toute application linéaire po-
sitive de E dans F est bornée.

Démonstration. - Soit u : E -~ F une application linéaire positive. Si u

n’est pas bornée, comme K est un b-cône, il existe un borné B de E tel que

u(B n n , où (B ) est une base de bornologie de F formée d’en-

sembles disques pleins tels que B ~ B ,. D’où il existe une suite (a ) d’é-

léments de BnK tels que V n . Donc la suite x =2014e -2014 con-

verge bornologiquement vers 0 dans E , et u(xn)  Bn , V n . La suite

y 2014> 0 dans un espace de Banach E~, .
Soit une série convergente de scalaires positifs. Alors~ ? p , il existe

ynp 
e 
e B’ avec n puisque y 2014>0 dans E-y . La série de terme gé-

converge dans vers y , puisqu’elle vérifie le critère de

Cauchy.

Puisque le cône K est b-fermé, on a d’où

P



Ainsi,

Quand p --~co ~ la suite 20142014u(y) converge vers 0 dans un espace Fp ; B~
~D ~00

étant plein, la suite u(x ) ~ 0 dans Fg c’est-à-dire qu’il existe une sui-

te X de scalaires positifs convergeant vers 0 tels que u(x ) = À B , ? p .
~ p ~ 0

Donc il existe un indice n. assez grand tel que u(x ) e B ,d’où la contra-

diction.

COROLLAIRE 43 (Théorème fondamental). - Si E est un e. b. c. réticulé solide

complet, alors le dual modère et le dual bornologique coïncident : E == 
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