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Séminaire CHOQUET 11-01
(Initiation 3 1'Analyse)
9¢ ammée, 1969/70, n° 11, 18 p. 26 février 1970

CALCUL DIFFERENTIEL GENBRALISE

par Jean-Pierre BOURGUIGNON

Introduction

Dans ce paragraphe, nous rappellerons quelques propriétés du calcul différentiel
dans les espaces normés, pour dégager quelles sont celles‘qu'il est raisonnable de

conserver dans une extension & des familles plus générales d'espaces vectoriels.
Soient E1 ’ 10
plications linéaires continues de E1 dans E2 .

On proctéde en deux temps en posant les définitions suivantes ¢

E, , deux espaces normés, ﬁO(E E2) 1'espace vectoriel des ap-

- T El F—a»EQ est plate en 0, si

£(0) =0 ,
wn LE@L 4
yrO0 yl

- f El k-e-Ez est différentiable en a € E1 s S8'il existe une application
linéaire continue La : E1 k—a-EZ s telle que l'application de E1 dans E2 H
h = f(a+ h) - f(h) - La(h) soit plate en O .

On a, de plus, la notion suivante, si on a choisi une topologie sur fb(El ’ Ez):

- f E1 r——>'E2 est continfiment différentiable en a € El y si f est diffé-

rentiable dans un voisinage U de a , et si l'application D F—a»Lb de U dans

EO(E1 y E2) , associée & f , est continue en a .

Dans le cadre des espaces normés, on peut donner une notion supplémentaire, puis=—

que EO(E1 , E2) est un espace normé

- f E1 k—a»Ez est deux fois différentiable en a € E1 sy s5i f est différen—
de U dans

tiable dans un voisinage U de a , et si 1l'application : b h—e»Lb

by

EO(E1 , EZ) , associée & f , est différentiable en a .

Dans la catégorie ces espaces normés 81 s & tout couple d'espaces vectoriels

(El ’ E2) s nous associons un sous-espace de 1l'espace vectoriel des applications

continues de E1 dans E2 ’ CO(El ’ 1?

E2) , contenant ﬁO(E
Cl(El ’ E2) s espace vectoriel des applications continfiment différentiables, et une

EZ) , S0it

application D :
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c, (B

) E,) > C,(& , £(E ,E)) ,

l ?

f > (Df: E, P> QO(El y Ez)) telle que, sur EO(E

. E2) , on ait

1 ?

pf(x) : E, k> £(E , B) ,

y > fly-x) .

Pour généraliser ces notions, les deux remarques suivantes vont nous guider.

1° Si deux nommes sur E sont équivalentes, les notions correspondantes d'appli-
cation différentiable et de différentielle coincident : on peut penser déduire la
notion de différentielle de la topologie seule (on peut &tre tenté de définir la

théorie dans la catégorie des e. V. t.).

2° I1 faut dépasser le stade de la différentielle premidre pour avoir une théorie
intéressante (cas de variétés modelées sur de tels espaces)[6]. Or, si nous avons dé-
fini un calcul différentiel sur une catégorie & d'espaces vectoriels, une chose
essentielle, pour pouvoir aller au-deld de la différentielle premiére, est que,
E, €&, ﬁo(E

pour E E2) € &, et méme que 1l'application

1! l’

B(El , E2) x E(E2 y EB) [ E(El , EB) , pour E, , E,, E3€& ,

(f,8) F> gof ,
soit différentiable.

Or si B, et E, sont des e. V. t., € (B

o E2) n'est pas muni d'une topolo=

1 ?
gie séparée intéressante.

by

La derniére remarque conduit donc 3 sortir de la catégorie des e. v. t. pour une
catégorie plus grande (que l'on restreindra ensuite) ou les difficultés soulevées

pourront 8tre résolues.

L'exposé présente une généralisation de la notion de différentielle choisie pami
beaucoup d'autres. I1 est en cela particulier, mais j'ai préféré montrer comment on
pouvait mettre en oeuvre une technique, plutét que rendre compte de toutes les pis-
tes cue 1'on est en train d'explorer [1]. Il suit de prés 1'exposé de FROLICHER-
BUCHER [5].

La notion centrale est celle de structure de limites. La définition d'application

différentiable coincide, dans le cas des espaces normés, avec la définition de
FRECHET, & la différence de ce qui a lieu dans des théories antérieures
(M1le BASTIANT [27], E. BINZ).
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Une autre tendance qu'un groupe d'auditeurs m'a indiquée, et qui me paraft inté-

ressante, consiste & donner une place centrale aux structures bornologiques. Elle

sera probablement développée dans d'autres exposés : elle a 1l'avantage de déboucher
sur des théorémes de fonctions implicites qui font défaut & la théorie utilisant

uniquement des structures de limites [3].

I. Structure de limites [4].

1. BMltres.

S est un ensemble fixe, dans tout le § 1, P(S) désigne 1'ensemble des parties
de S .

Ce paragraphe est destiné & fixer les notations.

Nous noterons §(S) 1'ensemble des filtres sur S . Nous considérerons un filtre

$ sur S surtout comme une classe d'équivalence de bases de filtre.
Soit A une partie de S 3 1 désigne le filtre des sur—ensembles de A .
Rappelons que @

-Pour §, 5'eF(s), §>5 signifie $25' dans P(B(S)) ;
- Soit (gi)iel une famille de filtres ; la réunion de la famille (gi)iEI (fa=
mille de parties formée des intersections finies d'ensembles de Ei ), notée

U 3& , est un filtre si, et seulement si, sup &, existe, et alors
i€l ieT
U 8, =sup 3, 3
jer * qer *
- L'intersection de la famille (5,). au sens de P(P(S)) , notée N S, ,
i‘iel iEIl
est un filtre tel que
inf §, = N $i .

jer * iel
/
DEFINITION 1. - Soit I e B(3(S)) . I est dit un idéal de filtres si :

(IF1) I est stable par intersection finie ;
(IF2) Tout filtre, plus fin qu'un filtre de I , est dans I .

Nous noterons Sp(S) 1'ensemble des idéaux de filtres sur S .

Dans toute la suite, un idéal désignera un idéal de filtres.
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Exemple. ~ L'ensemble des filtres plus fins qu'un filtre donné est un idéal. Un
tel idéal est dit principal.

PROPOSITION 1. = Pour qu'un idéal soit principal, il faut et il suffit qu'il soit

stable par intersection quelcongue.

Nous noterons Spp(S) 1'ensemble des idéaux principaux sur S .

L'ensemble des idéaux de filtres est ordonné par 1'inclusion de P(F(S)) ; nous

noterons, pour I , I' e Sp(3) ,

(I<1I') <= (1c<c1) .

2e Esgaces de limites.
A, Définitions.

4
DEFINITION 2, = Soit S un ensemble. Une application A : S k=> Sp(S) s telle
que

vxeX, xe Az ,

est dite une structure de limites sur S . Nous dirons que (S ’ L) est un espace

de limites.

Les filtres, appartenant & 1'idéal A(x) s sont dits convergeant vers x .

V4
DEFINITION 3. - Soient A et p deux structures de limites sur S , Nous dirons

que A est plus fine que u , et nous noterons A,y 8l

¥xe S, AMx) <u(x) .

B. Lien avec les topologies. = Soit & wune topologie sur S . Il est canonique-

ment associé & & une structure de limites A(Z) . Posons en effet, pour x €8S,
ME)(x) = (5 | 5 %v))
oﬁ: ¥(x) désigne le filtre des voisinages de x .
Remarquons que, ¥ xe€ S, A(Z)(x) € Spp(8S) .

On voit déja, par cette remarque, que les topologies sont des cas particuliers

des structures de limites.

Nous noterons £(S) 1'ensemble des structures de limites sur § , Ql(S) 1'en—
semble des structures de limites sur S 2 valeurs dans Spp(S) ’ EO(S) 1'ensem~

ble des structures de limites provenant d'une topologie (et nécessairement d'une
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seule). I1 est clair que
s:o(s) cszl(s) cg(s) .

222 I1 est clair aussi que l'ordre sur les topologies induit 1'ordre sur les struc-

tures de limites (avec un symbole opposé de celui utilisé pour les topologies).

Nous identifierons dorénavant QO(S) & 1l'ensemble des structures topologiques

sur S .

Nous allons construire, pour toute structure de limites A , la topologie la plus

fine des topologies moins fines que N\ .

Pour cela, posons quelques définitions.

DéFINITION 4 = Soit (s s A) un espace de limites. A €S est dit ouvert, si

vxeda, ¥V 5ex), Les .,

Remarque. — Si )\ est une topologie, la notion d'ouvert coincide évidemment avec

la notion classique.

Soit D 1'ensemble de tous les ouverts de (S R X) .

PROPOSITION 2. - D satisfait aux axiomes des ouverts d'un espace topologique.

Stabilité par réunion guelconque. — Soient (1 une partie de D, w la réu-

nion des A de (O . Montrons que we D .

Soit xe€ w. Il existe AeQ tel que x€ A . Comme A est ouvert, pour tout
5 de Mx), AeS.

w étant un sur-ensemble de A , et & étant un filtre, we §. w est donc

ouvert.

En particulier, fe § .

Stabilité par intersection finie., - Soit (Ai)iEI une famille d'ouverts. Nous

btuvons supposer que [ Ai # ¢ s Sinon nous avons fini.

i€l
St xe n A; , alors, pour tout i de I , pour tout § de A(x) , A €5,
iel
Cotme & est un filtre,
n & e Mx) .
iel

Par suite, N A, € D . Notamment, Ee D .
{el
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Nous noterons Top(\) 1la topologie définie par 1a famille d'ouverts D .

T1 est clair que, pour toute structure de limites A , Top N>, 1'8galité si-

gnifiant que X\ est une topologie.

En effet, pour x €S et S e A(x) , par définition d'un ouvert A contenant
x , il appartient & tous les filtres de Mz) . Donc §>¥(x) , si ¥(x) désigne

le filtre des voisinages de x dans Top(x) .

PROPOSITION 3. - Top()) est 1a topologie la plus fine des topologies moins fi-

nes que A\ .
Nous savons déja que Top(\) >\ . I1 suffit de montrer que, si T est une topo-
logie moins fine que X , alors Top(\) < 7 .

Pour cela, soit A un ouvert de T 3\ . Supposons que A n'est pas un ouvert
de Top(A) . Donc

ixeld, 15ei(x), AES .
Comme T > A,
¥y xeS, 7(x) E;X(x) .
Cela implique
ixeAd, 31%5e7(x), AES .

I1 y a contradiction. A n'est pas ouvert dans T .

Nous avons défini une application Top de £(8) dans QO(S) , qui respecte les
ordres respectifs de £(8) et de QO(S) .

Remarquons cependant que QI(S) est plus grand que QO(S) , car "une structure

topologique varie peu au voisinage d'un point'.

De fagon précise, sur un ensemble fini S, ﬁl(s) = £(8) (car 1'intersection
finle et 1'intersection quelconque des familles de parties sont des notions identi-
ques). Si nous mettons, sur un ensemble & trois éléments, {a, b, c}, la struc-

ture de limites suivante ¢

A(a) = I(fa, b)) ,
AMb) = I(fb , c})
Ae) = I(fa ; C}) ’

les seuls ouverts sont § et fa, b, ¢} . Par suite, A n'est pas une topologie.

1]

C. Applications continues. = Soient S1 et 32 deux ensembles, f une applica-
tion de S1 dens 8. . f admet clairement une extension T 2 3(81) qui appli-
que S(Sl) dans 3(82) .
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Nous allons établir un lemme technique qui, par un corollaire, servira constam—

ment dans la deuxidme partie.

LEMME 1. - Soit § e §(3) .

d: S > Sx8 ,

x > (x, x) .
Alors d(%) >%x 5.
Soit A€ & x &, Donc Bxle‘fy, szei‘i, xlxxe':A.
Posons X =X, nX, . Alors X x X A . Comme a(x) cx xXx, a(x) ca . par
suite,

Aed(s) .

I1 s'agit bien d'une inégalité, comme le montre le contre-exemple élémentaire
suivant
Soit & 1le filtre de Fréchet sur XN .

d(8) = {Sur-ensembles des complémentaires des parties finies
de la diagonale de XN x N} ,

& x § = {Sur-ensembles des complémentaires d'une réunion finie

de "carrés" de N x N} .

I1 est clair que d(%) > 5 x § .

COROLLAIRE 1., - Soient

by 2 Sk->T, i=1,2 ,
g: T. xT, p=> R .

Notons f 1la composée de S dans R . Alors

5 e §() , £(5) > e(n (%) , ny(9)) .

D'aprés la propriété universelle du produit,

SI-——-—-)SxS

\ T(hl’h ) a(5) >35 x 5, d'aprés le lemme |,

(b, , hy) » d(8) 3n (5) x ny(s) ,
Tg £(5) > eg(n,(3) , ny(5) .
Vv
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DEFINITION 5. = Soient (s1 R xl) et (82 , xz) deux espaces de limites, f

une application de S1 dans 82 .

f est continue en x € S1 s 91 l'image d'un filtre convergeant en x , par £ ’

est un filtre convergeant en f(x) .

f est continue, si_elle est continue, pour tout =x de Sl .

PROPOSITION 4. = Soient (S, A) , (T, pn) , (R, v) trois espaces de limites,

f une application continue de (S, A\) dams (T , n) , & une application conti-

nue de (T, n) dans (R, v) « Alors g o f est continue.

La proposition est évidente.

D. Produit de structures de limites. = Soient (S:\. ’ )‘i)ieI des espaces de li=-

mites, et (fi)iEI des applications d'un ensemble T dans S, .

I1 existe sur T une structure de limites qui est initiale relativement & cette

famille d'applications. Soit x €T ,

(5eNMx) <> (iel, fi(s) € hi(fi(x))) .

DEFINITION 6. - Soient (si , 11)161
M Si une structure de limites, dite structure produit, la moins fine telle que
iel
les projections sont continues.

des espaces de limites. Il existe sur

On définit, sur J] Si , la structure de limites initiale relativement aux pro-
iel
Jjections.

3. Espaces vectoriels limités.

A, Définition. = R est toujours muni de sa to;ﬁologie canonique, Soit E un es-

pace vectoriel sur R .

DEFINITION 7. - Nous dirons qu'une structure de limites A sur E , espace vec~

toriel sur R , est compatible sur E , si les applications :

ExE p-> E ,
(x,7) > x+37 ,
RxB j=s B ,
(a,x) P> ax ,

sont continues. (E , ) est dit un espace vectoriel limité (e. v. 1.).
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Notation ¢ ¥V désignera le filtre des voisinages de O dans R muni de sa to-

pologie canonique.

B. R8le des translations. — Nous nous plagons dorénavant dans un e. ve 1. E .,

COROLLAIRE 2., - Les translations sont des homéomorphismes.

Par suite, nous nous ram®nerons systématiquement en O : nous noterons SiE ,

pour indiquer % € A(0) ; ceci nous permettra de sous-entendre )\ dans la suite.

C. Lien avec les espaces vectoriels topologiques.

PROPOSITION 5. — Dans un e. ve 1. (B, \) , si A eﬁl(E) ,alors Y= N 5
— - %en(0)
est le filtre des voisinages d'une topologie sur E .

Donc, si E est un e. v. 1., Ql(E) = QO(E) .

D'aprés le corollaire, ¥(x) = N § converge vers x . Par suite, pour que
5 mmwyenx,ilﬂ%etﬂ%ﬁgtweSzﬂ&).

Soit U e V(x)i. Par suite, il existe V e ¥(0) , tel que U=x+ V.

L'addition étent continue, ¥(0) + ¥(0) > ¥(0) . Donc il existe

V' e v(0) , avec V' + V' cV ,
D'ou, si nous posons U' =x + V!,
Ut e ¥(x) .
Pour tout y € U' ,

v+ el + VM =x+V'+VICcx+V=U ,

Nous avons donc montré que, pour chaque U € ¥(x) , il existe U! € ¥(x) , tel que

(yeu) => (Ue¥y) .

Cela implique que les ¥(x) sont les filtres des voisinages de x , pour tout x

de E , pour une topologie.

Dans toute la suite, nous nous plagons dans la catégorie des e. V. 1. Une lettre

majuscule E , avec ou sans indice, désignera un e. v. 1l.
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II. Différentielle premidre.

1. Définition de la différentieclle.
A. Restes. = L f : B, > E, , nous associons @f : R x El L 2 E2 par

%:r(kx), si NA0 ,
M(X,X):

, :
DEFINITION 8, = Soit r ¢ El | E2 . On dit que r est un reste, si

- r(0) =0 ;
- Pour tout filtre S e S‘(El) , tel que .3IE, , ex(y , %) IB, .

Nous noterons (R(El ’ E2) 1l'ensemble des restes de El dans E2 N

PROPOSITION 6. = R(El R E2) est un espace vectoriel.

La proposition résulte immédiatement des lemmes suivants.

LEMME 2.
re (R(El , E2)
=> (2 ore(R(El,EB)) .
L e sao(E2 , EB)
LEMME 3. ,
T, € R(El y E2)

L e Sio(El , Ez) = (1-23 o (£ + r12) € R(El , E3)) .
r,, € (R(Ez , EB)
Ces deux lemmes sont évidents.

B, Différentielle.

DéFINITION 9., = Soient f : El f-pEz s B8E€E El . f est différentiable en

a ,

a'il existe 4 € Eo(El R Ez) , telle que h |=> f(a +h) - £(a) - £(h) soit un

reste.

£ st une différentielle de f en a.
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Pour le moment, nous n'avons fait aucune hypothése sur E1 ’ E2 .

Exemgles H

-~ Une application constante est différentiable en tout point ;

~ Une application linéaire continue est différentiable en tout point.

Mais nous n'avons pas, a priori, unicité de la différentielle ; pour cela, il

nous faut une notion supplémentaire.

C. Cas de la séparation.

[ 4
DEFINITION 10. = Soit (E, \) une. v. 1. E est séparé si, Y x, yeE,

Mx) an(y) =8 .

Remarque. - Si E est topologique, la séparation au sens espace de limites, est

L

tlairement équivalente & celle au sens espace topologique.

PROPOSITION 7. = Soient E1 ’ E2 deux e. v. 1. Si E2 est séparé, le seul reste

linéaire de E1 dans E2 est le reste nul.

Soit x € B, @ Y.x!E, (continuité de la multiplication scalaire).

1

Soit r e oz(E1 , Ez) n EO(E E2) . r étant lindaire,

1 ?
er(A , x) = r(x) , A

¥ y T xX€ E1 .
@I’(X ’ }.i) = 1‘(].!) =

) .

€R
r(x

il
o

Par suite, r(x)lE2 - Donc, si B, est séparé, r(x)

COROLLAIRE 3. ~ Soient a € B, , B séparé, f : B k->E, différentiable en

a . f aune seule différentielle en a , que nous noterons D7(a) .

Il y a aussi unicité du reste.

Dans toute la suite, tous les e. v. 1. considérés seront séparés.

D. Composition.

PROPOSITION 8, = Soient f 3 E1 k—e»Ez y & E2 k—,»EB y ac€ Ei e Si f est
différentiable en a , g différentiable en f(a) , 8lors g o £ est différentia-

ble en a, et
D(g o f)(a) = Dg(£(a)) » Df(a) .
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2. Lien avec les apglications continues.

Jusqu'd maintenant, nous n'avons entre El et E2 qu'une notion d'application
continue : celle déduite de leur structure de limites. Nous allons en introduire
d'autres, car cette seule notion ne suffit pas pour établir des propriétés intéres-

santes.

Pour cela, commengons par de nouvelles notions sur les filtres.

DEFINITION 11. — Soient B un e. v. l., ot 5 e §(B) . § est quasi-borné, si
V.58 .

Remarque. - Ce sont justement ces filtres qui sont intervenus dans la définition

d'un reste.

PROPOSITION 9. -~ Dans un espace normé, pour qu'un filtre soit quasi-borné, il

faut et il suffit qu'il contienne un ensemble borné.

DEFINITION 12. — Soient B un e. v. le, ot S € $(E) « 5 est égalisé, si
v.ﬁ = 3 Iy

3%
Nous allons mettre une nouvelle structure de limites A\ sur B : nous noterons
%*
E , E muni de cette structure.

Posons
2¥(0) = {5 | 3 SIE, © égalisé : T3 8} .

* #*
On vérifie que E est une. v. 1. E sera dit 1'égalisé de E . Il est clair

%
que A KA.

#*
On dira qu'un espace de limites est égalisé, si B =E .,

Remarque. = Si E est un e. v. t., E est égalisé, car le filtre des voisinages
de O est un filtre égalisé.

PROPOSITION 10. = Soient f @ E1 F—a»Ez y et ae€ El . 8i £ est différentiable

*
sn a, alors f : E1~F—9»Ez est continue en a .

Far hypothése, il existe une application linéaire continue Dr(a) de E1 dans
B, s telle que
h p=» r(h) = £f(a + h) = £(h) - Df(a)(h)

soit un reste.
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# * .
Si nous prouvons que I El | E2 est continue en O , la proposition sera dé-
montrés.

*

LEMME 4, = Soit r € (R(F..‘l , E2) « I ¢ E:: }-->Ea est continue en O .

Soit mEf . Donc il existe © égalisé, OB, , tel que $38. VAeR,
Vxe El ’
r(A , x) = aer(r, x) .
Par suite,

r(5) > r(g) = r(V.9) > V.orlY , 8)

par le lemme fondamental.
Le filtre % = V.0r(V , §) est égalisé, et converge dans E2 « Par suite,
#*
I'(g) lE2 .

Remarque. = Pour des espaces vectoriels égalisés comme les e. V. t., le théoréme

s!énonce comme suit.

’ \
THEOREME 1.

f: E k=B, (E1 » B, égalisés) .

(f Qifférentiable en &) ==> (f contimue en a) .

3. Cas classiques.

A. BEspaces només.

PROPOSITION 11. - Si El et B2 sont normés, la notion de différentiabilité que

nous venons de définir, coincide avec la notion au sens de Fréchet.

Soit r @ El ’-——>E2 . Posons, pour x € El ’

-:-L le(x)l] , si x#0 ,
o(x) =4 =l
0, 81 x=0 .

I1 suffit de montrer que r est un reste de E1 dans E2 si, et seulement si,

q(x) est contimue en O .

Supposons que ¢q soit continue en O . Soit F e {S-'(El) tel que J[_.%lEl .
q(_Y_cf‘.t) L-B_ . Donc q(y_os) >,1'Y_ .



li=-14
Comme, V A €R, VXEEl’
ler(x , D)} = || a(rx) ,
par le lemme fondamental,

hor(v , 9)! 39 (.9 = a(7.9)8! B TS
~ v . —— o v~ v i . LA

Comme VEE, , et que x > llxll est continue, ||[VY|IR , et, par suite,
ler(¥ , %)||\R , ce qui est suffisant pour que Or(V , %)IE, . Donc r € RE, , E,) .
| _ 2 1?72

Supposons maintenant que r € R(E E2) . Soit 8B, . Montrons que (%) 1R .

l ’

Posons, pour x € E1 ,

0, Si X=O .

Comme Y x € B lls(x)ll €1, s(8) contient un ensemble borné, donc est un

1 ?
filtre quasi-borné, d'aprés la proposition 2.

Comme ||| >¥ et que, ¥ xeB , alx)=ler(lx], s(x))|,

o(®) > |lex(jisll , s(8))] > llec(@ , ())& .

PROPOSITION 12.

(a) 8i f: RI>E est différentiable au point o € R , alors le quotient
fla + h) - f(a)

= a une limite, notée f£'(o) , lorsque h tend vers O . De plus,
£'(a) = Df(a)(1)
(b) Si E est égalisé, la réciproque est vraie.

(a) 8i f est différentiable en o € R ,
h = r(h) = f(¢ + h) = £f(o) = Df(e)(n)
est un reste de R dans E .
Notons a = Df(e)(1) . Posons, pour he R,

flo + h) - £(o)

5 , si h#0 ,

a(n) =

Par suite,

o + n;\) - £(a) _ 4.

®r(7\1x)= a

er(h, 1) = q(A) - a .
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Comme V.1, ©r(¥, 1)IE . Par suite, q(¥) - alB , clest-a-dire

~

lim q(h) = a .
h=0

(b) Supposons que q(_Y_) - alB . Posons z(h) = h.a , pour heR, £ € ﬁo(_@ s E) o

r(h) = flo + h) - fla) - 2(n) .

I1 suffit de prouver que re R(R, E) .

er(x , h) = h(q(An) - a) .

Soit $e F(R) . 8i V.51R, Y.5 >V . D'aprds le lemme fondemental,

er(Y , %) > 5(q(¥s - a)) >8(q(¥) - a) .

Si B est égalisé, il existe OSIE égalisé, tel que
o¥) ~a3V.8=9 .

Par suite, @r(V, %) >V.5.9 > VSIE .

4, Le théoréme fondamental.

Avant d'énoncer le théoréme fondamental, il nous faut associer a tout e. v. 1. E
un e. v. t. 1. c. EO de la fagon suivante : nous savons associer & tout e. v. 1.
(E, \) un espace topologique (E , Top \) . Pami les topologies compatibles moins
fines que A\ , il y en a qui sont localement convexes. EO sera la plus fine des

topologies localement convexes compatibles moins fines que Top A .
Nous allons construire EO explicitement.

Soit V¥, 1le filtre des voisinages de O de Top()\) .

A
Nous noterons YO le filtre engendré par les ensembles convexes de ‘o’)\ , et ho

la structure de limites qui s'en déduit.

Soient T wune topologie compatible localement convexe, telle que T > A , et G

le filtre des voisinages de O de T .

Soit A € G : il existe un ouvert convexe de T , soit C tel que C < A . Comme
AL T, C est un ouvert convexe de Top()\) « Donc A € Yo G < YO et, par sui~-
N 9 ~ ?

te, )\O est plus fine que T
I1 suffit de vérifier que A0 est compatible.

Nous noterons o » B muni de la structure de limites )\0 .
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Nous admettrons le théortme fondemental suivant, qui se démontre de fagon analo-

gue au théoréme des accroissements finis.

THEOREME 2. - Soient (o y BJSR, et E une.v. 1. Soient

f (G’yB)l’"‘)Ey
w: (@,B8) — R

= 2

B convexe fermmé de EO .

Supposons que s

1© £ et o sont différentiables 3
.0 2 ’

2° E° est sépare ;

% vtela,Bs), £'(t) e o(t).B;

4° © est croissante.

Alors £(g) - £la) € (o) - o(a))B .

I1 est clair que, si E est normé, et si nous prenons pour B la boule unité de
E , nous retrouvons le théortme des accroissements finis. En fait, il prouve plus @
si la dérivée de f est grande, la distance parcourue l'est aussi', en prenant B

ne contenant pas O .

5. Structures de limites sur certains espaces fonctionnels.

A. Applications quasi-bornées. - Soit (B(E1 , Ez) les applications de El dans

E2 , qui envoient les filtres quasi-bornés dans les filtres quasi=bornés : elles

seront dites quasi-bornées. (B(El ’ E2) est un espace vectoriel.

Nous allons mettre, sur (B(E1 ’ E2) , une structure de limites. Soient
P e F(6(E E2)) , et Se S(El) .

E)) <= ((L5E) => (F(E)) .

1 ’

(ria(s, ,

Autrement dit, un filtre F converge dans (B(El ’ E2) si, et seulement si, 1'i-
mage d'un filtre quasi-borné par F est un filtre convergent.

I1 faut vérifier que la structure de limites est compatible.

PROPOSITION 13. - Si E1 est un espace normé, et E2 est un espace topologique,

la structure de limites de &KEl , E2) est la topologie de la convergence uniforme

sur les ensembles bornés.
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i
Notons @ (E1 ’ Ez) 1'espace vectoriel (B(E1 ’ E2) muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les ensembles bornés.

%*
(Fi® (E1 ) By)) <= (¢ B borné de E, , F(B)lEz) .

Soit § un filtre quasi~borné de E
BeS et 5>8.

1 Comme E1 est normé, il existe B borné,

F(5) > F(B) > F(B) B, .
Donc F($)1E2 .
Réciproquement, soit B une partie bornée de E1 .

(Me(E E2)) o> (1 5¢ s(El) quasi=-borné, F(S)lEz) .

1 ?
Par exemple, F(ﬁ)lEz o Comme E, est topologique, F(é) > V¥ . Par suite, soit

UevY, UeP®B).

2

ifeFP, ceB tels que f(c) =U . Par suite,

f(B) cU et U e F(B) .

PROPOSITION 14, = Si E1 et E2 sont des espaces normés, alors la structure de

limites induite par ®B(E EZ) sur EO(E E2) est la topologie de la norme.

1! 1’

On utilise la proposition précédente, en remarquant que la norme sur EO(E1 , E2)

induit la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés.

B. Continuité de la composition.

PROPOSITION 15. - L'application ¢ de (13(E1 , E2) x szo(E2 , EB) dans as(E1 , E3) ,
qui & (f, #) associe £ o f , est continue.

Soient Fgws(El ’ E2) et LliBO(EZ y EB) . ¢ est bilinéaire. Pour f, ge (B(El , EZ)

et z,keE(Ez,EB),
Lof-kog=(L=k)o(f-g)+ko(f-g)+(4-k)og ,
e(F,L)~clg, k) (L ~k) e (Fog)+ko(Fug)+(L=-k)og .

Soit & ur filtre quasi-borné dans E1 o D'aprés le lemme fondamental,

(e(F, 1) mclzg, ¥))(8) (L =-%k) o (Feg)(B) +k o (F=g)(B) + (L~-k) og(¥ .

Les trois termes du second membre convergent dans E3 o Par suite,

c(F , L)c(gl,k)B(El , EB) .
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Remarque finale. - Pour FRUHLICHER-BUCHER, la bomme classe d'espaces vectoriels

est celle des espaces admissibles pour lesquels @

EO est séparé ;

-5 SIE, alors 5={M| M=% avec Ae 5}, GIE;
- Si &\E, alors SOLE .

Ces espaces contiennent les e. v. t. 1l. C. s.

Leur intér8t est d'8tre stables par les constructions du calcul différentiel :

as(E1 , E2)
(E1 » B, admissibles) ==> admissibles § .
%o(By » Bp)

Clest dans le cadre des espaces admissibles que la dérivation d'ordre supérieur

peut se définir avec toutes les propriétés voulues.

[1]

[2]
[3]
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