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4-01

INVITATION À LA THÉORIE DES ALGÈBRES STELLAIRES

par Alain GOULLET de RUGI

Séminaire CHOQPET
(Initiation à l’analyse)
9e année, 1969/70, n° 4-5, 21 p. 20 novembre

et 4 décembre 1969

0. Introduction.

Le texte qui suit représente deux exposés du séminaire. Avec un troisième exposé,
de ROGALSKI, ils constituent un tout, dont le but essentiel est l’ analyse de l’ar-
ticle de ALFSEN et ANDERSEN C 1 ~.

La théorie des algèbres stellaires étant au départ mal connue des auditeurs, nous
avons consacré une grande partie de notre temps à exposer les résultats fondamen-
taux de la théorie nécessaires pour aborder cet article. Dans la rédaction qui suit,
pas plus qu’au cours des exposés, nous n’avons cherché à donner de démonstrations,
soit qu’elles se trouvent dans les excellents ouvrages de M. DIEUDONNÉ et DIXMIER
(~5 ~~ [6]), soit qu’elles nécessitent des outils trop raffinés. Dans tous les cas,
nous avons donné toutes les références nécessaires pour retourner aux sources. Par

contre, nous avons proposé beaucoup d’exemples parlants ; en particulier, nous
avons insisté sur les algèbres de matrices carrées (n, n) . En effet, il est il-
lusoire d’espérer approfondir la théorie des algèbres stellaires et des algèbres
d’opérateurs sans bien connattre "l’algèbre linéaire" (cf. par exemple [9]).

Dans leur travail, ALFSEN et ANDERSEN ont étudié le convexe compact E(A) des

états d’une algèbre stellaire unifère. Ils ont montré que sur E(A) une face fer-

mée est complémentable si, et seulement si, elle est invariante. Ils ont remarqué
que la trace sur l’ensemble des états purs P(A) de A , de la famille de ces fa-
ces, constituait l’ensemble des fermés d’une topologie fort intéressante sur P(A) ,
que, par référence à eux, nous proposons d’appeler topologie 2A-faciale.

Pour simplifier et généraliser quelques-uns de leurs résultats, nous avons intro-
duit les notions plus faibles de face parallélisable et de topologie faciale sur un
convexe compact quelconque X . Ces notions ont été reprises et approfondies par
ROGALSKI dans son exposé, de sorte que, pour lire notre travail, il faut lire sa
rédaction (~13~~ ~ ou au moins le résumé qu’il en a fait (~ 12 ~.

Dans ce qui suit, nous montrons que, pour X = E(A) , les notions de face fermée
complémentable et de face fermée parallélisable coïncident, de sorte que, dans ce
cas, la topologie faciale est la plus fine de toutes les topologies faciales qu’on
peut considérer sur P(A) = ~(E(A}~ , ce qui est une situation remarquable. Ensuite,
nous montrons que les fonctions continues pour cette plus fine topologie s’identi-



fient aux éléments du centre de A. Enfin, nous caractérisons les algèbres stellai-
res A pour lesquelles cette topologie est irréductible.

La démonstration de ces résultats, nécessitant des outils assez élaborés (cf.
[3]), n’a pas été donnée au cours des exposés. De môme, pour ne pas alourdir la ré-
daction, nous l’avons rejetée à la fin du papier, dans un appendice.

Nous tenons à remercier vivement MM. F. COMBES et F. PERDRIZET des agréables et
fluctueux échanges que nous avons eu ensemble. t

1. Définitions.

1.1. - Soit A une algèbre sur C . On dit que A est une algèbre normée, si on

se donne, sur A , une norme JI ~~ vérifiant la condition

On dit que A est une algèbre de Banach, si c’est une algèbre normée complète.
On appelle involution sur A , une application x ~ x* de A dans à , telle

que :

On dit que A est une algèbre normée involutive, si A est une algèbre normée
munie d’une involution vérifiant l’égalité

Enfin, on appelle algèbre stellaire (ou toute algèbre de Banach invo-
lutive A, vérifiant la relation

1.2. - Dans une algèbre involutive A y un élément x ~ A est dit hermitien, si
x = x . L’ensemble des hermitiens de A est un espace vectoriel réel, noté A. ~
qui engendre A ([6], 1.1.4). Si A aune unité, un élément u de A est dit

unitaire, si uu* = u* u = 1 . Ces éléments forment un groupe pour la multiplication,
appelé groupe unitaire. A chaque unitaire u de A correspond l’automorphisme de
A : x t2014~ u* xa . Le groupe de ces automorphismes joue un r6le très important
dans la théorie des algèbres stellaires.



1.3. Exem les.

1.3.1. - Soit X un espace compact, et soit A ~ munie de la nor-

me sup et de l’involution f ~.-~ f , est une algèbre stellaire. Dans ce cas,

A. = Un élément f de A est unitaire si, et seulement si, 1 = 1 ,
V x EX. Les unitaires sont donc exactement les points extrémaux de la boule unité

de A ([10]).

1.3.2. - Soit A = algèbre des matrices de rang n sur ,C ~ l’algèbre
des opérateurs sur un espace hilbertien de dimension n . Munie de la norme

d’algèbre d’opérateurs et de l’involution M ~2014~~î ~ A est une algèbre stellaire.

Les éléments hemitiens (resp. unitaires) de A sont les matrices dont les valeurs

propres sont réelles (resp. de module 1 ). En particulier, une matrice est à la
fois hennitienne et unitaire si, et seulement si, elle est la différence de deux

projecteurs orthogonaux de somme 36, n° 8).

2. Algèbres stellaires commutatives.

2.1. Idéaux. - Soit A une algèbre de Banach unitaire. Alors :

~i) Tout idéal à gauche maximal est fermé ;
(ii) Si A est commutative, tout idéal maximal est un hyperplan fermé.

2.2. Caractères. - On appelle caractère d’une algèbre A r tout morphisme de A

dans Ç . Dans l’exemple 1. 3. i ~ les caractères sont les mesures ponctuelles de mas-
se 1 ~~5~~ 15.3.7), et Sp(A) s’identifie à l’espace compact X . Dans l’exemple
1.3.2, il n’y a aucun caractère non nul dès que n > 1 (s’inspirer de [5], 15.7,
problème). Leur introduction est justifiée par le résultat suivant.

THEOREME ([5], 15.3.1). - Soit A une algèbre de Banach involutive unitaire.

Alors :

(a) Tout caractère est continu de norme 1 ;

(b) est une bijection de l’ensemble des caractères de A sur l’en-

semble des idéaux maximaux de A.

On appelle spectre de A , et on note Sp(A) , l’ensemble des caractères de A

muni de la topologie faible induite par A) . C’est donc un compact faible
de la boule unité de A’ . Le spectre de A est lié au spectre usuel d’un élément
a E A , par la relation

v-aLabl e dans le cas commutatif seulement.



2.3. GEL’FAND. - Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire. A a e A ,
on associe ~(a) : x ~ x(a) : Sp(A) -~ Ç . Il est assez facile de voir que :

PROPOSITION 2.3.1 ([5], 15.3.4). - a ~ (a) est un homomorphisme (d’algèbres)
continu de A 

Ce qui nous intéresse est évidemment de savoir quand 9 est une isométrie. Sup-

posons donc que A soit de plus une algèbre stellaire. On montre que tout caractè-
re est hermitien (~6 ~, 1. 4~ 1 ) . En conséquence, ~ (.~) est une sous-algèbre involu-
tive séparant les points de Sp(A) , donc partout dense. De plus
(~4~? 15.4.~,4.1), !t§(a)j) == V a e A . D’où le résultat suivant.

- THEOREME 2. 3.2 15. 4.14) . - Si A est une algèbre stellai-
re ayant un élément unité, a ~ ~ ( a) est un isomorphisme d’algèbres stellaires,

isométrique de A 

CONTRE-EXEMPLE 2. 3. 3. - Reprenons l’exemple 1. 3. 2, et prenons pour A l’algèbre
commutative à unité engendrée par une matrice nilpotente M (par exemple pour
n = 2 M = 0 1 . Tout caractère est n sur A Donc n’est pas injectif.
L’énoncé 2.3.2 ne s’applique pas, car A n’est pas involutive.

CONTRE-EXEMPLE 2. 3.4. - Soit A l’algèbre des fonctions complexes continues sur
le disque unité D, holomorphes à l’intérieur. Sp(A) = D , ~ est isométrique,
mais non surjectif. Là encore, 2. 3. 2 tombe en défaut, car A n’est pas involutive

([5], 15.3.8). :

3. Algèbres stellaires non commutatives.

Lorsque A n’est plus commutative, on abandonne l’ espoir de représenter A com-

me une algèbre de fonctions. L’exemple le plus naturel d’algèbre stellaire non com-
mutative étant f(H) , algèbre des opérateurs sur un espace de Hilbert, où l’on 

’

prend pour multiplication la composition des applications, on va chercher à repré-
senter une algèbre stellaire A comme sous-algèbre stellaire d’un f(R) . Aupara-
vant, nous introduisons une notion d’ordre.

3.1. Eléments positifs d’une algèbre stellaire A . - On dit que est po-
sitif, et on note a >, 0 , si a = x* x pour un x e A . On note A+ l’ensemble

des éléments positifs de A.

On démontre, de manière d’ailleurs assez délicate ((6~, 1.6.1), la proposition
suivante.



PROPOSITION 3.1. ~,. ~ At est un c8ne convexe fermé saillant de A.

EXEMPLES 3.1. 2. ~ Si A est commutative, a e A+ si, et seulement si, ~( a~ >, 0 .
On en déduit, dans le cas non commutatif, que tout a E ,~ s’écrit comme différen-

ce de deux éléments positifs ((6~, 1.5.7).

Prenons l’exemple 1. 3. 2. En diagonalisant, il est facile de voir que M E A+ si 3

et seulement si, M a ses valeurs propres positives.

REMARQUES 3.1.3.

(a) La nonne est croissante sur A . En conséquence, lorsque A est unitaire,
1 est une unité d’ordre de l’espace de Banach A. ( (6 ~~ 1.6.9).

(b) Les homomorphismes x ~ a* xa , où a est fixé dans A ~ conservent

l’ordre ( ( 6 ~, 1.6.8).

3.2. Formes positives. - Dans tout ce numéro, A désigne une algèbre stellaire à

unité.

On dit qu’une forme linéaire f, définie sur A , est positive, si f(a) > 0 ,
~ a E A . Toute forme positive est continue ([6], 2.1.4). L’ensemble A’ de ces

tomes constitue un c8ne convexe faiblement complet. On appelle état de A , toute

forme positive de nonne 1 ; on note E(A) l’ensemble des états de A . C’est une

base compacte de A’ . Enfin, on note P(A) les états purs de A t c’est-à-dire

les points extrémaux de E(A) .

Le résultat suivant, très simple ( (5 ~, 15.6.2 ; [6], 2.1.5) , est crucial, car il
va permettre d’établir le lien entre fonnes positives et représentations.

PROPOSITION 3.2.1. - Si à f E A+ on associe l’application

cette application est une f orme hermitienne positive sur ,A .

3.3. Représentations. - Soit A une algèbre involutive. On appelle représentation
de A dans un espace de Hilbert H, tout morphisme involutif de A dans l’algè-
bre involutive des opérateurs continus de H dans lui-même (pour l’involu..
tion dans E(H) , voir [5~, 11.5).

Si ~rl est une représentation de A dans H. , 1 ~ i ~ n , on peut construire
n n

une nouvelle représentation 11 de A dans £ H. , en posant lP 
i=1 . i=l 

i

Etant donnée une représentation n de A dans H, on en déduit donc une infinité
de représentations de A dans faut donc classer



les représentations.

Si H et Hf sont deux hilberts, et n et r~’ des représentations de A dans

H et on dit que n et 03C0’ sont équivalents, et on note n ru 03C0’ , s’il exis-

te un isomorphiane d’espaces de Hilbert T : H -~ Ht ! tel que

On dit qu’une représentation n de A dans un hilbertien H est topologiquement

irréductible, si les seuls sous-espaces fermés de H , stables par sont

(0) et A.

Enfin, étant donnée une représentation rr de A dans H, un vecteur Ç de H

est dit totalisateur pour n , si l’ensemble ~(a)~ , a ~ A~ est total dans H .

. 

THEOREME 3.3.1 ([6], 2.4.4). - Soit A une algèbre stellaire à unité. A chaque

tonne linéaire positive f sur A , il correspond une unique représentation TTp
de A dans un hilbert définie à une équivalence près, et un vecteur 03BEf de

tels que:

(a) ~ soit totalisateur pour n~ ;
(b) f(x) = V x ~ A .

COROLLAIRE 3.3.2 ([6]~ 2.6. l). - Si A est une algèbre stellaire à unité, il

existe une représentation isométrique de A dans un hilbert H.

Ce dernier résultat tient à l’abondance des fornes linéaires positives sur une

algèbre stellaire et aux deux résultats suivants fort importants :

Tout morphisme d’algèbres involutives d’une algèbre de Banach involutive dans une

algèbre stellaire est continu (E~~ 1.3.7).
Tout morphisme injectif d’algèbres involutives d’une algèbre stellaire dans une

algèbre normée involutive est de norme au moins égale à 1 (E~L 1*8.l).

REMARQUE 3.3.3. - Pour bien comprendre le théorème 3.3.1~ il est conseillé de re-

garder l’exemple A = avec X compact (E5L 15.10.1).

Parmi les représentations T7p construites en 3.3.1, il faut sélectionner celles

qui sont irréductibles.

THEOREME 3.3.4 ([6]~ 2.5.4). - Sous les hypothèses de 3.3.1, pour que ~ soit

topologiquement irréductible, il faut et il suffit que f soit dans une génératri-
ce extrémale de A’ , autrement dit que f soit proportionnelle à un état pur de

A .



Soit A l’ensemble des classes d’équivalence de représentations topologiquement
irréductibles ; comme deux formes f et f t proportionnelles définissent des re-

présentations et équivalentes, et comme, d’autre part, toute représenta-
tion irréductible rr de A est équivalente à une représentation de la forme rr~,
~~5~, 2.4.6), l’application f est une surjection de P(A) sur ,~ . Lors-

que A est stellaire, le résultat suivant ([6], 2.8.6) renseigne bien sur cette

application.

PROPOSITION 3.3.5. - Soient A une algèbre stellaire à unité, f et f deux

états purs de A. Pour que 03C0f1 
1 

et 03C0f2 
2 

soient équivalentes, il f aut et il suf-

fit qu’il existe un unitaire u de A , tel que

4. Faces de A .

Dans tout ce paragraphe, A est une algèbre stellaire. Nous allons, dans la sui-

te, nous intéresser de plus en plus à l’aspect linéaire de la théorie des algèbres

stellaires, en utilisant au maximum l’ ordre introduit en 3.1. Voici le premier ré-

sultat de base ([2J, 2.7 ; 4.9). D’abord quelques définitions et notations.

Soit B une partie de A ~ On dit que B est invariante, si a ~ Ba C B ,
V a E A . Par exemple, tout idéal bilatère est invariant. Soit maintenant P une

face de A+ , on note 1 ~ensemble des x E A tels que x* x E P . On montre

facilement que est un idéal à gauche qui est bilatère si, et seulement si,
P est invariante ( ~ 2 ~9 1.3).

Soit A une algèbre stellaire. L’application I ~ I+ = I n A+
est une bijection de :

(a) L’ensemble des idéaux à gauche fermés ~ de A sur l ensemble des faces fermées

de A .
(b) L’ensemble des idéaux bilatères fermés de A sur l’ ensemble des faces inva-

riantes fermées de A

La bijection réciproque est P ~ ~~P~ .

Il n’est pas question de démontrer ici ce résultat. Nous allons seulement essayer
de l’illustrer sur un exemple. 

EXEMPLE 4.2. - Prenons pour A une sous-algèbre stellaire de l’algèbre des opéra-
teurs sur un espace hilbertien H de dimension finie. Soient E la sphère unité



de A , ~~’ sa partie positive.

(a) Toute génératrice extrémale de A~ rencontre E suivant un projecteur (i. é.

un élément P tel que P = P 2 = P~ ).
Soit P le point d’intersection d une génératrice avec la sphère unité. On a

P  1 , donc d’après 3.1.3 (b) :

Nais comme A est stellaire, = = 1 y d’où X = 1 , et P est bien un

projecteur.

(b) Soient Q une projection de A , et M e A tel que 0  M  Q . Alors

A étant fennec on a, compte tenu de (a) y M = Z X. P. , où les P. sont des

projecteurs de A . Donc B Pi  Q pour tout i , ce qui implique P.(H) C Q(H) ,
soit Q ; donc F~ Q = pour tout i , et MQ == ~[ = M .

(c) Si 1 est un idéal à gauche (fermé) de A ~ 1~ est une face de A~ . De
plus, il existe un projecteur P dans A ~ tel que 1~ = PAP et 1 = AP .

Pour prouver cela, nous admettrons que l’ensemble des projecteurs contenus dans
A est une partie complètement réticulée de E . Alors l’ensemble (P des projec-
teurs dans 1 est réticulée et admet une borne supérieure P qui est dans 1 .

Soient M e 1 ~ [M] l’algèbre engendrée par M dans E(H) ; comme M = M* ,
[M] est une sous-algèbre stellaire contenue dans 1 . étant fennec on a,

compte tenu de (a), M = 03A3mi=1 03BBi Pi , où les P. sont des projecteurs de [M]+
En conséquence, M  (s et, d’après (b), PMP = M . Ainsi I+ C PA+ P . Réci-
proquement, comme P ~ I , PA+ P c I+ , et il est immédiat que PA+ P est une fa-

ce. D’où le résultat. La seconde égalité se montre de la même manière (voir [il],
§2).

Retenons finalement qu’à chaque idéal à gauche 1 de A , nous avons associé une
"unité" P e I+ , qui détermine entièrement l’idéal ; ceci explique la bijection
annoncée en 4.1. Dans le cas général, on procède d’une manière analogue avec les
imités approchées".

5. Faces de A’ .

Soit toujours A une algèbre stellaire. Si B c A , on pose



De même, si on pose

Il est facile de voir que est toujours une face faiblement f ermée de A’ , et

que est toujours un idéal à gauche fermé de A. On dit qu’une partie B’ de

A’ + est invariante, si l’application (x ~ f ~ a~ xa) ) appartient à B ’ ,

THEOREME 5.1 ([ll]~ 5.11 ; [7], 5.1 . ~- Soit A une algèbre stellaire. L’applica-
tion I -~> Il. est une bijection :

(a) de l’ ensemble des idéaux à gauche f ermés de A sur l’ensemble des faces f ai-

blement fermées de A’ ;
(b) de l’ensemble des idéaux bilatères fermés de A sur l’ensemble des faces in-

variantes faiblement fermées de A’ .
+

La bijection réciproque est F ~.-.~ F .
Nous ne démontrerons pas ce résultat. En utilisant le théorème 4.1, on voit qu’il

met en évidence un théorème des bipolaires pour les faces famées de deux c8nes en

dualité. Il est naturel de songer à appliquer le théorème des bipolaires usuel.

Pour cela, il faudrait un théorème du type suivant : la partie positive du polaire
d’une face engendre le polaire tout entier. Dans le cas qui nous intéresse, c’est

irréalisable, sauf pour les idéaux bilatères fermés qui, parmi les idéaux à gauche
T , sont caractérisés par l’une quelconque des propriétés suivantes :

(a) l est linéairement engendré par I~ ;
(b) l est auto-adjoint ([6], 1.8.2).

Dans le cadre de l’exemple "~ 2, la situation est claire. Soit I un idéal à gan-

che d’une sous-algèbre stellaire de f(H) avec dim(H)  + oo ~ et soit P le pro-

jecteur associé à I ; alors

Et réciproquement, si J est une face de on peut lui associer un unique
projecteur P de A , tel que

et alors J =AP .



6. Faces de E(A) .

Soit X un convexe compact, et soit F une face fermée de X. On a toujours

X = conv(F u F’) , où F’ est la réunion des faces de X disjointes de F . De plus,

si xeX B(FuF’) il existe 0~1 , y E F, z eF* , tels que

Si cette écriture est unique, et si F’ est une face, on dit que F est une face
complémentable. Si dans cette écriture, le coefficient a seul est unique, et si

F’ est une face, on dit que F est une face parallélisable.

Lorsque X est l’espace des états d’une algèbre stellaire à unité, on dit que F

est invariante, si la face engendrée par F dans A’ est invariante. On dit que

F est unitairement invariante, si pour f E F , unitaire de

A . Relativement à ces faces, X a une propriété remarquable.

THEOREME 6.1. - Soit A une algèbre stellaire à unité. Pour une face fermée de

P(A) , il est équivalent d dire que : 
"

( a) F est unitairement invariante ;

(b) F est invariante ;

(c) F est complémentable ;

(d) F est parallélisable.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ces équivalences qui font appel à des

théories assez élaborées. (a) .~.-> (c) a été remarqué par ALFSEN et ANDERSEN

dans [1 ], proposition ~.1. Ils utilisent la théorie des idéaux archimédiens dans un

espace de Banach ordonné. C’est pourquoi nous donnerons, en appendice, une démons-

tration simple reposant sur la représentation atomique, destinée aux spécialistes
des algèbres stellaires.

Retournons à l’exemple 4.2, et montrons (b) ====> (c) dans ce cadre. Si F est

invariante, l’idéal I = F 
1 

est un idéal bilatère. On peut déduire de (b)
que, nécessairement, le projecteur "unité" P associé à I est central, c’est-à-

dire commute avec tout élément de A. En sorte que toute f E P(A) s’écrit

Et, à une constante multiplicative près,

Ensuite il est facile de voir que cette écriture est unique.



7. Topologies faciales sur PCA) .

A est toujours une algèbre stellaire à unité.

Soit X un convexe compact. On appelle topologie faciale sur X , la donnée

d’une famille de faces fermées parallélisables de X, stable par intersection quel-

conque et par enveloppe convexe finie. Ceci induit sur &#x26;(X) une topologie, encore

appelée topologie faciale, telle que toute fonction f, définie sur &#x26;(X) , et con-

tinue pour cette topologie, se prolonge en une fonction affine continue sur X

([13]). Si  est cette topologie, notons H l’espace des fonctions affines con-

tinues sur X ainsi construit.

On dit que  est irréductible, si toute topologie faciale S’ , moins fine que
5 et telle que 3~ == Ht;’ , est identique à ~ . Pour plus de détails, nous ren-

voyons à ~ 13~ ou à l’exposé de ROGALSKI à ce même séminaire (C 14~) . Du théorème 6.1,
on déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 7.1. - Il existe une topologie faciale plus fine que toutes les autres

sur l’espace des états associé à une algèbre stellaire à unité.

C’est, bien entendu, la topologie faciale définie à partir des faces compléments-
bles. Cette topologie a été introduite par ALFSEN et ANDERSEN dans [l~j. C’est pour-

quoi nous dirons que cette topologie est 2A-faciale, et nous la noterons S .
Ceci est une situation assez remarquable, semblable à celle qu’on trouve dans les

simplexes compacts, où toute face fermée est complémentable. Cependant, il ne faut

pas se faire d’illusion sur cette analogie. En effet, si on prend pour A l’algè-
bre E(H) où H est un hilbert de dimension finie, les seules faces parallélisa-
bles de P(A) sont ~ et P(A) J’

~, chaque état pur p de A , il correspond une plus petite face fermée complé-
mentable F . Le résultat suivant décrit simplement F .

p 
’ 

P

PROPOSITION 7.2 ([1], 7.2 et 7.3). - On a : .

(a) F = conv(~ f(u .u) , u unitaire de A) ;(b) F03C1 = (Ker(03C003C1))1 ;
(c) (F) = 
D’où l’on déduit une nouvelle démonstration du résultat suivant.

COROLLAIRE 7.3. - Les propriétés suivantes sont équivalentes, pour une algèbre
stellaire à unité :



(a) A est commutative ;

(b) g vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;

(c) Ah vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;

(d) Tout état pur de A est unitairement invariant (ou complémentable, ou paral-
lélisable~.

Démonstration. - (a) ..-=> (b) => (c) => (A’ est réticule) ~.~> (P(A~ est

un simplexe) => (d) . Réciproquement, si f(u*.u) = f (. ~ i ~ f E P(A) , on a
f(u* xu) = f(x) , ? x E A , ~ f ~ donc u# xu = x , ou encore xu = ux ,

~ x E A . Ainsi x commute à tout unitaire, donc à un élément quelconque de A .

Ce résultat met en évidence une autre propriété du convexe compact X = E(A) , à

savoir que, si tout point extrémal de X est complémentable, X est un simplexe,

et même un simplexe de Bàuer. On sait qu’une telle propriété est fausse pour les

convexes compacts généraux 6.4).

Finalement, il se pose le problème de savoir si la topologie 2A-faciale S .
sur E(A) est irréductible. Le résultat suivant (proposition 7.4) va permettre d’y
répondre.

Auparavant, remarquons que, si a E A , il lui correspond une application affine

continue a de E(A) dans C , définie par = f(a) . Et réciproquement, si
on se donne une application f affine continue sur E(A) , il lui correspond un

aEA tel que a = b .

On note, dans ce qui suit, Z le centre de A , c’ est-à-dire l’ensemble des élé-
ments de A qui commutent avec tout élément de A.

PROPOSITION 7.4. - L’application z ~ z est une bijection du centre Z de g

sur l’ensemble des fonctions affines continues sur E(A) , dont la restriction à
P(A) est 2A-facialement continue.

Nous renvoyons la démonstration en appendice, pour ne pas alourdir l’exposé.

Elle montre aussi que Z est la plus grande sous-algèbre stellaire B de A

réticulée pour l’ordre induit par B+ ~ telle que p(a vB b) = sup(p(a) , p(b))
pour tout état pur p de A et tous a , b ( cf. 14 et 15 de [l2]).

Finalement, nous sommes à même de donner une condition pour que la topologie 2A-

f aciale sur P(A) soit irréductible.

, ~

THEOREME 7.5. - Soient A une algèbre stellaire, et Z son centre. Pour que la

topologie 2A-faciale sur P(A) soit irréductible, il faut et il suffit que A

soit centrale, c’est-à-dire que A vérifie la propriété suivante :



Si deux représentations rr et ont des noyaux Ker(03C0) et . ui
coïncident sur Z, alors 

On trouvera aussi la démonstration en appendice.

8. Autres propriétés de E(A) .

Jusqu’à présent, nous n ’avons étudié que les propriétés de E(A) relatives aux

faces fennées complémentables. Dans le même ordre d’idées, nous devons signaler le
résultat suivant.

PROPOSITION 8, 1. - Si une famille de faces fermées complémentables
de E(A) , l’ensemble F = conv( U F’, est une face complémentable.
- 

iEI ~~ 
- 

+% - --- . 
- 

... - ".- . - - -

La démonstration est immédiate, et repose sur le fait qu’un sous-convexe compact
invariant de E(A) est nécessairement une face, donc une face complémentable.

Cependant, comme il peut ne pas exister de faces fermées complémentables dans

E(A) , les propriétés que nous énonçons maintenant sont très intéressantes, car
elles donnent des renseignements plus généraux.

Soient E un espace vectoriel, K un cône convexe saillant de E engendrant E,
et avec une base X linéairement compacte. On dit que X a la propriété (I), si :

~>~0, l’ensemble 
ou bien est vide, ou bien est réduit à un point, ,

ou bien contient un ensemble de la fonne y + avec y E E 

PROPOSITION 8.2 (ELLIS [8]). - L’espace des états d’une algèbre stellaire unifère
vérifie la propriété (I ) (’~) .

Nous allons voir maintenant que la propriété ( I ) est liée au fait que toute face

fermée parallélisable est complémentable, tout au moins en dimension finie, ce qui
est a priori surprenant..

PROPOSITION 8.3. - Soit X un convexe de dimension n finie, et ayant la pro-

priété (I ) . Alors, toute face parallélisable de X est complémentable.

Démonstration. - Soit F une face parallélisable de x , que nous supposons non

complémentable. Alors il existe z et deux décompositions distinctes

dualde et K=A’ .



de z suivant F et F’ . Il en résulte que les segments de droite (Xl’ x~) et

(y , y ~ sont portés par des droites parallèles, et ne 
. 

sont pas réduits à un 
,

point. Soient x et y leurs milieux respectifs. Soit maintenant £ = lF ; c’est
une f onction aff ine continue sur X, valant 1 sur F, et 0 sur F’. Comme

nous sommes en dimension finie, nous pouvons étendre £ à l’espace tout entier.

Nous noterons encore £ cette extension. Considérons B = X n (y - x + X) , et
soit b un point de B . On a b E X , donc ~~b~ >~ 0 . D’autre part,

D’où = 0 , soit b E F’ . Ainsi En particulier, dim(B)  n . De la

propriété ~1~~ il résulte que B se réduit à un point, ce qui est contradictoire

avec le fait que B contienne le segment non réduit à un point
~ . ~ ,

Terminons ce paragraphe en indiquant une belle propriété de E(A) . La démonstra-
tion est reportée en appendice.

THEOREME 8.4. - Soit F une f ace fermée de E(A) . On note L(F) l’ensemble des

formes affines continues l sur E(A) , telles que :

Alors, I’ enveloppe su;périeure de L(F) est une forme affine s. c. i. f sur

E(A) , qui s’annule sur F exactement. De plus, f est l’enveloppe supérieure
d’une famille filtrante croissante de fonctions de L(F) .

Dans le plan, un sommet d’un carré ne vérifie pas la propriété du théorème 8.4 ;
par contre, tout point d’une ellipse la vérifie.

APPENDICE

Démonstration du théorème 6.1.

,

DEFINITION ,~.l.I. - Soit X un convexe compact. On dit qu’une forme affine s. c.

s. est caractéristique, si elle prend les valeurs 0 ou 1 sur ~~~~ . on note
Car(X) l’ensemble de ces fonnes.



LEMME À, 1. 2. - Soi t X un convexe compact. 0n note 5 (X) l’ensemble des faces
- P

fermées parallélisables de X . L’application f p-> (f = 1) est une bijection

de Car(X) sur F (X) .
-- - P

Démonstration... Soi t f e Car(X) . Montrons que F = (f = 1) est parallélisable.
Pour cela, il suffit de vérifier (théorème 6 de l121) que îp est affine. soit h

affine continue  lp ; alors, h  f sur %(X) , donc partout. Ce qui implique

î > f . Réciproquement, si h est affine continue &#x26;f , alors h % 1 , doncP £ F

h  F , et comme f est enveloppe inférieure des fonctions affines qui la majo-

rent, f >,îp . D’°ù îp = f . Réciproquement, Si ? e îp é Carx> . La
bijection résulte enfin de ce que, pour toute face fermée F de X ,

F = conv(F n &#x26;(X) ) .

LEMME à, 1. 3. - Soient I un idéal bilatère fermé d’une algèbre stellaire à , et

(u03BB) une uni té approchée fil trante croissante de I , Alors

Démonstration. - Pour une représentation irréductible 03C0 de A , l’une des deux

propriétés suivantes est satisfaite :

(1) Tr(l) = 0 , et limTr(u.) = 0 ;
(2) 0 , et alors ([6], 2, Il. 3) 03C0|I est irréductible, donc non dégénérée,

de sorte que converge fortement vers 1 .

A chaque u03BB , associons la fonction affine continue 03BB sur E(A) , définie par
= f (u ~ f E E(A) . La famille ?. est filtrante croissante majorée par

1 . Son enveloppe supérieure £ est une fonction affine s. c. i. sur E(A) . Si
p E P(A) , ~r et § étant la représentation et le vecteur associés, on a

qui vaut, soit 0 , soit 1, d’après ce qu’on a vu plus haut, car = 1 (j[6],
2.4.3).

Démonstration du théorème 6.1.

(b) ===> (d). Soit F une face invariante fermée de E(A) . Il lui correspond
un idéal bilatère fermé I de A, tel que F (5.1~. Soit (u ~ une unité

approchée filtrante croissante de 1 , et soit £ = D’après A. 1.3,
G ~ £~ ~ 0) est une face fermée parallélisable. Montrons que F = G , ce qui prou-
vera (b) ===> (d). Pour cela, il suffit de vérifier &#x26;(F) = &#x26;(G) , soit



Or. d’après ~6 ~~ 2.4.9 et 5.1, pour p E P(A) , on a

(d) => (a) . On part d’une face fermée parallélisable F de E(A) . D’après
le lemme A.1.2, cela équivaut à la donnée d’une forme l affine a. c. i. sur E(A) ,
avec 0  L  1 , valant 0 sur F, et 1 sur F’ . D’après [3], 2.2.2 et 2.2.3,
il existe un élément s. c. i. de avec 0  L  1 , tel que L = A . Montrons

que L est central dans A". Pour cela, considérons la représentation atomique TT

de A" dans B = (~ S(H ) . Elle est isométrique sur les éléments s. c. i. de

peP(A) ~ ’

A" . Pour que L soit central, il suffit que Tr(L) e -rr(A)~ . En fait, nous allons

montrer mieux, à savoir que L est central dans B  Pour cela, il suffit de mon-

trer que, pour tout p eP(A) , == 1~ ou 0 . Soient donc p eP(A) , et

= 1 . La forme ç: est pure sur A. On a donc

Si c’est 1 , on a ïr(L)(~) == ~ , comme )JTT(L))j == )JL)j ~ 1 ; si c’est 0 ,

03C0(L)1/2(03BE) = 0 . Ainsi tout vecteur 03BE de H est vecteur propre de ce

qui n’est possible que si rr(L) tg == 1g ou 0 .

P P
Reste à montrer que F est unitairement invariante. Soit u un uni tair.e de A .

On veut u* Fa c F . Pour cela, il suffit de voir que

par définition de p ~ puisque L est central.

(a) ~> (b) est immédiat d’après 6.1 ~ car F unitairement invariante impli-

que F i bilatère.

(c) ====> (d) est toujours vrai. Reste (d) ====> (c) . Pour cela reprenons la

démonstration de (d) ====> (a) . A la face fermée parallélisable F, il corres-

pond une fonction affine s. c. i. ~2 sur valant 0 sur F , et 1 sur

F’ , et un projecteur central L de A", tel que L ~ ~ . Si f e E(A) , f s’é-

crit f = af’1 + (1 ~ avec f 1 E F, f 2 E F’ , et 0 ~ a,~ 1. Le fait que

fi E F peut = = 0 , et que f~ é F’ , entraîne
~~ , .. B. - . _ ~. _~ "

Si aEg,



car fl(LaL) = 0 , et

car f ((1 - L) a(1 - L)) = 4 ; il en résulte que f et f sont entièrement dé-2 1 2
terminés par f , ce qui prouve l ’unicité de la décomposition.

COROLLAIRE A.1,.4. - Sous les hypothèses du the’orème 6.1, on a, pour un état
f E E~A~ :
.... ,

Démonstration. - Le (a) n’ est autre que 5.1. Montrons (b). Si f e F’ , on a,
avec les notations précédentes, = f(L) == 1 , et donc

D’où 1 = = Réciproquement, si ~f~ = IIf IIII - 1 , on a, d’après [6J,
2. 4. 3,

et donc 

Remarque. - Cela redonne la décomposition 2. Il.7 de [6] dans le cas unitaire.
Cela laisse supposer qu’un théorème, du genre 6.1~ est valable dans le cas sans uni-
té.

Il est utile d’énoncer le corollaire suivant, où P. désigne l’ensemble des pro-
jecteurs s. c. i. de A~ .

COROLLAIRE A.1.5.

L’application p ~ 1-? est une bijection sur Car(E(A)) .
(p) L’application f ~ (f=l) est une bijection de Car(E(A)) sur 

(y) L’application est une bijection de sur l’ensemble des
idéaux bilatères fermés de A .

A.2. Démonstration de la proposition 7.4.
Dans un sens, c’est facile. Soit f une fonction définie sur P(A) , 2A-facial e-

ment continue. D’après [l2], théorème 12, f se prolonge de manière unique en une
forme affine continue f sur E(A) . Soit maintenant z l’élément de A , tel que
2 = f . Puisque f est constante sur chaque face F , p = P(A) , on a



p(z) = f(p) = f(p(u*.u) = ? p e P(A) y V u unitaire de A .

Il en résulte que z = u* zu , soit uz = zu , autrement dit, z commute à tout

unitaire de A ~ donc z eZ . 

Pour la réciproque, nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME A.2.1. - L’application ~: est affine continue de E(A) sur

E(Z) , dont la restriction à P(A) est une application de P(A) sur P(z) ~ con-
tinue pour les topologies 2A-faciales.

Démonstration. - Cette application est évidemment continue. Elle est surjective
d’après [6], 2.10.1. Montrons que , si p ~ P(A) , pj e P(Z) , autrement dit Plz
est un caractère. Soient 03C003C1 et 03BE03C1 la représentation et le vecteur associés ;
comme i. 

P 
est irréductible~ ~ (z) se réduit aux scalaires ([6]y 2.3.l).

Donc

car Mais alors,

En particulier, p 1 z est un caractère. Reste à montrer la continuité pour les to-

pologies 2A~»faciales. Montrons que, si F est une face fermée (invariante) de
E(Z), G = (f E E(A) 1 est une face unitairement invariante. Or il est bien

connu que G est une face (même démonstration que [6], 2.10.1) ; et que G soit

unitairement invariante est immédiat, puisque 03C1|Z = V u unitaire de

A .
Retournons maintenant à la démonstration de 7.4. Soit z E Z . Par la transforma-

tion de Gel’fand, z s’identifie à une fonction continue g(z) sur Sp(Z) = P(Z)
muni de la topologie faible. Mais, puisque E(Z) est un simplexe de Bauer, cette
topologie coïncide avec la topologie 2A-faciale sur (~12~, 25). D’après le
lemme, l’ application se relève en une fonction 2à-facialement continue z
sur E(A) .

A.3. Démonstration du théorème 7.5.

Nous avons remarqué dans la démonstration du lemme A. 2.1 que, si p e P(A) ,
03C003C1|Z était scalaire, en sorte qu’on pouvait écrire p(z) pour tout z E Z .
Il en résulte, en particulier, que



Cela étant, supposons A centrale, et soit F une face fermée invariante de

E(A) . Soit G = c’est une face fermée ((13~~ lemme 28). Montrons que
F == qT~(G) . Pour cela il suffit c: §(?) . Prenons donc un état pur

p dans F, et p’ E P(A) , tels que = D’aprës (~. 3.1 ~ ,

de sorte que, comme A est centrale, =Ker(n .) y donc 
ou encore p’ e diaprés 7.2.

Supposons maintenant que A ne soit pas centrale. Alors, il existe p et p’

appartenant à F(A) , tels que Ker(03C003C1) n Z = Ker(03C003C1 .) n Z et 

L’égalité des noyaux implique (p" ((p(F )) . 
guons deux cas : ,

(1) L’un des noyaux est contenu dans l ’autre, par exemple 
Alors p’ ~ effet, si on avait p’ e F ~ on aurait p’(Ker(n )) = 0 d’a-

près 7.2~ et donc d’âpres [6]~ 2.4.11~ ce qui serait absurde.

(2) Aucun des noyaux n’est contenu dans l’autre. Alors , Ker(p’) 
car si on avait l’inclusion, on aurait d’après [6], 2.4.10.

Finalement, on a encore p’ e F 
P 

d’après 7.2.

Dans les deux cas, p’ e F et p’ ~ soit F ~ )) , ce qui
exprime que F n’est l’image réciproque d’aucune face famée de Il résul-

te du théorème 20 (b) de [12] que la topologie 2A-faciale n’est pas irréductible.

A.4. Démonstration du théorème 8.4.

Soit F une face fermée de E(A) . D’après le théorème 5.1, il existe un idéal à
gauche fermé de A ~ tel que F = 1 . Soit (u.) une unité approchée filtrante
croissante de 1 . Il lui correspond une famille filtrante croissante 03BB de fonc-

tiens affines continues sur E(A) ~ dont l’enveloppe supérieure £ est affine s. c.

i. Puisque, pour tout B~ O~u.~1~ alors 0 ~ ~ , 1 ; de plus, si f e F ,
= f(u03BB) = 0 ,donc j&#x26;(f) = 0 . Montrons qu’inversement, l(f) = 0 , pour

f ~ E(A) , implique f e F , c’est-à-dire que f(y) = 0 pour tout y e 1~ . Or, il
résulte de la démonstration de 1.7.2 de E~~ que pour tout y ~ 1 et tout entier

n , il existe X tel que

Or, si 0 , a fortiori û (f~ = 0 pour tout ~ , donc



Ainsi, f annule y donc, d’après 5. ~ 9 f E F .

Montrons finalement que, si u E L(F) , u  ~ ~ ce qui achèvera de montrer 8.4.
Soit tel que â ~ u . On a De plus, u est nulle sur F !
donc a E F = 1 . On peut appliquer ~A. 4.1~ . Pour tout n, il existe ~ tel que

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient u  l .
. C. Q,. F. D.
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