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Séminaire CHOQUET 401
(Initiation & 1'analyse) _
9e annde, 1969/70, n® 4-5, 21 p. 20 novembre

et 4 décembre 1969

INVITATION A LA THSORIE DES ALGﬁBREé STELLAIRES

par Alain GOULLET de RUGY

0. Introduction.

Le texte qui suit représente deux exposés du séminaire. Avec un troisidme exposé,
de ROGALSKI, ils constituent un tout, dont le but essentiel est 1'analyse de 1'ar—
ticle de ALFSEN et ANDERSEN [1].

La théorie des algtbres stellaires étant au départ mal connue des auditeurs, nous
avons consacré une grande partie de notre temps 2 exposer les résultats fondamen—
taux de la théorie nécessaires pour aborder cet article. Dans la rédaction qui suit,
pas plus qu'au cours des exposés, nous n'avons cherché & donner de démonstrations,
soit qu'elles se trouvent dans les excellents ouvrages de MM. DIEUDONNE et DIXMIER
([5], [67), soit qu'elles nécessitent des outils trop raffinés. Dans tous les cas,
nous avons donné toutes les références nécessaires pour retourner aux sources. Par
contre, nous avons proposé beaucoup d'exemples parlants ; en particulier, nous
avons insisté sur les algebres de matrices carrées (n , 1) « En effet, il est il-
lusoire d'espérer approfondir la théorie des algdbres stellaires et des algdbres

d'opérateurs sans bien connaftre "L'algdbre linéaire" (cf. par exemple [97]).

Dans leur travail, ALFSEN et ANDERSEN ont étudié le convexe compact E(A) des
états d'une algdbre stellaire unifére. Ils ont montrd que sur E(A) une face fer-
mée est complémentable si, et seulement si, elle est invariante. Ils ont remarqué
que la trace sur 1l'ensemble des états purs P(A) de A, de la famille de ces fa-
ces, constituait 1'ensemble des fermés d'une topologie fort intéressante sur P(4) ,

que, par référence 3 eux, nous proposons d'appeler topologie 2A-facisale.

Pour simplifier et généraliser quelques-uns de leurs résultats, nous avons intro-
duit les notions plus faibles de face parallélisable et de topologie faciale sur un
convexe compact quelconque X . Ces notions ont été reprises et approfondies par
ROGALSKI dans son exposé, de sorte que, pour lire notre travail, il faut lire sa

rédaction ([13]), ou au moins le résumé qu'il en a fait ([127]).

Dans ce qui suit, nous montrons que, pour X = E(4) s les notions de face fermée
complémentable et de face fermée parallélisable coincident, de sorte que, dans ce
cas, la topologie faciale est la plus fine de toutes les topologies faciales qu'on
peut considérer sur P(A) = &(B(A)) , ce qui est une situation remarquable. Ensuite,

nous montrons que les fonctions continues pour cette plus fine topologie s'identi-
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fient aux éléments du centre de A . Enfin, nous caractérisons les algdbres stellai-

res A pour lesquelles cette topologie est irréductible.

La démonstration de ces résultats, nécessitant des outils assez élaborés (cf.
[3]), n'a pas été donnée au cours des exposés. De m8me, pour ne pas alourdir la ré-

daction, nous l'avons rejetée & la fin du papier, dans un appendice.

Nous tenons & remercier vivement MM. F. COMBES et F. PERDRIZET des agréables et

‘fructueux échanges que nous avons eu ensemble,

1. Définitions.
lele = Soit A une algdbre sur C . On dit que A est une algdbre normée, si on

se donne, sur A , une norme || || vérifiant la condition

.yl < ll=l.|

On dit que A est une algébre de Banach, si c'est une algdbre normée compléte.

Y'lr Vx,yed .

X.y

On appelle involution sur A , une application x —x* de A dens A, telle
que :

(1) **=x,

(11) (x+9)% = x*+ %,

(i11) ()" = Rx*

(iv) ()*=y*x*, vx,yea, vreC.

On dit que A est une algdbre nommée involutive, si A est une algdbre normée

munie d'une involution vérifiant 1'égalité
=l = =) bxed .

Enfin, on appelle algtbre stellaire (ou C*-algdbre), toute algdbre de Banach invo-

lutive A , vérifiant la relation

=% = ||I=* <f , vxed .

1.2, ~ Dans une algdbre involutive A , un élément x € A est dit hermitien, si
= x + L'ensemble des hermitiens de A est un espace vectoriel réel, noté Ah ’
qui engendre A ([67], 1.1.4). Si A a une unité, un élément u de A est dit
unitaire, si wu® = u¥u=1. Ces éléments forment un groupe pour la multiplication,
appelé groupe unitaire. A chaque unitaire u de A correspond 1'automorphisme de
A: x > uFxu. Le groupe de ces automorphismes joue un r8le trés important

dans la théorie des algdibres stellaires.
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1¢3. Exemples.
1.3.1. = Soit X un espace compact, et soit A = CC(X) « A, munie de la nor-

me sup et de l'involution f F—>F , est une algdbre stellaire. Dans ce cas,

A = CR(X) . Un élément f de A est unitaire si, et seulement si, |f(x)] =1,
¥ x € X . Les unitaires sont donc exactement les points extrémaux de la boule unité
de & ([10]).

1.3.2. - Soit A = Mn(_g) , algdbre des matrices de rang n sur C , 1l'algdbre
£(H) des opérateurs sur un espace hilbertien de dimension n . Munie de la norme
d'algdbre d'opérateurs et de 1l'involution M p—n tﬁ s A est une algtbre stellaire.
Les éléments hermitiens (resp. unitaires) de A sont les matrices dont les valeurs
propres sont réelles (resp. de module 1 ). En particulier, une matrice est 3 la
fois hermitienne et unitaire si, et seulement si, elle est la différence de deux

projecteurs orthogonaux de somme 1'identité ([9], & 36, n° 8).

2. Algtbres stellaires commutatives.

2.1, Idéaux. - Soit A une algétbre de Banach unitaire. Alors :

(i) Tout idésl & gauche maximal est fermé ;
(i1) Si A est commutative, tout idéal maximal est un hyperplan fermé.

2.2. Caractéres. — On appelle caractire d'une algdbre A , tout morphisme de A
dans C . Dans l'exemple 1.3.1, les caractdres sont les mesures ponctuelles de mas=-
se 1 ([5], 15.3.7), et Sp(A) s'identifie & 1l'espace compact X . Dans 1'exemple
1.3.2, il n'y a aucun caractire non nul des que n > 1 (s'inspirer de [5], 15;7’

probldme). Leur introduction est justifide par le résultat suivant.

THEOREME ([57, 15.3.1). - Soit A une algdbre de Banach involutive unitaire.

Alors :

(_a) Tout ‘caractdre est continu de norme 1 ;

(v) x —9x-1(0) est une bijection de 1'ensemble des caractires de A sur 1'en-

semble des idéaux maximaux de A .

On appelle spectre de A , et on note Sp(A) , 1'ensemble des caractires de A
muni de la topologie faible induite par o(A' , A) . Ctest donc un compact faible
de la boule unité de A' . Le spectre de A est 1ié au spectre usuel d'un élément
a € A, par la relation

fx(a) | x esp(a)} ={reC | a=-2A non inversible} ,

valable dans le cas commutatif seulement.
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2.3. GEL'FAND. - Soit A une algébre de Banach commutative unitaire. A a € A ,

on associe 8(a) : x p=>x(a) : Sp(4) = C . I1 est assez facile de voir que :

PROPOSITION 2.3.1 ([5], 15.3.4). = a }—= g(2) est un homomorphisme (d'algdbres)
continu de A dans CC(Sp(A)) .

Ce qui nous intéresse est évidemment de savoir quand ¢ est une isométrie. Sup—
posons donc que A soit de plus une algébre stellaire. On montre que tout caractd-
re est hermitien ([6], 1.4.1). En conséquence, $(A) est une sous-algdbre involu=
tive de CC(Sp(A)) séparant les points de Sp(A) , donc partout demse. De plus
([4], 15.4.14.1), ls(a)|| =lall , ¥V ae A . D'oh le résultat suivant.

THEOREME 2.3.2 (GEL'PAND-NEUMARK)([5], 15.4.14). - Si A est une algdbre stellai-
re ayant un élément unité, a b= 8(a) est un isomorphisme d'algdbres stellaires,

isométrique de A sur CC(Sp(A)) .

CONTRE~EXEMPLE 2.3.3. - Reprenons 1'exemple 1.3.2, et prenons pour A 1'algdbre
commutative & unité engendrée par une matrice nilpotente M (par exemple pour

0 1
n=2, M= 0 0

L'énoncé 2.3.2 ne s'applique pas, car A n'est pas involutive.

) ). Tout caractdre est nul sur A . Donc © n'est pas injectif.,

CONTRE-EXEMPLE 2.3.4. —= Soit A 1'algdbre des fonctions complexes continues sur
le disque unité D , holomorphes & l'intérieur. Sp(A) =D, $ est isométrique,
mais non surjectif. L& encore, 2.3.2 tombe en défaut, car A n'est pas involutive

([5], 15.3.8).

3. Algdbres stellaires non commutatives.
L Y S et ot el el e st Y v

Lorsque 4 n'est plus commutative, on abandonne llespoir de représenter A com=
me une algebre de fonctions. L'exemple le plus naturel d'algdbre stellaire non com—
mutative étant £(H) , algdbre des opérateurs sur un espace de Hilbert, ol 1l'on
prend pour multiplication la composition des applications, on va chercher a repré-
senter une algebre stellaire A comme sous-algébre stellaire d'un £(H) . Aupara-

vant, nous introduisons une notion d'ordre.

3.1. Eléments positifs d'une algdbre stellaire A . = On dit que a € A est po-

sitif, et on note a >0, si a-= ¥ x pour un x € A . On note A" 1'ensemble

des éléments positifs de A .

On démontre, de manidre d'ailleurs assez délicate ([6], 1.6.1), la proposition

suivante.



-+

PROPOSITION 3.1.1. = A" est un c8ne convexe fermé saillant de A .

EXEMPLES 3.1.2. - Si A est commutative, a e At si, et seulement si, &(a) >0.
On en déduit, dans le cas non commutatif, que tout a € Ah stécrit comme différen-

ce de deux éléments positifs ([6], 1.5.7).

Prenons 1l'exemple 1.3.2. En diagonalisant, il est facile de voir que M € A* si,

et seulement si, M a ses valeurs propres positives.

REMARQUES 3.1.3.

(a) La nomme est croissante sur AY . En conséquence, lorsque A est unitaire,
1 est une unité d'ordre de 1'espace de Banach A ([6], 1.6.9).

(b) Les homomorphismes X |j—> a¥ xa , O0 & est fixé dans A , conservent
1'ordre ([6], 1.6.8).

|

3.2. Formes positives. — Dans tout ce numéro, A désigne une algdbre stellaire &

unité.

On dit qu'une forme linéasire f , définie sur A , est positive, si f(a) 2;0 N
¥ ae At . Toute forme positive est continue ([6], 2.1.4). L'ensemble A! de ces
formes constitue un cbne convexe faiblement complet. On appelle éﬁﬁﬁ de A, toute
forme positive de norme 1 ; on note B(A) 1'ensemble des états de A . C'est une
base compacte de A! . Enfin, on note P(A) 1les états purs de A , cl'est-a-dire
les points extrémaux de E(4) .

Le résultat suivant, trés simple ([5], 15.6.2 5 [6], 2.1.5), est crucial, car il

va permettre d'établir le lien entre formes positives et représentations.

PROPOSITION 3.2.1. = Si & f € Ai on associe 1'application

(x,y) = glx,y =2G"x ,

cette application est une forme hermitienne positive sur A .

3.3. Représentations. - Soit A wune algdbre involutive. On appelle représentation

de A dans un espace de Hilbert H , tout morphisme involutif de A dans 1'algd-
bre involutive E(H) des opérateurs continus de H dans lui~-m8me (pour 1tinvolu~
tion dans £(H) , voir [5], 11.5).

Si ni est une représentation de A dans H 1<ign, on peut construire

i 9
n n
une nouvelle représentation m de A dans & H;, , en posant m(a) = & ni(a) .
i=1 : i=1

Etant donnée une représentation m de A dans H , on en déduit donc une infinité
de représentations d¢ A dans H , H®H , H®@H®H, ... I1 faut donc classer



les représentations.

Si H et H' sont deux hilberts, et m et m' des représentations de A dens

H et H', ondit que m et m' sont équivalents, et on note mwn !, s'il exis-

te un isomorphisme d'espaces de Hilbert T : H —>H' , tel que
nt(a)(n?) = 2n(a)(T" (")) , yhteH' , Yach .

On dit qu'une représentation m de A dans un hilbertien H est topologiquement

irréductible, si les seuls sous—espaces fermés de H , stables par n(4) , sont
{0} et 4.

BEnfin, étant donnée une représentation m de A dans H , un vecteur § de H

est dit totalisateur pour m , si l'ensemble f{m(a)E , a € A} est total dans H .

THEOREME 3.3.1 ([6], 2.4.4). = Soit A une slgdbre stellsire & unité. A chague
forme linéaire positive f sur A , il correspond une unique représentation Tp
de A dans un hilbert H
Hf s tels que :

P définie & une équivalence prés, et un vecteur Ep de

(a) §f soit totalisateur pour Te §
(b) f(X) = (ﬂf(x)gflgf) y, VT x € A.

COROLLAIRE 3.3.2 ([6], 2.6.1). -~ Si A est une algdbre stellaire 3 unité, il

existe une représentation isométrique de A dans un hilbert H .

Ce dernier résultat tient 3 1'abondance des formes linéaires positives sur une

algébre stellaire et aux deux résultats suivants fort importants :

Tout morphisme d'algébres involutives d'une algtbre de Banach involutive dans une
algébre stellaire est continu ([6], 1.3.7).
Tout morphisme injectif d'algdbres involutives d'une algebre stellaire dens une

algdbre normée involutive est de norme au moins égale & 1 ([67], 1.8.1).

REMARQE 3.3.3. - Pour bien comprendre le théordme 3.3.1, il est conseillé de re~
garder 1l'exemple A = CC(X) , avec X compact ([5], 15.10.1).

Parmi les représentations m,. construites en 3.3.1, il faut sélectionner celles

f
qui sont irréductibles.

, A
THEOREME 3.3.4 ([6], 2.5.4). - Sous les hypothdses de 3.3.1, pour que T, soit
topologiquement irréductible, il faut et il suffit que f soit dans une génératri-

ce extrémale de A_"_ , autrement dit que f soit proportionnelle & un état pur de
A .
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Soit A 1'ensemble des classes d'équivalence de représentations topologiquement
irréductibles ; comme deux formes f et f' proportionnelles définissent des re-
présentations nf‘ et g, équivalentes, et comme, d'autre part, toute représenta-
tion irréductible w de A est équivalente & une représentation de la forme e
([5], 2.4.6), 1'application f F=> T, est une surjection de P(4) sur & . Lors-
que A est stellaire, le résultat suivant ([6], 2.8.6) renseigne bien sur cette

application.

PROPOSITION 3.3.5. = Soient A wune algdbre stellaire 3 unité, f1 et f2 deux

états purs de A . Pour que ﬁfl et ﬂf2 goient équivalentes, il faut et il suf=-
fit qu'il existe un unitaire u de A, tel que

fz(x) = fl(u* xu) , pour tout x €A .

4. Faces de At .

Dans tout ce paragraphe, A est une algdébre stellaire. Nous allons, dans la sui-
te, nous intéresser de plus en plus & 1'aspect lindaire de la théorie des algdbres
stellaires, en utilisant au maximum l'ordre introduit en 3.1. Voici le premier ré-
sultat de base ([2], 2.7 ; [11], 4.9). D'abord quelques définitions et notations.

Soit B une partie de A , On dit que B est invariante, si a Ba € B,
¥ a € A . Par exemple, tout idéal bilatére est invariant. Soit maintenant P une
face de &Y, on note £(P) 1'ensemble des x € A tels que x® x € P . On montre
facilement que £(P) est un idéal & gamche qui est bilatdre si, et seulement si,
P est invariante ([2], 1.3).

THEOREME 4.1. — Soit A une algébre stellaire. L'application I F—> it =1 nat

est une bijection de :

(a) L'ensemble des idéaux 3 gauche fermés de A sur 1l'ensemble des faces fermées
¥ .
de A

(b) L'ensemble des idéaux bilatéres fermés de A sur 1'ensemble des faces inva-

. +
riantes fermées de A" .

La bijection réciproque est P }—> 2(P) .

I1 n'est pas question de démontrer ici ce résultat. Nous allons seulement essayer

de 1'illustrer sur un exemple.

EXEMPLE 4.2. - Prenons pour A une sous—-algdbre stellaire de 1'algébre des opéra-

teurs sur un espace hilbertien H de dimension finie. Soient ¥ 1la sphére unité



de A, st sa partie positive.

(a) Toute génératrice extrémale de A" rencontre ¥ suivent un projecteur (i. e.

un élément P tel que P = P° = P¥ ),

Soit P 1le point d'intersection d une génératrice avec la sphére unité. On a

PL1, done d'aprés 3.1.3 (b) :

p2 _ P1/2 PP1/2 < P1/2 P1/2 _p

D'ou
2

Pr=2, avec 0LAg1 .
Mais conme A est stellaire, |[P||=1P% =1, d'ot A=1, et P est bien un

projecteur.

(b) Soient Q une projection de A, et M€ A tel que O <M LQ. Alors
MQ = qvl = M 3
+ m
A" étant fermé, on a, compte tenu de (&), M = \; P, , ou les P, sont des

i=1
projecteurs de AT . Donc A, P; £Q pour tout i, ce qui implique Pi(H) c Q7) ,

soit PisQ;donc PiQ=QPi pour tout i , et MQ= @ =M .

(c) 81 I est un idéal & gauche (fermé) de A , IT est une face de AT . De
plus, il existe un projecteur P dans A4 , tel que It = paP et I =AP.

Pour prouver cela, nous admettrons que 1'ensemble des projecteurs contenus dans
A est une partie compldtement réticulée de T . Alors 1'ensemble @ des projec—
teurs dans I est réticulé, et admet une borne supérieure P qui est dans I .
Soient M e I* y [M] 1'algdbre engendrée par M dans £(H) ; comme M = M ’
[] - est une sous~-algdbre stellaire contenue dans I . [MT" étant fermé, on a,
compte temu de (a), M = E \; P, , ol les P, sont des projecteurs de M1 e 1.

i=1
En conséquence, M < (% )\i)P et, d'aprds (b), PMP =M . Ainsi IT < pPA* p . Réci-

proquement, comme P €I , pat p e 1t , et i1 est immédiat que PA* P est une fa-

ce. D'ol le résultat. La seconde égalité se montre de 1a mlme manidre (voir [11],

§ 2).

Retenons finalement qu'a chaque idéal & gauche I de A , nous avons associé une
"nité" P e It y qui détermine entidrement 1'idéal ; ceci explique la bijection
ammoncée en 4.1, Dans le cas général, on procdde d'une manidre analogue avec les
"unités approchées".

1
5. Paces de A+ .

Soit toujours A une algdbre stellaire. Si BCS A, on pose



B-={resl| £(x"x) =0, vxeB} .
De méme, si B! < A_:_ , On pose

Bl ={xe4| f(x*x) =0, v feB) .
I1 est facile de voir que B~ est toujours une face faiblement fermée de A_:_ , et
que Bi est toujours un idéal a gauche fermé de A . On dit qu'une partie B' de

A! est invariante, si 1'application (x > f(a" za)) appartient & B!,
V f (3 B' 9 V a € A. Y

4 \
THEOREME 5.1 ([11], 5.11 3 [7], 5.1). ~ Soit A une algdbre stellaire. L'applica~-

tion I —= I' est une bijection :

(a) de 1'ensemble des idéaux 2 gauche fermés de A sur l'ensemble des faces fai-

blement fermées de A_I'_ 3

(b) de 1'ensemble des idéaux bilatdres fermés de A sur 1'ensemble des faces in-

variantes faiblement fermées de A_:_ .

La bijection réciproque est F p—s F_L .

Nous ne démontrerons pas ce résultat. En utilisant le théoréme 4.1, on voit qu'il
met en évidence un théordme des bipolaires pour les faces fermées de deux c8nes en
dualité. Il est naturel de songer & appliquer le théoréme des bipolaires usuel.
Pour cela, il faudrait un théordme du type suivant : la partie positive du polaire
d'une face engendre le polaire tout entier. Dans le cas qui nous intéresse, c'est
irréalisable, sauf pour les idéaux bilatdres fermés qui, parmi les idéaux & gauche

I , sont caructérisés par 1l'une quelconque des propriétés suiventes :

(a) I est linéairement engendré par It 3
(b) I est auto-adjoint ([6], 1.8.2).

Dans le cadre de 1l'exemple 4,2, la situation est claire. Soit I un idéal 3 gau-
che d'une sous-algtbre stellaire de E£(H) avec dim(H) <+ » , et soit P le pro-

jecteur "unité" associé & I ; alors
I"=freat | £(x) =r£(PXp) , v Xea} .

Et réciproquement, si J est une face de art » on peut lui associer un unique
projecteur P de A , tel que

J=frea™t | £(x)=f(PXP) , v X e4A} ,

et alors J_L=AP .
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6. Faces de E(A) .

Soit X un convexe compact, et soit F une face fermée de X . On a toujours
X =conv(Fu F!') , o F' est la réunion des faces de X disjointes de F. De plus,
i xe€eX~N(FuF', il existe 0 <ao<1, y€eF, ze€ F' , tels que

x=ay+ (1 -a)z .

Si cette écriture est unique, et si F' est une face, on dit que F est une face

complémentable. Si dans cette écriture, le coefficient o seul est unique, et si

F' est une face, on dit que F est une face parallélisable.

Lorsque X est 1l'espace des états d'une algdbre steliaire & unité, on dit que F
est invariante, si la face engendrée par F dans Ai est invariante. On dit que

F est unitairement invariante, si pour £ € F, f(u®u) e P, V u unitaire de

A . Relativement & ces faces, X a une propriété remarquable.

1 d Ly
THEOREME 6.1. - Soit A une algébre stellaire 3 unité. Pour une face fermée de

P(A) , il est équivalent de dire que :

() P est unitairement invariante ;

(v)

P
(¢) P est complémentable ;
F

(d)

est invariante ;

est parallélisable.

Nous ne donnons pas ici la démonstration de ces équivalences qui font appel & des
théories assez élabordes. (a) «=> (c¢) a été remarqué par ALFSEN et ANDERSEN
dans [1], proposition 7.1. Ils utilisent la théorie des idéaux archimédiens dans un
espace de Banach ordonné. C'est pourquoi nous donnerons, en appendice, une démons-
tration simple reposant sur la représentation atomique, destinée aux spécialistes

des algébres stellaires.

Retournons i 1'exemple 4.2, et montrons (b) ==> (c) dans ce cadre. Si F est
invariante, 1'idéal I = F est un idéal bilatdre. On peut déduire de (v)
que, nécessairement, le projecteur "unité" P associé & I est central, c'est-&-

dire commute avec tout élément de A . En sorte que toute f € P(4) s'éerit
f(.) = £(p.P) + £((1 - P).(1 - P)) .
Et, 3 une constante multiplicative pres,
f(P.P) e F! et f((1-P).(1=-P)) eF .

Ensuite il est facile de voir que cette écriture est unique.
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7. Topologies faciales sur P(4) .
A est toujours une algtbre stellaire & unité.

Soit X un convexe compact. On appelle topologie faciale sur X , la donnée

d'une femille de faces fermées parallélisables de X , stable par intersection quel=-

conque et par enveloppe convexe finie. Ceci induit sur &(X) une topologie, encore
appelée topologie faciale, telle que toute fonction f , définie sur &(X) , et con-
tinue pour cette topologie, se prolonge en une fonction affine continue sur X

([13)). S8i & est cette topologie, notons H, 1'espace des fonctions affines con=

tinues sur X ainsi construit.

On dit que © est irréductible, si toute topologie faciale &' , moins fine que
G et telle que HG = Hg, , est identique & & . Pour plus de détails, nous ren=
voyons & [13] ou & l'exposé de ROGALKI 3 ce m8me séminaire ([14]). Du théordme 6.1,

on déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE T7.l. - I1 existe une topologie faciale plus fine que toutes les autres

sur 1l'espace des états associé & une algdbre stellaire & unité.

C'est, bien entendu, la topologie faciale définie & partir des faces complémente-
bles. Cette topologie a été introduite par ALFSEN et ANDERSEN dans [1]. C'est pour-
quoi nous dirons que cette topologie est 2A~faciale, et nous la noterons G2A .
Ceci est une situation assez remarquable, semblable a celle qu'on trouve dans les
simplexes compacts, ol toute face fermée est complémentable. Cependant, il ne faut
pas se faire d'illusion sur cette analogie. En effet, si on prend pour A 1l'alge-
bre £(H) od H est un hilbert de dimension finie, les seules faces parallélisa—
bles de P(A) sont ﬁ et P(a) !

A chaque état pur p de A , il correspond une plus petite face fermée complé-
mentable Fp o Le résultat suivant décrit simplement Fp .
PROPOSITION 7.2 ([1], 7.2 et 7.3). = On a s

(a) F = donw(U f(u*eu) , u unitaire de 4) 3
(v) Fp (Ker(m ))* :
(e) (Fp)_L = Ker(np) .

D'ol 1'on déduit une nouvelle démonstration du résultat suivant.

COROLLAIRE 7.3. - Les propriétés suivantes sont équivalentes, pour une algébre

stellaire & unité :
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(2) A est commutative ;

(v) A vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;

(e) A! vérifie le lemme de décomposition de Riesz 3

(d) Tout état pur de A est unitairement invariant (ou complémentable, ou paral-

1é1lisable).

Démonstration. = (a) => (b) => (c) => (A_:_ est réticuld => (P(4) est
un simplexe) ==> (d) . Réciproquement, si f(u¥ou) = £(.) , ¥ £feP(a), ona

flu* xu) =f(x), YxeAd, ¥ fe EA), done w¥ xu = x , ou encore xu = ux ,

Y x€ A . Ainsi x commute & tout unitaire, donc & un élément quelconque de A4 .

Ce résultat met en évidence une autre propriété du convexe compact X = E(4) , 2
savoir que, si tout point extrémal de X est complémentable, X est un simplexe,
et m8me un simplexe de Bauer. On sait qu'une telle propriété est fausse pour les

convexes compacts généraux ([1], 6.4).

Finalement, il se pose le probléme de savoir si la topologie 2A-faciale 62A
sur E(A) est irréductible. Le résultat suivant (proposition 7.4) va pemmettre d'y

répondre.

Auparavant, remarquons que, si a € A , il lui correspond une application affine
continue & de E(A) dans C , définie par a(f) = f(a) . Et réciproquement, si
on se donne une application f affine continue sur BE(A) , il lui correspond un

a€h tel que a=Db .
On note, dans ce qui suit, Z le centre de A , c'est-3~dire l'ensemble des é1é-

ments de A qui commutent avec tout élément de A .

PROPOSITION 7.4. — L'application z b—>7% est une bijection du centre 2 de A

sur 1'ensemble des fonctions affines continues sur E(A) , dont la restriction &

P(A) est 2A-facialement continue.

Nous renvoyons la démonstration en appendice, pour ne pas alourdir 1'exposé.

Elle montre aussi que Z est la plus grande sous—algdbre stellaire B de A
réticulée pour 1'ordre induit par B' , telle que pla 2 b) = sup(p(a) , p(b))
pour tout état pur p de A et tous a, b€ B (cf. 14 et 15 de [12]).

Finalement, nous sommes & mé&me de donner une condition pour que la topologie 2A=-

faciale sur P(A) soit irréductible.

’ \
THEOREME 7.5. = Soient A wune algtbre stellaire, et Z son centre. Pour que la

topologie 2A-faciale sur P(A) soit irréductible, il faut et il suffit que A

soit centrale, c'est—-a-dire que A vérifie la propriété suivante :
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Si deux représentations m et m' ont des noyaux Ker(m) gE_VKer(n') s qui

coincident sur Z , alors Ker(m) = Ker(m') .

On trouvera aussi la démonstration en appendice.

8. Autres propriétés de BE(4) .

Jusqu'a présent, nous n'avons étudié que les propriétés de E(A) relatives aux
faces fermées complémentables. Dans le m&me ordre d'idées, nous devons signaler le

résultat suivant.

PROPOSITION 8.1, - Si (F'i)iez est une famille de faces fermées complémentables

de E(4) , l'ensemble F = domv| U F.) est une face complémentable.
i€l
La démonstration est immédiate, et repose sur le fait qu'un sous-convexe compact

invariant de E(A) est nécessairement une face, donc une face complémentable.

Cependant, comme il peut ne pas exister de faces fermées complémentables dans
E(A) , les propriétés que nous énongons maintenant sont trés intéressantes, car

elles donnent des renseignements plus généraux.

Soient E un espace vectoriel, K un c8ne convexe saillant de E engendrant E,

et avec une base X lindairement compacte. On dit que X a la propriété (I), si :

FxeB, ¥ X>0, L'ensemble X n (x + AX) :
ou bien est vide, ou bien est réduit & un point, /

ou bien contient un ensemble de la forme y + pX , avec y € E et u >0 .

PROPOSITION 8.2 (ELLIS [8]). = L'espace des états d'une algdbre stellaire unifére
vérifie la propriété (I) (*).

Nous allons voir maintenant que la propriété (I) est liée au fait que toute face
fermée parallélisable est complémentable, tout au moins en dimension finie, ce qui

est a priori surprenant.

PROPOSITION 8.3. - Soit X un convexe de dimension n finie, et ayant la pro-
priété (I). Mors, toute face parallélisable de X est complémentable.

Démonstration. - Soit F une face parallélisable de X , que nous supposons non

complémentable. Alors il existe z € X , et deux décompositions distinctes

zZ = axl + (1 - a)yl = dxz + (1 - a)y2

(*) Avec E = A' dual de A , et K=Al.
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de z suivant F et F' . Il en résulte que les segments de droite (xl ’ xz) et
(yl R y2] sont portés par des droites paralléles, et ne»sont pas réduiti.é un
point. Soient x et y leurs milieux respectifs. Soit maintenant £ = 1j ; c'est
une fonction affine continue sur X , valant 1 sur F, et O sur F! , Comme
nous sommes en dimension finie, nous pouvons étendre £ & l'espace tout entier.
Nous noterons encore £ cette extension. Considérons B=Xn (y - x + X) , et

soit b un pointde B.Ona be X, donc £(b) >0 . D'autre part,

b=y~-x+x', avec x' € X ,
donc

£(0) = = £(x) + 2(x") = 4(x') =10 .

D'oy 4(b) =0, soit b € P! . Ainsi B c F' , En particulier, dim(B) <n . De la
propriété (I), il résulte que B se réduit & un point, ce qui est contradictoire

avec le fait que B contienne le segment non réduit & un point
Gy oy dnlx —x+y, x,-x+7) .

Terminons ce paragraphe en indiquant une belle propriété de E(A) . La démonstra-

tion est reportée en appendice.

THﬁOREME 8.4, - Soit F une face fermée de E(A) . On note L(F) 1'ensemble des

formes affines continues ¢ sur E(A) , telles que :

o

(i) oge gt
(i1) #2(F) =0 .

Il

Alors, 1'enveloppe supérieure de L(F) est une forme affine s. c. i. f sur

BE(A) , qui s'annule sur F exactement. De plus, f est 1'enveloppe supérieure

d'une famille filtrante croissante de fonctions de L(F) .

Dans le plan, un sommet d'un carré ne vérifie pas la propriété du théordme 8.4

par contre, tout point d'une ellipse la vérifie.

APPENDICE

A.l. Démonstration du théoréme 6.1.

DEFINITION A.1.1. = Soit X wun convexe compact. On dit qu'une forme affine s. c.

s. est caractéristique, si elle prend les valeurs O ou 1 sur &(X) . On note

Car(X) 1'ensemble de ces formes.
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LEMME A.1.2. — Soit X un convexe compact. On note 5P(X) 1'ensemble des faces
fermées parallélisables de X . L'application f p=—> {f = 1} est une bijection
de Car(X) sur $p(X) .

Démonstration. = Soit f € Car(X) . Montrons que F = {f = 1} est parallélisable.
Pour cela, il suffit de vérifier (théortme 6 de [12]) que fF est affine. Soit h
affine continue 2;1F ; alors, h >f sur &(X) , donc partout. Ce qui implique

?F > f « Réciproquement, si h est affine continue > f , alors h 7 1lp donce

h 2;1F , et comme f est enveloppe inférieure des fonctions affines qui la majo-

= f . Réciproquement, si F € 3p(x) , i‘F € Car(X) . La

A A~
rent, f 3,1z . D'ou 14

bijection résulte enfin de ce que, pour toute face femmée F de X,

F = conv(F n &(X)) .

LEMME A.1.3. - Soient I wun idéal bilatére fermé d'une algdbre stellaire A , et

(ux) une unité approchée filtrante croissante de I . Alors

(1 - limfai)) € Car(X) .

Démonstration. = Pour une représentation irréductible m de 4 , 1l'une des deux

propriétés suivantes est satisfaite :

(1) m(x) =0, et 1im n(u)\) =0
(2) n(x) #0 , et alors ([6], 2.11.3) b est irréductible, donc non dégénérde,

de sorte que n(uk) converge fortement vers 1 .

A chague u, , associons la fonction affine continue E& sur BE(A) , définie par

(£) = f(ux) , 7 f eB(4) . La famille G& est filtrante croissante majorée par

u
A
1 . Son enveloppe supérieure £ est une fonction affine s. c. i. sur BE(A) . Si

peP(h) , m et E étant 1a représentation et le vecteur associés, on a

£(p) = 1im &, (p) = 1lim p(u,) = lim(n(u,\)gl‘.:?) '

qui veut, soit O, soit 1, d'aprds ce qu'on a vu plus haut, car ||g]| =1 ([6],
2.4.3).

Démonstration du théoréme 6.1.

(b) => (d) . Soit F une face invariante fermée de E(4) . Il lui correspond
un idéal bilatére fermé I de A , tel que t=F (5.1). Soit (uh) une unité
approchée filtrante croissante de I , et soit £ = lim(ﬁ%) . D'aprés A.1.3,

G = {£ = 0} est une face fermée parallélisable. Montrons que F = G , ce qui prou-
vera (b) => (d) . Pour cela, il suffit de vérifier &(F) = &(G) , soit

P nP(A) =6 nP(a) .
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Or, d'apres [6], 2.4.9 et 5.1, pour p€ P(A) , on a

(peP) <> (p(I) =0) <= (ﬂp(1)=0) «=> (2(p) =0) «=> (peq) .

(@) => (a) . On part d'une face fermée parallélissble F de E(4) . D'aprds
le lemme A.1.2, cela équivaut & la donnée d'une forme £ affine s. c. i. sur B(a) ,
avec 0S4 <1, valant O sur F, et 1 sur F' ., Dtapres [3], 2.2.2 et 2.2.3,
il existe un élément s. c. i. de A", avec O KL L1, tel que L = 4 . Montrons
que L est central dans A" . Pour cela, considérons la représentation atomique

de A" dans B = Qi ) £(H ) . Elle est isométrique sur les éléments s. c. i. de
peP(A '
A" ., Pour que L soit central, il suffit que m(L) € n(A)* . Bn fait, nous allons

montrer mieux, & savoir que L est central dans B . Pour cela, il suffit de mon-
trer que, pour tout p € P(4) , n(L)/Hp =1; ou O . Soient donc p € P(4) , et

E € Hp , |lEl =1 . La forme @3 a k—a»(ﬂ(agglg) est pure sur A . On a donc

(m(n)ElE) = o(L) = T(p) = £(p) =0 ou 1 .

Siclest 1, ona mI)(g) =€, come [n(L)] =L}l g1 siclest O,
n(L)l/z(g) =0 . Ainsi tout vecteur £ de Hp est vecteur propre de m(L) , ce

qui n'est possible que si n(L)lH =1y ou 0.
P

P
Reste & montrer que F est unitairement invariante. Soit u wun unitaire de A

On veut u® Fu © F . Pour cela, il suffit de voir que

o(u*) e P, Voe&F) =Fnpr(a) ,
ou encore
2(p(u*u)) =0, ¥ peF nP(a) .
Or,
2(p(u®u)) = p(u” 1) = p(L) = £(p) =0 ,

par définition de p , puisque L est central.

(a) <«=> (b) est immédiat d'aprdés 6.1, car F unitairement invariante impli-

que EL bilatere.

(¢) => (d) est toujours vrai. Reste (d) => (c) . Pour cela reprenons la
démonstration de (d) ==> (a) . A la face fermée parallélisable F , il corres—
pond une fonction affine s. c. i. £ sur E(a) , valant O sur F, et 1 sur
F' , et un projecteur central L de A", tel que T=4.8 feBa) , £ s'é
crit f=cyf1+(1—a)f2,avec feF, f,eF , et 0<agl . Le fait que

1
fl € F peut s'éerire z(fl) = fl(L) =0, et que f2 e F' , entratne

z(f?_) = fZ(L) =1, soit f2(1 -L)=0 .

Si aed,
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f(Lal) = (1 - @) fz(LaL) ,
car fl(LaL) =0, et
£((1 -'L) a(1 = 1)) = of, ((1 = 1) a(1 - 1))

car f2((1 - L) a(l = L)) =0 ; il en résulte que £, et f, sont entidrement dé-

terminés par f , ce qui prouve 1l'unicité de la décomposition.

COROLLAIRE A.1.4. - Sous les hypothéses du théoréme 6.1, on a, pour un état
f e E(4) :

(a) feP <= £(I)
(b) feP > |1

03
Iy

Démonstration. - Le (a) n'est autre que 5.1. Montrons (b). Si £ e F!' , on a,

avec les notations précédentes, £(f) = f(L) = 1, et donc

f(L) =1 .

”fII” > sup|£(y,) |

Dlou 1 =||fl| = ”fII” . Réciproquement, si ||f]| = ”fII” =1, on a, d'aprés [6],
20 4. 3,'
£(1) = Lin(£(u,)) = ”fIIH = 1,

et donc f € F! ,

Remarque. - Cela redonne la décomposition 2.11.7 de [6] dans 1le cas unitaire.
Cela laisse supposer qu'un théordme, du genre 6.1, est valable dans le cas sans uni-
té.

I1 est utile d'énoncer le corollaire suivant, ou Pi désigne 1'ensemble des pro=~

jecteurs s. c. i. de A" .

COROLLAIRE A.1.5.

() L'application p f=—> 1 -7 est une bijection de @ sur car(B(a)) .
(B) L'application f p—> ff = 1} est une bijection de Car(E(A)) sur & (E(A))
(v) L'application F ->F est une bijection de & (E(A)) sur 1'ensemble des

idéaux bilatdres fermés de A .

A.2. Démonstration de la proposition 7.4.

Dans un sens, c'est facile. Soit f une fonction définie sur P(A) s 2A-faciale-
ment continue. D'aprds [12], théordme 12, f se prolonge de maniére unique en une
forme affine continmue f sur E(A) . Soit maintenant z 1'élément de A » tel que

=f. Puisque f est constante sur chaque face Fp , p € P(a) s ON a
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o(z) = £(p) = £(p(u*.n)) = p(u*.zu) , VpeP(A), Vu unitaire de 4 .

I1 en résulte que 3z = w* zu y S0it uz = zu , autrement dit, 2z commute & tout

unitaire de A , donc z € Z .

Pour la réciproque, nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME A.2.1. = L'application ¢ ¢ f b—>.flz est affine continue de E(4) sur
E(Z) , dont la restriction & P(A) est une application de P(A) sur P(Z) , con-

tinue pour les topologies 2A~faciales.

Démonstration. = Cette application est évidemment continue. Elle est surjective
dtaprés [6], 2.10.1. Montrons que, si p € P(4) , Pz € P(Z) , autrement dit Jp
est un caractére. Soient ™ et E_  1la représentation et le vecteur associds H

comne w = est irréductible, np(Z) c np(A)' se réduit aux scalaires ([6], 2.3.1).
Done
p(z) = ﬁp(Z)(gplap) = np(z) , VzeZ ,

car ngl] =1 . Mais alors,
p(az) = (np(aZ)gplgp) = (m (2) ﬂp(Z)Eplip) = np(a)(ﬂp(Z)gplép) = p(a) o(2) ,
Yz2e€eZ2, VVael.

En particulier, plz est un caractére. Reste & montrer la continuité pour les to-
pologies 2A-faciales. Montrons que, si F est une face fermée (invariante) de
E(Z) , ¢={f e B(a) | f‘z} est une face unitairement invariante. Or il est bien
connu que G est une face (m&me démonstration que [6], 2.10.1) ; et que G soit
unitairement invariante est immédiat, puisque pIZ = p(u .u)lz s Y u unitaire de
A,

Retournons maintenant a la démonstration de 7.4. Soit z € % . Par la transforma=
tion de Gel'fand, 2z s'identifie & une fonction contimue 8(z) sur Sp(2Z) = P(2)
muni de la topologie faible. Mais, puisque E(Z) est un simplexe de Bauer, cette
topologie coincide avec la topologie 2A-~faciale sur P(Z) ([12], 25). D'apres le
lemme, 1'application ©(z) se reldve en une fonction 2A~facialement continue 3
sur B(4) .

A.3. Démonstration du théoreme 7.5.
’\’\MM’MMW

Nous avons remarqué dans la démonstration du lemme A.2.1 que, si p € P(4) ’
PIZ était scalaire, en sorte qu'on pouvait écrire (z) o(z) pour tout z € Z.

I1 en résulte, en particulier, que

(A.3.1) Z rlKer(np) = Z n Ker(p) , v pepP(a) .
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Cela étant, supposons A centrale, et soit F une face fermée invariante de
B(A) . Soit G = () ; c'est une face fermée ([13], lemme 28). Montrons que
F= cp-l(G) . Pour cela, il suffit que S(cp-l(G)) c &(F) . Prenons donc un état pur
p dans F, et p!' e P(4) , tels que p'lz =05 D'aprés (A.3.1),

Ker(np) nz= Ker(p) nZz= Ker(p') nz= Ker(np,) naza ,

de sorte que, comme A est centrale, Ker(ﬂp) = Ker(np,) , donc Ker(p?) » Ker(np)

ou encore p! € Fp cF, dlapres 7.2.

Supposons maintenant que A ne soit pas centrale. Alors, il existe p et p'
appartenant & P(4) , tels que Ker(np) nZ= Ker(np,) ngZ et Ker(np) # Ker(np,) .

L*'égalité des noyaux sur 2 implique Pz = p'IZ , donc p'e cp_l(cp(Fp)) « Distin-

guons deux cas @

(1) L'un des noyaux est contenu dans 1'sutre, par exemple Ker(m ) 2 Ker(w ,) .
Alors p' € F_ . En effet, si on avait p' € F_, on aurait p'(Ker(n )) =0 d'e-
pres 7.2, et donc Ker(n ,) 2 Ker(m ) d'aprés [6], 2.4.11, ce qui sera.lt absurde.

(2) Aucun des noy aux ntest COntenu dans 1l'autre. Alors, Ker(p') #Ker(np) ’
car si on avait 1'inclusion, on aurait Ker(np,) = Ker(rrp) d'aprés [6], 2.4.10.

Finalement, on a encore p!' € Fp d'apres T.2.

Dens les deux cas, p'! € Fp et p' e o 1(cp(F )) , soit F £ o (cp(ﬂ )) , ce qui
exprime que F n'est l'image réciproque d'aucune face fermée de E(Z) . I1 résul-

te du théordme 20 (b) de [12] que la topologie 2A-faciale n'est pas irréductible.

A.4. Démonstration du théoréme 8.4.

Soit F une face fermée de E(A) . D'aprés le théordme 5.1, il existe un idéal 2
gauche fermé de A , tel que F = Tt . Soit (u)\) une unité approchée filtrante
croigsante de I . Il lui correspond une famille filtrante croissante ’Jh de fonc-
tions affines continues sur BE(A) , dont 1'enveloppe supérieure £ est affine s. c.
i. Puisque, pour tout A\ , 0L )\\ 1, alors 0L L1 deplus, si fe€F,
ﬁ‘)\(f) = f(uk) =0, donc f,(f) = 0 . Montrons qu'inversement, £(f) = 0 , pour
£ € B(A) , implique f € F, c'est-a-dire que f£(y) = O pour tout y € I* . Or, il
résulte de la démonstration de 1.7.2 de [6], que pour tout y € It et tout entier
n , il existe A tel que

1
(A.4.1) ogy<(F+Il)u, -

Or, si 4(f) =0, a fortiori ?J.J)\(f) = 0 pour tout A , donc

Fe) g G+ )T =0 .
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Ainsi, f annule It , donc, d'aprés 5.1, feF,.

Montrons finalement que, si u € L(F) , u\< 4 4 ce qui achévera de montrer 8.4.
Soit a€l tel que 2=u.On a 053’51 « De plus, u est nulle sur F,

donc a € F_L = I . On peut appliquer (A.4.1). Pour tout n y 11 existe A\ tel que

1 ~ 1
O\<u\<<;l-+ 1)“16(;{'" 1)z .

En faisant tendre n vers 1l'infini, on obtient u 4.
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Faciale (topologie)eseeecccesees 7 SPECtTCeeesscscsaccsncsrscscnas 2,0
Hermitien (61ément)eeeeececeees 1.2 Stellaire (algdbre)eeeceecvoses 1.1
Invariante (partie)eececeeceeesss 4 Topologiquement irréductible
Invariante (£ace)e.eecesececeese 6 (représentation). 3.2
InVOlutioneeeescecsocsesnconess  1o1 Totalisateur (vecteur).eeeeeees 3.2
Irréductible (topologie)eseeess 7 Unitairement invariante (face). 6

INDEX DES NOTATIONS

A ceviiriiiiiiinees 102 Bt , Bl teeieiiiiiiiiinnes 5
SP(A) veveeneeneennes 2.2 Gop +rvesessensnnsescansnes  Tol

< () R . V1
R Z teeeereriernsneresnnnenns  Tid
E(A) , P(A) eevennves 3.2 Car(X) , 5P(x) cecesencnees  Aul
Ep s T sevecnceeases 3.3 Pi tecescescccscscsssssesses Acl.5
/U 1 T 2

p



(1]
[2]

(3]
(4]

[5]
(6]

(7]

(8]
[9]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]

4~21

BIBLIOGRAPHIE

ALFSEN (Erik) and ANDERSEN (T. B.). - Split faces of compact convex sets,
Aarhus Universitet, Reprint Series, 1968/69, n° 32.

COMBES (Frangois). - Sur les faces d'une C"-algdbre, Bull. Sc. math., t. 93,
1969, p. 37-62.

COMBES (Frangois). - Quelques propriétés des C*~algdbres (& parattre).

DELAROCHE (Claire). - Sur les centres des C*-algdbres, Bull. Sc. math., t. 91,
1967, p. 105-112.

DIEUDONNE (Jean). - Eléments d'analyse, tomes 1 et 2. = Paris, Gauthier-Villars,
1968 (Cahiers scientifiques, 28 et 31).

DIXMIER (Jacques). - Les Cﬁ;algébres et leurs représentations. - Paris,
Gauthier-Villars, 1964 (Cahiers scientifiques, 29).

EFFROS (E. G.). - Order ideals in a c*Lalgebra and its dual, Duke math. J.,
tc 30’ 1963’ p; 391-412.

ELLIS (A. J.). = An intersection property for state spaces, J. London math.
Soc., t. 43, 1968, p. 173-176.

GODEMENT (Roger). = Cours d'algdbre. — Paris, Hermann, 1963 (Enseignement des
Sciences, 5).

PHELPS (R. R.). - Extreme points in function algebras, Duke math. J., t. 32,
1965, po 267"‘2‘77.

PROSSER (Reese T.). - On the ideal structure of operator algebras. = Providen-
ce, American mathematical Society, 1963 (Memoirs of the American mathemati-
cal Society, 45).

ROGALSKI (Marc). - Topologie faciale dans les convexes compacts, C. R. Acad.
Sc. Paris, t. 270, 1970, Série A, p. 523-526.

ROGALSKT (Marc). - Etude du quotient d'un simplexe par une face fermée, et ap-
plication & un théoréme de Alfsen ; quotient par une relation d'équivalence,
Sémineire Brelot=-Choquet-Deny : Théorie du potentiel, 12e¢ année, 1967/68,
n°® 2, 25 p.

ROGALSKI (Marc). - Topologies faciales dans les convexes compacts ; calcul
fonctionnel et décomposition spectrale dans le centre d'un espace A(X) ,
Séminaire Choquet : Initiation & 1'analyse, 9e année, 1969/70, n° 3.

(Texte regu le 15 janvier 1970)

Alain GOULLET de RUGY
Att. Rech. CNRS

10 parc du Ch8&teau

78 - LOUVECIENNES




