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Séminaire CHOQUET 11=01
(Im.t:.atlon 4 1'Analyse)
5e¢ annde, 1965/66, n° 11 | 28 avril 1966

SUR DES MONOIDES DE FONCTIONS GONTINUES

par Michel LEDUC

Cet exposé relate un travail, entrepris par R. SPECTOR [4], et que nous avons
poursuivi ensemble.

’

Il s agit d'associer & certains homomorph:.smes de monoi:des de fonctions numéri-
ques ( ) contimues des applications contimues entre les espaces souswjacents.

Dans cet ordre d'idées, le théoréme 2 et la proposition 8 généralisent stricte-
ment un résultat classique ([1], 10.6, p. 142) ; mais notre démonstration paratt
notoirement différente. D'autre part, le théoréme 6 généralise un résultat assez

ancien de L. MILGRAM [3] ; on en trouvera une démonstration directe plus rapide
dans [2].

Ge. CHOQUET suggére que les homomorphismes réguliers introduits pourraient bien
jouir de propriétés en relation avec la structure d'ordre.

Premiére partie

o]

T
Soit E un espace topologique. Pour tout f e C(E) , motons Z(f) = £ 1(O) 3
alors on &

72(8) < £7(0) ot Z(f) 2(£) ..

o of

ol

LEMME 1. - Si A et B sont des parties fermées, AU B =4 u

5
Fneffebs AUBCADB est immédiat.

T e
Réciproquement, soit Q l'ouvert : A U B « (4 u B) ’

o -] -3 (o]
QcAUBN(AuB)c(AN4a)u BB ,

pa.rsuite: QNAcB \B,or Q s~ & est ouvert, doncv:.de, et Qc i, dlou
QCA,pu.ls QCB\B donc Q=g ; Pinalagent AUBCAUB done

ol
tool
*

A&BC U

(}) Ou & valeurs dans un corps séparé.
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Le lemme se généralise par récurrence & une famille finie de parties fermées (2) .

Soient F un espace topologique, et & < C(E) un monoide multiplicatif (partie
stable par multiplication). Un homomorphisme o de & dans C(F) est dit régu-
lier si O0ed ot 2(0) =0 et si, pour a#b dans E, ola) no) =4 ol

v xekE o(x) = n Z(ozf) .
{3 x=2(2) )

Alors §

TH]%DRE'ME 2. - Soient E et F des espaces topologiques, @ un monoide de

C(E) 3 si B est compact, alors & tout homomorphisme régulier o de U dans
C(F) est associde une application & de F dans E, telle que, pour tout fed,
~-1

(2£) < z(af)

De plus, & est contimue, et, pour toute partie fermée A de E:

&) = N AC
{fed;acz(£)}

En effet, soit A un fermé de E,

U olx) = N 2(af) 3
xEA {fECI.;ACZ(f)}

1'inclusion est immédiate. Réciproquement, si y £ U o(x) :
x€A

v xeh, 3fed, x€ Z(f) et y§£ 2(f) ,

done (Zf){fea;yyéi_(-_ogﬁ} recouvre A , et comme A est compact, il existe une
partie finie 4, de @ telle que :

Ac y z(8) et y£ed, , v#£zkd ;
£ell,

posons g =Tl £ il vient get et g (0) = Y £ (0) , done

do o)

0
2(g) = U £20) 2 U z(f) 24 ;
feq, feg,

or, comme afg) = [l a(f) ,
£

(2) Sanf peut-8tre une, car dans le lemme, on n'a pas utilisé la fermeture de B .
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@)™ © = u @)™ (0
v et
et, dlapres le lemms,
Z(eg) = U Z(af) ,
fed,
done y £ Zlag)
En particulier :
U olx) = n Z(af) = 2(@(0)) = 2(0) = F ,
xeB - { fed3Ec7(£) )

done . (p(x)) wep [2Tme une partition de F .

4,

Soit §31 F —> E,si vfed, a (2 c 2(af) , alors

txeE, &t(x) < n gl (zp) < n Z(af) < olx) ,
{ fet3xez(£)} { felsxez(£)}

donc & est l'application canonique associée & la partition (p(x) )xeF.. .

Réeciproquement, soit & cette application s pour A fermé,

g = U 3@ = U e
x€EA X€EL

est fermé comme intersection de fermés, donc & est continue. Enfin, soit f e d,
Vye &“I(Zf) , &(y) e 2(£) , donc

@) =

n Z(ag) < Z(O-lf) ’
{gea(y)ez(g)}

or yedtGEE) , donc finalement 1 (2f) < Z(af) , et puisque 7 l(zf) est
ouvert,
[o]

a1 (z6) < 2(af) = 2(af) .
Soit A un fermé de E, si fed et Ac Z(f) ,

~=l ~l

& (a) e~ (2£) < 2(af) ,
donc

N 2(af) =571 (a) © N 2(af)
{ feq;4cZ(£)} { fed; AcZ(£)}

puis 1'égalité (3).

3 . — ' . )
(%) 4 posteriori : o(x) = { fgd;:@'eZ( ) Z(af) 3 pourtant il semble nécessaire

d'énoncer le second axiome de régularité avec des adhérences, au moins pour obte-
nir uwne gpplication & qui soit continue.



Remarques. = Pour E=F , si « = injection canonique est réguliére, & = ido

car Y xek, &-1(x)ax.

PROPOSITION 3. = Soient E et F des espaces compacts, G un espace topologi-

que, & un monoide de C(E) , « un homomorphisme régulier de & dans C(F) ,
et B un homomorphisme régulier de o(d) dans C(G) ; si B° a_sst régulier (4),
alors fa=&c B .

En effet ¢

veea, @oB™ (20 = 5 E(20) € 5 (20D) < 2(sale) .

Seconde partie

Soit E un espace topologique.

Un monoIde d _c_i_g C(E) est dit riche _§_1_ 1 e€ed et si, pour tout fermé A g_g_
E $4

YxeEsh, 3fed: actt(1) et xez(e) .

Remai'quons qu'alors : pour tout compact K disjoint de A , il existe f €4
tel que
ac i) et Kcz(f) ,

et si A et B sont compacts disjoints, il existe f et g € A tels que
beg(f), Beozlg et Z(H) nz =p e,

car 1 fed s AcZ(f) et BCf’l(l) ,donc Bniz(f) =P , puis 3 ge &g

Becz(zg) et Z(F) c g (1) , done 2(f) n 2@ =P .

LEMME 4. - Soient E et F des espaces topologiques, @ un monoIde riche de
C(E) , et « wun homomorphisme injectif de & dans C(F) , d'image riche, alors,
pour f et g €@,

Z(£) et 2(g) compacts disjoints => Z(af) n Z(ag) =P

Bt par suite également :

Z(af) et Z(ag) compacts disjoints => Z(f) n2(g) =4 .

(4) Peut-dtre ces hypothéses sont-elles surabondantes ; il ne semble pourtant
pas exister de relation simple entre la régularité de o , de B et celle de PBx »

(°) En particulier, si O € & , l'injection canonique de @ dans C(E) est un
homomorphisme régulier ; la réciproque est fausse.
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En effet : d'abord «(l) =1 , car dds que o (1) #§ , soit ge o™ (1) ,
1 =alg) = alegsl) = alg) (1) =alt) .
Ensuite (cf. appendice), on démontre facilement que, pour f et g e C(E) ,

72(f) c 2(g) <=> (hed et fh=f => gh=g) |,

puis .
(heCE) , gh=g et 2(f) < 3(h)) = 32(f) <z(g) ,
et
7Z(g) = 7(£) , .Z_(—f-)' compact => Zhed: gh=g et Z(f) < z(h) ,
enfin

2(f) n2(g) =% <= (hed, fh=f et gh=g = h=1) 3

on en déduit immédiatement que, si o est injectif et d'image riche, pour f et
g € d

2(£) n 2(g) = f <= Z(of) n2(eg) =P et 2(£) © 2(g) <= 3Z(af) < Z(eg) -
Alors ¢ si E(_B— et E(_g-j sont des compacts disjoints, il existe fl et g, e
avec
2(f) < 2(£) , () < 2(g) et 2(£) nzlg) =8 3

dono, il existe h et k € d tels que

f,h=1, g k=g , 72(f) < 2(h) et Z(g) < 2(x) ;
finalement : «f(h) et olk) e c(F) , oz(fl) e (h) =01(f1) ’ oz(gl) a(k) =01(g1) ’
Z(af) < z2(oh) , Z(ag) < 2(ak) et Z(ozfl) n Z(agl) =f , donc

z(af) < Z(ozfl) y Zlag) © Z(ozgl) et Z(ozfl) n Z(agl) =p ,
d'ou le résultat.

PROPOSITION 5. = Soient E un espace compact, F un espace topologique, & -n
monoTde riche de C(E) , et o« un homomorphisme de & dans C(F) :

(1) si « est régulier et « T (0) = {0} , alors E =a(F) ,
(2) si o est injectif (6) d'image riche, alors o est régulier,
(3) si, de plus, F est localement compact, & est injectif.

(6) Cette condition peut &tre remplacée par ot (0) = {0} en utilisant, les ca-
ractérisations pour F compact (cf. [2]) : '
72(f) c 72(g) <= (hed et fh=0 => gh=0)
et
2(f) n2(g) =P <=> (hed et fh=0=hg = h=0) .
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En effet :

(1) si er\g(-ﬁ, 1fed: f(x)=1 et E(F_SCZ(f),or

F=3tGEE) <a(2z) < 2(ef)
done alf) =0 et o (0) # {0} .
(2) D'une part, O e ¢ (prendre K=E), et si V yeF, 3 f el
gc ()™t (0) et y ezt ;

or «(0) = a(0.f) = ¢(0).«(£f) implique (2(0))(y) = 0, contradictoire 3 xe€ Z(ef) .
D'autre part, soient a#b dans E, 3 f et g €3

aecZ(f), beizlg) et 2(8) nzlg) =9 ,

mais alors Z(af) n Z(ag) =¥ dlaprés le lemme, donc

ola) no®) =4 -

(3) De mfme, soient u# v dans F, il existe f et g €d tels que

we 2f) , veiseg) et ) nileg) =p ,

de plus F étant localement compact, on peut prendre Z(af) et Z(ag) compacts,
done
2(£) n2(g) =4 ;

or &lu) e 72(f) et alv) e Z(_és , donc &(u) # a(v) . En effet :

Z(af) < &1 (2F) = Z(ah)

n
{nea; Z(£)<z(h)}
car 2Z(h) = 72(£) 2 Z(f) implique Z(oh) = Z(af)

THREOREME 6. - Soient E et F deux espaces compacts ; 4 tout isomorphisme o

entre deux monoides riches de C(E) et C(F) , est associé un homéomorphigme en-
tre E et F .

Il y adeux démonstrations possibles

Premidre méthode. — D'aprés (2), o, ot ’ vl et ol.y somt réguliers,
donc ¢

’\.I e
oo =a = identité, ,
A —~)
o e d = = identitéF ,

N
~ - . . N . -]
et & est bijective contimue, ainsi que son inverse o .
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Deuxditme méthode. = D'aprées (2), o est régulier ; &(F) , image contimme d'un

compact, est fermée, donc @ est surjective d'sprés (1) ; enfin d'apres (3), @

est injective.

Finalement, « , bijection continue d'un compact sur un séparé, est une homéomor-
phie.

Remapoue. ~ En général, o(f) #fo o .

Bremple (') : BE=F, a=C(E) , soit peCE, )0, =(; « {1} , prendre
a(f) = £ e c(B) .

Troisiéme partie

Achevons par quelques compléments.

PROPOSITION 7. - Seient E et F des espaces topologiques, @ une algebre ri-
che (8) de C(E) ; si E est séparé, alors tout homomorphisme d'algdbres unitai-
re o de d dans C(F) est régulier ; si de plus E est compact et si f € oy

ot £1(0) =f impliguent 1/f e, glors ¥ fe®, o(f) =f oG .

En effet : soient a #b dans E, E étant séparé, il existe un voisinage fer—
mé A de b tel que ag h,donc Afef: Acf (1) et ae z(f) ; alors

7t n 2@l D) c @O O n @ -af) 0 =8 ,

donc o est régulier.
Puis, soit fe d, Ker o(f) cKer fo & ; en effet :
(g0 (0) =& (£7H(0) = n 2(ag) 2 (@)™ (0)
{9271 (0)<2(e)}

car, si £(0) < 7(g) , il existe he & tel que : £-(0) e b (1) et
C z(g) < z(h) , donc gh =0 et Ker(f2 + h2) =f 5 alors 1/(f2 + h2) € d et
(2 + b)) (/2 + 1) =a(l) =1, d'lot Ker o(ff + 1% = ; or :

o409 =a(®2+ @2 ot ale)el) =olgh) =) =0 ,

(7) R. SPECTOR a, du reste, donné un exemple (ef. [2]) ou o est un isomorphis-
me dtalgebres.

) La démonstration est dennée dans le cas réel ; pour le cas complexe, il con-
vient de supposer & et o autoconjugués.
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done
@)™ (0) <€ @™ (0 et C ()™ (0) ©zlg) -
Finalement, Vv t € R,
(@)™t (4) = Ker(tl = of) = Ker a(t1 - £) c Ker(tl = £) o & = Ker(tl = £ 0 &)

soit @B)™ () € (o)™ (), dlow a(f) =fo0 & .

PROPOSITION 8. - Soient E wun espace compact, avec 1 < card(E) , F un espace

topologique, ¢ un momofde, et « un homomorphisme régulier de ¢ dans C(F) ;

-~

une condition nécessaire et suffisante pour que, vV £e€d , a(f) = £ o0& est que

o se prolonge & C(E) en un homomorphisme dtalgébres.

La condition nécessaire est immédiate.

Récipraquement : soit p : C(E) —> ¢(F) un homomorphisme d'algébres ; si
g prolonge « , alers B(1) =1 , en effet :

p(1) = p(L.1) = p(1).p(1)
implique Im p(1) = {0, 1} , donc Ker p(1) est ouvert ; or, pour tout fe d,
«(£) = p(f) = p(t.0) = (1)) ,

done Ker a(f) = Ker p(1) , dtod
z(xf) 2 Ker p(1) 3

soient alors a# b dans E, Ker p(1) < ¢(a) n o(b) =¢ , d'ol
In g(1) = {1} .
Alors, B &tant compact, donc mormal, C(E) est riche, et par suite, dlaprés la
proposition 7 ¢ v fe C(E) ,
6(f) = o f .
Do plus, ¥ £ 8 , 5 r(zf) c z(pf) = Z(af) , donc B =a, et ¥ £ed,

a(f) =p(f) =foa .

PROPOSITION 9. - Soient (E, d) et (F, 6) des métriques ; supposons E
compact, ainsi 1ip(E) est une algébre ; tout homomorphisme d'algébres unitaire
@ de 1ip(E) dans C(F) est régulier ;
egt lipschitzienne.

si, de plus, Imao < lip F , glors &

En effet ¢ lip(E) est riche, car soiemt A fermé et a e E « A, par locale
compacité, il existe un voisinage compact K de a tel que KnA=g, donc
d(4 , K) >0 ; posons :
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£ XEE-——)mn{l,a-(z—'—-KT}GEO ’

alors f e lip(B) , Lc gt (1) et xeK:.-Z(f) .

D'awtre part, E étant compact, si £ € lip(E) et £10) =g, 1/f est lip-
schitzieme (et méme |||t/ < |||€lll <it/5]] ) ; finalement o« est régulier, et
y £ e lip(E) ,
o(f) =foqa ,
d'od il résulte, si Im o < lip(F) , que :

Ima<c6={ge el ; e+ ||} <=
avec

lell = a1 le) | et mgm = o |8gu()u-; %()v)L

Or on sait que @ est une algébre de Banach semi-simple, donc « est contime

en particulier :
o) < el + il -

i £e 1lip(E), “
Par suite, soient u # v dans F , comme pour

fi:1 xeE =—> d(x, alw) e (0, ,
on a
HfH SU.p a(x ’ a(x)) sr= diam(BE) < » et Hlfm -

il vient @

G B0 Lo S =Bl ol <o

Remarque. - De méme : soient E et F des variétés différentiables de classe
¢®, E étant compacte, et o un homomorphisme d'algébres unitaire de ¢ (B)
dens C*(F) ; alors & € C*(F, E) »

En effet : E &tant compacte, dim(E) est finie et il y a partition différen—
tisble de 1'unité, donc CP(E) est riche ; de plus, si fe CP(E) ot £ (0) =4,
slors 1/f € C*(E) . Finalement, pour toute coerdonnée f ,

£od=alf)ec(r) ,

donc & est de classe c® .



11=10

Appencice

Soient E un espace topologique, f et g € C¢(E) « Remarquons d!abord que

fg=f <= g (1) 2C 35 .
Alors ¢
2(£) < 2(g) => (he C(E) et fh=f => gh=g) ,

en effet, soit he C(E) , si fh=f, alors gh =g, car
pH (1) 2 C 2(0) = C 2(g) 3

puis ¢ _
necE , gh=g et 2z(f) cz2() => Z2(£) < z2(g) ,
en effet '
7200 < 2(n) e b7 (0) = Cn7H(1) < 2(0) ;
enfin @
72(£) n2(g) =f = (hecCE , fh=f et gh=g = h=1) ,

en effet, soit h e C(E) , s fh=f et gh=g, alors

(1) 2 Cz(f) ul 2(e) =C(2f n2g) =E .

Soit O wun monoide riche de C(E) . Alors :
72(f) c 2(g) <= (hed et fh=f => gh=g) ,
en effet, si z(f) ¢ 2(g) , soit x € Z(f) ~ 2(g) , elors
anheds: Cz(f) cnt(1) et xez(h) ,

. donec fh=f, mais ghs# g, car xECZ(g)\h-l(l) .

Puis %@ = 2(f) , 2Z(f) compact => ahe®: gh=g et Z(f) z(h) ,

en effet, 3 he®: ( 2(g) Ch"l(l) et 7(f) < 2(h) .

Enfin 2(f) n2(g) =P <= (he®, fh=f et gh=g => h=1) ,

en effet, si Z(f) n Z(g) #P , soit x € z(£) n z(g) , alors '
ihed: C(2fnzg) ch™(1) et xe z(h) ,

done h#1,mais C 2(f) uC 2(g) b (1) , d'on

fh=1~F et gh=g =
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Pour terminer ¢ soient E et F des espaces topologiques, « un monoide riche
de C(E) , et o une injection homomorphe d'imege riche de & dans C(F) . Pour
f et g ed,
2(£) < z2(g) <=> 2lf) < z(ag) ,
car ‘
hed !
Z(af) < Z2(ag) < .

S o= alg).(h) =a(g))
| o) o) = a(f>j

<= (hea et fh=Ff =—> g.h:g) 3

dtautre part :

72(£) n2(g) =P <=> Z(af) n2lag) =0 ,
car .
wﬂam)=ﬂﬂz

Z(f) nZleg) =P <=>| hed et t.o= alh) =1 >
o (g) «a(h) )

I
R
—
[o°]
p—
e

<> (he@, fh=f et gh=g = h=1) .
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