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SUR DES MONOÏDES DE FONCTIONS CONTINUES

par Michel LEDUC

Séminaire CROQUET
’ (Initiation à l’Analyse)
5e année, 1965/66, n~ 11 28 avril 1966

Cet exposé relate un travail, entrepris par R. SPECTOR [4]~ et que nous avons

poursuivi ensemble.
, ’ ’"

II s’agit dissocier à certains homomorphismes de monoïdes de fonctions numéri-

ques ( ) continues des applications continues entre les espaces sou-jacents.
Dans cet ordre d’idées, le théorème 2 et la proposition 8 généralisent stricte-

ment un résultat classique ([l]~ 10.6, p. 142) ~ mais notre démonstration parait
notoirement différente. Diantre part, le théorème 6 généralise un résultat assez
ancien de A. MILGRAM [3] ; on en trouvera une démonstration directe plus rapide
dans [2].

G. CHOQUET suggère que les homomorphismes réguliers introduits pourraient bien

jouir de propriétés en relation avec la structure d’ordre.

Première partie
o

Soit E un espace topologique. Pour tout f ~ Z(f) = f~ (0) ;
alors on a

LEMME 1. - Si A et B sont des parties fermées, A  B = Å ~ 
~- ~ ~2014~.2014

En effet: A ~ B ~ A ~ B est immédiat..

Réciproquement, soit Q l ’ouvert .: A u B  (A u ) ,

o

par suite: Q ’ à  B , B , or Q , à est ouvert, donc vide, et Q  1; , d’où
o o o w v

Q  à , puis Q C B ’ B , donc Q = j$ j finalement à u B ~ A u B , donc

~ ) Ou à valeurs dans un corps séparé.



Le lemme se généralise par récurrence à une famille finie de parties fermées ( ) .

Soient F un espace topologique, et OL = C(E) un monoïde multiplicatif (partie

stable par multiplication). Un homomorphisme a de ’3. dans C(F) est dit régu-

liersi 0 ~ 03B1 et a(0) =0 et si, pour dans E, (p(a) où

Alors,

THÉORÈME 2. - Soient E et F des espaces topologiques, OL un monoïde de

C(E) ; si E est conpact, alors à tout homomorphisme régulier a de CL dans

C(F) est associée une application S de F dans E . telle que, pour tout 

De plus~ â est continue et pour toute partie fermée ~ de E:

En effet, soit A un fermé de E,

l’inclusion est immédiate. Réciproquement, si y ~ U 
xëA

recouvre A , et comme A est compact, il existe une

partie finie ~Ca de ~. telle que :

posons g = ii f j il vient g e G et g-1 (0) = V P (0) , donc
j féd~

o~, = ~i a ~f) ,
f~

(2) Sauf peut-être une, car dans le lemme, on n’a pas utilisé la fermeture de B .



et, diaprés le lemme,

donc y  Z(ag) .

En particulier :

donc une partition de F.

donc 5 est l’application canonique associée à la partition 

Réciproquement, soit a cette application : pour A fermé,

est fermé comme intersection de fermés, donc 5 est continue. Enfin, soit f e A ,
Vy 2(y) s donc

or y E (5 (y)) ~ donc finalement et puisque est

ouvert, 
-

Soit A un fermé de E, si f e a et 

puis l’égalité (3).

( ) A posteriori : pourtant il semble nécessaire
d~ énoncer le second axiome de régularité avec des adhérences, au moins pour obte-
nir une application 5 qui soit continue 



Remarque~ - Pour E = F ~ si a == injection canonique est régulière~ 5 = id
car 5~(x) ax .

PROPOSITION 3* - Soient E et F des espaces compacts, G un espace 
GL un monoïde de C(E) , a un homomorphisme régulier de A dans C(F) ,

et p un homomorphisme régulier de a(d) dans si p o q ect régulier (4),
alors % = 5 o p ~

En effet :

Seconde artie

Soit E un espace topologique.

Un monoide a de C(E) est dit riche si 1 E A et pour tout fermé A de

E ,

Remarquons qu’alors : pour tout compact K disjoint de A , il existe a

tel que

. et si A et .B sont compacts disjoints, il existe f et g e ~L tels que

car ~ f ~ 03B1 : A et donc B nZ(f) = ~ , puis 3 ged :
B c:z(g) et ~g~(l) , donc Z(f) n Z(g) =~ .

LEMME 4. - Soient E et F des espaces topologiques, CL un monoïde riche de

C(E) ~ j~ a un homomorphisme injectif de a dans G(F) ~ 
.

Z(f) et Z(g) compacts disjoints ===> Z(af) n Z(ag) ==J~ .

Eb par suite également ~

Z(off) et Z(ag) compacts disjoints ==> Z(f) nZ(g) = ~ .

( ) Peut-être ces hypothèses sont-elles surabondantes ; il ne semble pourtant
pas exister de relation simple entre la régularité de de 03B2 et celle de 03B203B1 .

( ) En particulier, si 0 e l’injection canonique de OL dans C(E) est un
homomorphisme régulier ; la réciproque est fausse.



En effet : d’abord a(l) = 1 , car dès que soit (l) ~

Ensuite (cf. appendice) , on démontre facilement que, pour £ et g 

on en déduit immédiatement que, si s est injectif et d’image riche, pour f et

g e a :

Alors : si Z(f) et Z(g) sont des compacts disjoints, il existe ~~ et gl e OL

avec

dono, il existe h et k E a tels que

finalement : a (h) et a (k) E ~ (F) ~ ~.~ (h) = a (f~ ) ~ a (k) =a(g~) ,
Z(af) ~. Z(ah) , Z(ak) et Z(afl) n donc

d’où le résultats

PROPOSITION 5. - Soient E un espace compact, F un espace topologique, GL un

monoïde riche de C(E) , et a un homomorphisme de &#x26; dans C(F) :

(1) si 03B1 est régulier et 03B1-1(0)={0} , alors 
(2) si a est injectif ( ) d’image riche, alors a est régulier,
(3) si de plus~ F est localement compacta S est injectif.

( ) Cette condition peut être remplacée par (0) = (0) en utilisant, les ça-
ractérisations pour F compact (cf. [2]) : .



En effet :

donc a (f) = 0 et f 0} .

(2) D’une part, 0e a (prendre K = ~ ) ~ et si b’ y f E .1 ;

or a(0) = c~(O.f) = o;(0).a(f) implique (~ (0)) ( y) ~ 0 , contradictoire à x E Z(af) .

DI autre part, soient dans f et g eCf.:

mais alors Z (af ) n Z(ag) d’après le lemme, donc

(3) Démine, soient u f:- v dans F, il existe f et g E a tels que

de plus F étant localement compacta on peut prendre Z(af) et compacts,

donc

or a(u) E Z(f) et S(v) E Z(g) , donc 5(u) f â (v) . En effet :

car Z(h) ~ Z(f) ~ Z(f) implique 

Soient E et F deux espaces compacts ? à tout a

entre monoïdes riches de C (E) et C(F) , est associé un homéomorphisme en-
tre E et F 

II y a deux démonstrations possibles s

Première méthode. - D’après (2), 03B1 , 03B1-1 , 03B1.03B1-1 et 03B1-1 .03B1 sont réguliers,

donc :

et a est bijective continue, ainsi que son inverse 03B1-1.



Deuxième méthode. - D’après (2) , et est régulier; 5(F) . image continue d’un

compact, est fermée. donc S est surjective d t après (1) ; enfin diaprés (3)~ 5

est injective.

Finalement, 5 . bijection continue d’un compact sur un séparée est une homéomor-

phie.

Remarque. - En générale ~(f) ~ f o o~ .

Exemple (~) ~ E=F , d=C~(E) , soit p ~C(E, )0, (1) .prendre

a(f) = fP ~ C(E) .

Troisième partie

Achevons par quelques compléments.

PROPOSITION?. - Soient E et F des espaces topologiques~ a une algèbre ri-

che (8) de C(E) ; si E est séparée alors tout homomorphisme d’algèbres unitai-
re 0~ de OL dans C(F) est régulier; si de plus E est compact ,s$, 0~
~ ~(0) impliquent 1/f ~ a , alors V f e = f o S .

En effet : soient a fl b dans E ~ E étant séparé, il existe un voisinage fer-

mé A de b tel que a ~ A . donc Il f ~ OL : A c: f~(l) et a e Z(f) ~ alors

b e Z(l - f) . or

donc a est régulier.

Puis, soit f Ker Ker f o â 9 en effet :

car, si f~1 (0~ ~ Z(g) , il existe tel que : f 1 (~) ~ li 1 (1) et

C Z(g) C Z(h) , donc gh = 0 et Ker(f + h2) _ ~ 9 alors 1~(f - + h2) E a et

+ hz).cx(1~(ï_ + h2» = cï(l) = 1 , d’où Ker + h2) _ ~ 9 or :

( ) R. SPECTOR a, du reste, donné un exemple ( cf . ~ 2~ ~ où a est un isomorphis-
me d’algèbre s.

(j La démonstration est donnée dans le cas réel ; pour le cas complexe, il con-
vient de supposer ~L et ex autoconjugués.



Finalenent, V t e R ,

PROPOSITION 8~ - Soient E un espace compacta avec 1 card(E) ~ F un espace

topologique, OL un monoïde, et a un homomorphisme régulier de a dans C(F) ;

une condition nécessaire et suffisante pour que, V f=a , a(f) ==fo 5 est que

03B1 se prolonge à C(E) en un homomorphisme d’algèbres.

La condition nécessaire est immédiate.

Réciproquement : soit 03B2 : C(E) ~ C(F) un homomorphisme d’algèbres; si

p prolonge alors 03B2(1) = 1 , en effet :

implique 1) , donc Ker 03B2(1) est ouvert ; 9 or, pour tout 

donc Ker o;(f) ~ Ker (3(1) , d’où

soient alors a ~ b dans E ~ n cp(b) _ ~ ~ d’où

Alors, E étant compact., donc est riche, et par suite, d’après la

proposition? : ? 

Déplus~ ? ~(Zf) cZ(pf) =Z(af) , donc p =S~ et ? f=0. ,

PROPOSITION 9. - Soient (E~ d) et (F ~ 6) des métriques ? supposons E

compacta ainsi lip(E) tout homomorphisme d’algèbres unitaire

03B1 de lip(E) dans C(F) est régulier ; si, de plus, Im 03B1 ~ lip F , alors 5

est lipschitzionne.

En effet ~ lip(E) est riche, car soient A fermé et a~ E ~A~ par locale

compacité, il existe un voisinage compact K de a tel que K n A = ~ ~ donc

d(A ~ K) > 0 j; posons :



alors f et x E K =Z(f) .

D’autre part, E étant compact, si f é lip (E) et f-1(0) = ~ , 1/f est lip-

schitzienne (et même |~1/f~|  |~f~| .~1/f~ ) ; finalement et est régulier, et

V f e lip (E) , 

d’où il résulte, si Im lip(F) , que :

Or on sait que (B est une algèbre de Banach semi-simple, donc 03B1 est continue ;

en particulier :

Par suite, soient u ~ v dans F, comme pour

il vient :

Remarque. - De même : soient E et F des variétés différentiables de classe

E étant compacte, et a un homomorphisme d’algèbres unitaire de C (E)
dans alors E) .

En effet : E étant compacte, dim(E) est finie et il y a partition différen-

tiable de l’unité, donc est riche ; de plus, si f e et f" (0) = 

alors 1/f e Finalement, pour toute coordonnée f ,

donc a est de classe c .



Appendice

,Soient E un espace topologique, f et g E C(E) . Remarquons d’ abord que :

en effet, soit h e ~(E~ ~ si alors gh =g, car

en effet, soit h E ~~E) s si fh=f et gh = g , alors

Soit d un monoide riche de e(E) . Alors:

en effet, si Z(f) F Z(g) , soit xe alors

. donc car x E C z(g> . r~ 1 (l) .
Puis Z(g) ~ Z(f) , Z(f) compact -_-> gh = g et 

en ~ et 

Enfin Z(f) n Z(g) = ~ ~ fh = f et gh = g =-~ h=l) ~

en effet, si Z(f) n Z(g) r ~ ~ soit x e Z(f) n Z(g) , alors

donc h 7-’ 1 ’ mais C Z(f) uC Z(g) ~ h -1 (1) ’ d’où
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Pour terminer: soient E et F des espaces topologiques, OL un monoïde riche

de C(E) ~ et a une injection homomorphe d’image riche de ÛL dans C(F) . Pour
f et g e a ,

d’autre part :
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