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Séminaire CHOQUET 10-01
(Initiation & 1'Analyse)
5¢ année, 1965/66, n° 10 24 mars, 14 et 21 avril 1966

LES OPERATEURS MONOTONES
par Hafm R. BREZIS

La théorie des opérateurs monotones a pour objet 1'étude des solutions de certai-
nes équations non linéaires dans le cadre de 1l'analyse fonctionnelle. Les méthodes
employées jusqu'd présent utilisaient surtout la compacité et conduisaient 3 des
théorémes de point fixe, tels que le théordme de Schauder, et & la notion de degré
topologiques Elles sont fondées sur le principe suivant : Remplacer le probléme, &
l'aide de la compacité, par un probléme approché en dimension finie.

Dans la théorie des opérateurs monotones, on se raméne & un probléme en dimension
finie par projection sur des sous-espaces de dimension finie. Ceci permet de staf-
franchir de 1'hypothése de compacité ; mais il faut la remplacer par des conditions
de contimuité.

La théorie a été développée par G. Jo MINTY et surtout par F. BROWDER (on trouve-
ra dans [8] une importante bibliographie) en vue d'applications eux équations inté-
grales et aux équations aux dérivées partielles.

Récemment, J. LERAY et J.-L. LIONS dans [13], et P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA

dans [11] ont démontré des résultats plus généraux que ceux de F. BROWDER, sans
toutefois les englober complédtement.

L'objet de cet exposé est de présenter une synthése de ces résultats et de donner
quelques applications des méthodes de compacité et de monotonie.

Préliminaire sur les espaces uniformément convexes.

DEFINITION (N. BOURBAKI [4], chap. 5, § 1, exercice 15). - On dit qu'un espace
normé E est uniformément convexe si, pour tout ¢ tel que 0 < g < 2 , i1 existe

6 >0 tel que les relations ||l <1, |y <1 et |x-y|| >e impliquent

lx+y|<2~-6 .

On démontre qu'un espace uniformément convexe vérifie les propriétés suivantes :

1° E est strictement convexe, c'est-i-dire que les relations |x|si, [vl<1,
X #y impliquent

ll‘bx+(1-t)y|]<1 vtelo, 1l .
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2° si un filtre x; converge faiblement vers x , et si |x;|| converge vers
x| 5 alors x; converge fortement vers x .
3° Un espace de Banach uniformément convexe est réflexif.
4° Dans un espace de Banach uniformément convexe, tout point admet une projection

unique sur tout convexe fermé.

Exemples. - Les espaces de Hilbert, les espaces Lp s pOUr 1 <p<wo , sont des
espaces uniformément convexes.

I. Exemples et propriétés élémentaires des opérateurs monotones.

DEFINITION. - Soient E un Banach réel, E' son dual, et X un sous-ensemble
de E . On dit qu'une gpplication F de X dans E' est monotone sur X si

(Fx ~=Fy , x=-y) 20 Px,yeX .

I.1. Exemples et caractérisations d'applications monotones.

1° Soient H wun Hilbert, et X un convexe fermé de H . L'application Py s

projection de H sur X , est monotone. Plus précisément

(Pxx-PXy,x-y)ai{Pxx-nyuz vx,ye 8 .

En effet, on a

(1) (x =P, x,u=P x)g0O vueX ,

X X

(2) (y-Pyy,u=Pyy) g0 tuex .

On feit w=Py;y dans (1), et u-= Py x dans (2) ; par addition de (1) et (2),
on obtient le résultat.

t
2° Soit H=1,(0, 1) . L'application ue H > Fu(t) = fo u(s) ds est mo=-
notone ; en effet,

(Fu , u) =.§ [f; u(t) at]® .

3° Les applications de dualité : ce sont des applications monotones "canoniques"
de E dans E' . Soient E un Banach et x e E, posons :

Ix={ye®; (,n =% e | =4} ,
W, o = et |yl <} -

:{yEE'

~we
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Jx est un convexe fermé non vide (d'aprés HAHN-BANACH) de E' . Si E' est stric-
tement convexe, Jx est réduit & un point, et 1l'on désigne par J 1'application
de dualité xe€e E +——> Jx e E' .

Propriétés de J :

- J est monotone ; plus précisément (Jx -Jy , x -y) > (||| - Hy[[)2 , car

Gx=Jy, x=9) = [d2 - Gx, y) - Gy, 0 « 5% 3 (= - D? -

- J est continue de E fort dans E! faible ; en effet, si J n'est pas con-

timie au point x € E , il existe un voisinage ouvert U de Jx dans E' faible
et un ultrafiltre x;, sur E tels que x, —> x dans E fort, inéU et
Jx; ==—> y dans E' faible avec y £ U . Par suite,
O 5 %) = P —> G, 0 = |H°
et
[l € 1im infl|Jx|| = ||

Dlou y=Jxe U, ce qui est absurde.
Remarquons que si E' est uniformément convexe, J est continue de E fort
dans E!' fort.

4° Caractérisations de certaines applications monotones.

DEFINITION. - Soient E, et E, deux espaces de Banach, x€ E , et U un
voisinage de x « On dit qu'une application f de U dans E2 est différentiable
au sens de GATEAUX au point x si, pour tout y e E1 s l'application

t —> f(x + ty)

est dérivable au point t =0 . Soit f'(x).y cette dérivée ; on suppose que 1l'ap-

plication y ~—— f'(x).y est linéaire et contime de B, dans E, .

PROPOSITION 1. - Soient E un Banach, Q un ouvert convexe de E, et f une

fonction mumérique sur Q , différentiable au sens de GATEAUX. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes @

(1) f est convexe.

(2) Ltapplication x € Q +——> f'(x) € E' est monotone sur Q .

Démonstration. - Soient x , y € Q et o(t) = fltx+ (1 = t)y]

(1) => (2). L'hypothése entraine que ¢ est convexe et dérivable sur (0 , 1)
avec
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o' (t) = f'[tx+ (1 = t)ylx =-y) .
Done @' est croissante et par suite «'(0) < ©'(1) , d'ol
(f'x = f'y , x =3) 20 VX, yeQ .

() => (1). L'hypothdse entratne que o est dérivable avec ¢' croissante.

Par suite ¢ est convexe et donc f aussi.

PROPOSITION 2. = Soient E un Banach, Q un ouvert convexe de E, et T une

application de Q@ dans E' , différentiable au sens de GATEAUX. Les conditions
suivantes sont équivalentes @

(1) P est monotone dans Q .
(2) (F'(a)ex, x) >0, Ya€Q, Yvx€k.

Démonstration.

(1) = (2)e On a

F(a + tx) = F(a)
t "

F'(a) = lim
-0

dtolu

(F'(a)ex , x) = lim
-0

(F(a + tx) = F(a) , x)
t

Mais (F(a + tx) - F(a) , tx) 20, et donc (F'(a).x, x) >0 .

(2) => (1). Soient x,y€Q et olt) = F[tx + (1 - t)y] « L'hypothdse en-
-tratne que ¢ est dérivable avec

p'(t) = F'ltx + (1 = t)y].(x ~-y) .

Dol o'(t)e(x = y) > 0 3 la fonction ¢(t) = o(t).(x - y) , ayant pour dérivée
§'(t) = ' (t)o(x = y) , est croissante. En particulier $(1) > 4(0) , ou encore

I.2. Propriétés élémentaires des applications monotones.

DEFINITION. - Soient E un Banach et x € E . On dit que S c E entoure x si

x ¢ S et si toute demi-droite issue de x rencontre S .

PROPOSITION 3. - Soient E wun Banach, Xy € E, S entourant X et F une
application monotone de S u {x;} dans E' . Alors Fx, € c[F(S)] : enveloppe con-
vexe fermée de F(S) dans E' faible.
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Démonstration. =~ Supposons que Fx, ¢ c[F(3)] . 11 existe ue BE (d'aprés HAHN=-
BANACH) tel que

(Fx , v) < (Fxy , w) FxeS .

Mais la demi-droite Xg+hu, A> 0 , rencontre S en un point Xg+Ag e On a

(F(xO * A u) - F(xo) » Mg u) >0 3
dtou (Fxo , W < (F(xO + o u) , u) . Ce qui est absurde.

Pour obtenir des théorémes sur l'existence de solutions de 1l'équation Fx =0 ,
il est naturel de faire, en plus de la monotonie, une hypothése de continuité. I1
suffit d'imposer une condition de continuité trés faible pour avoir des résultats

satisfaisants.

DEFINITION. - Soient E un Banach, et X un convexe de E . On dit qu'une ap-

plication F de X dans E' est hémicontinue si les restrictions de F aux seg-

ments de X sont continues dans E! faible.

PROPOSITION 4. - Soient E un Banach, X un convexe de E, et F une gpplica-

tion monotone hémicontinue de X dans E' . Soient x € X et y € B' . Les condi~

tions suivantes sont équivalentes :

1) g=-Fu,u=~-x)g0, 7uel.
3) %1 2#Pf, (y-Fu,u-x <0, yueX (intérieur ds X ).

Démonstration.

(1) => (2). Scient ueX et v, =tu+ (L -t)x, te )0, t( . Dlaprés

t

1'hypotheése,

(y-th,vt-x) t(y-]?‘vt,u-x)so .

En passant & la limite quand t - 0, on a

(y =Fx,u=-x)g0 vueEeX .

() => (). y-Fuy,u=x)=(y=Fx,u=%x)+(Fx=Fu,u-=x)<0.

Supposons que 3)(75;25 . (1) = (3) est évident.

Montrons que (3) => (2) . Soit u € X , donc v_b(—_‘?{ pour t € JO, 1( .
D'aprés l'hypothése, (y = By y vy = x) £ 0 3 en passant & 1la limite quand % - O,

on a
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o
y-Fx,u-x <0 Vue X
mais ﬁ:f,d'o&

(y=-Fx,u-x)g0 Tuex .

COROLLAIRE 5. - Soient E un Banach, X un convexe partout dense de E , _%_11 F
une application monotone hémicontinue de X dans E' . Alors vV y € E!' ,  (y)

est un convexe fermé de X .

Démonstration.

XEF-I(y) <= (y~-Fx,u-x)g0, vuelX
> (y-FPu,u-x50, vuelx .

Ce qui montre que Fl (y) est la trace sur X d'une intersection de demim~espaces

fermés.

Remarques.

1° L'image ou l'image réciproque d'un convexe par une spplication monotone hémi-

continue n'est pas en général un convexe.

2° I'hypothese " F hémicontinue" est essentielle dans le corollaire 5 ; par
exemple, tout sous-ensemble d'un hyperplan fermé peut 8tre considéré comme 1'image

réciproque d'un point par une application monotone (non hémicontinue).

PROPOSITION 6. = Soient E un Banach, et F une application monotone hémiconti~

nue de E dans E' + Pour tout filtre X; sur E , tel que X, => X dans E
faible, Fx, —> y dans E' faible et lim sup(in s Xi) <y, x) ,ona
Fx = Y .

Démonstration. - (in -Fu, x - u) >0, vuekE; dou, en passant & la li=

mite, (y=-Fu, x=u) >0, yuekE.Dnec Fx=y d'aprés la proposition 4.

COROLLAIRE 7. - Soit E un Banach ; toute application A linéaire positive de
E dans E' (c'est-d~dire que (Ax , x) >0, ¥ x€ E ) est continue.

Démonstration. - A est monotone hémicontimue, donc, d'aprés la proposition 6,

son graphe est fermé dans E x E' .

COROLLAIRE 8. - Soient H un Hilbert, P le cBne convexe des applications li-
néaires positives de H dans H , et ©£(H) 1'espace des spplications lindaires
contimues de H dans H .Ona £(H =P -P .
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Démonstration. = D'asprés le corollaire 7, P - P < £(H) . Inversement, soit
A e £(H) , 1'application x +—> hx + ||A]|x est linéaire positive ct

mx= ax s ax - 8l -

PROPOSITION 9. - Soient E wun Banach, et F wune application monotone hémiconti-

mie de E dans E' . Les restrictions de F aux sous—espaces de dimension finie

gg E sont continues dans E! faible.

Démonstrations = Si dim E < » , la proposition 6 exprime que le grsphe de F

est fermé, Il suffit donc de montrer que F est bornde (c'est-d~dire transforme
les bornés en des bornés). Supposons que F ne soit pas bornée ; il existe une

suite X de E telle que

Fx
| n |
*n > X, |Fx | > ot 2, = ] —> 2z avec |z|=1 .

D'autre part, (Fxn -Fu, x - u) >0, Y uek.Dou, en divisant par HFan
et en passant & la limite, ona (z ,x=-u) >0, 7uek;dmnc z=0, ce qui
est sbsurde. Dans le cas général, soient Ey un sous-espace de dimension finie de
E et ueE . Mntrons que 1'gpplication x € EO —>  (Fx s u) est contime.
Soient E1 l'g:pace engendré par EO et u, Jj 1ll'injection canonigue de El
dans E, et son adjoint de E' sur E{ e I1 est évident que j Fj est uge
application monotone hémicontinue de E, dans E/ . D'aprés ce qui précéde, Jj Fj

est continue ; donc x € By > (Fx , u) aussi.

Remarque. = Les propositions 6 et 9 ne s'étendent pas & des applications monoto-
nes hémicontinues définies seulement sur un sous~ensemble convexe. Aussi esteon
conduit & introduire deux généralisations de la notion d'application monotone : les
applications de ﬁype M et les applications demi-monotones, ces derniéres moins
générales étant mieux adaptées & 1'étude d'applications définies uniquement sur un

convexe.

II. Les applications de type M .

II.1. Définition et propriétés des applications de type M .

DEFINITION. - Soient E wun Banach, et X un sous-ensemble de E . On dit qu'une

application F de X dans E' est de type M si elle vérifie les deux proprié-
tés suivantes :
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(Ml) Pour tout filtre x; porté par un ensemble borné de X tel que X, ~—> X
dans X faible, Fx; «—> y dans E' faible et lim sup(Fx; 5 %;) € (y , x),
ona =y .

(Mz) Les restrictions de F aux traces sur X des sous=espaces de dimension fi-

nie sont continues dans E!' faible.

Remarques.

1© 8i E est un Banach réflexif séparable et si F est bornée, il est équiva-
lent de formuler (Ml) avec des suites ; en effet, les traces des topologies faibles

sur les ensembles bornés sont métrisables.

2° Les propriétés (Ml) et (Mz) sont en général indépendantes, mais elles sont
parfois liées. Par exemple, si dim E <o , (Mz) => (Ml) s si F est bornée,
(Ml) = (M2) s plus précisément :

PROPOSITION 10. - Soient E un Banach, X< E, et F une spplication bornée de
X dans E! , vérifiant (Ml)’ alors F est contimue de X fort dans E' faible.

Démonstration. = Soit X, un filtre sur X tel que X, =—> X dans X fort.

Suivaent un ultrafiltre plus fin X, =—> X dans X fort, in >y dans

E' faible et (in y Xi) > (y, x) 3 donc Fx =y . Ceci montre que, suivant
tout ultrafiltre plus fin, Fx;, —> Fx dans E' faible ; d'ou le résultat.

PROPOSITION 1l1. - Soient E un Banach, X c E faiblement compact, et F une
application de type M de X dans E' . Alors F(X) est fermé (dans E!' fort).

Démonstration. ~ Soit y € F(X) , il existe un ultrafiltre x, tel que x, —> X
dens X faible, Fx, —> y dans B' fort, (Fx; , x;) —> (y, x) . D'ol
Fx = Y o

THEOREME 12. - Soient E un Banach réflexif, r >0 ,

Bo={xeB; sz, S,={xcB; =13 ,

et F une application de type M de B, dans E' telle que (Fx, x) 30,
¥ x € Sr « Llors il existe Xy € Br tel que Fbco =0 .

On utilisera, dans la démonstration, les lemmes suivants s

LEMME 13+ - Soient E un Banach de dimension finie, X wun convexe fermé borné
de E, et F une gpplication continue de X dans E' . Alors, V y € E' , il
existe x€ X telque (y-Fx,u-x)g0, vuei.
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Démonstration. = On identifie E avec E!' , et on les munit d'une structure hil-

bertienne j soit Py la projection sur X . L'inégalité (y - Fx , u = x) <0,
¥y ue X, équivaut & x = PX(y - Fx + x) . D'aprés le théoréme de point fixe de

Brouwer, un tel x existe.

LEMME 14. - Conclusion identique & celle du théoréme 12, en supposant de plus
dim E< o

Démonstration. = On applique le lemme 13 avec X = Br et y =0 . I1 existe donc
X; € B, ‘tel que (Fxy , u=x)) 20, vueB, .8i xog.‘sr, Fxy =03 et si

erSr, (Fxo,u)>,0, VueB . D'ol FXO_O.

Démonstration du théoréme 12. = Soit $ 1l'ordonné filtrant croissant des sous-

espaces E de E de dimension finie. Soient 3 1'injection canon.lque de E
dans &, e'b 3 son adjoint de E! sur E' .L'appllca'blon F _.,] ng est

nt
contimie de Br n Ei dans Ei et
(Fix,x)>,0 i xeS nE .
I1 existe donc x, € B_nE, telque F, x,. =0.0na
i r i i1
F %, xi) = (Fx,; , xi) =0

et in —> 0 dans &' faible. Soit U wun ultrafiltre plus fin que & . Comme

E est réflexif, Br est faiblement compact, et suivant U, X, =3 Xg dans

B, faible, Fx, —> O dans E' faibls, (Fx, , xi) =0 . Dol Fx,=0.
II.2. Exemples d'applications de type i .
10 Soient E wun Banach, et F une appilieation monotome hémicontinuwe de E dans

E' ., Les propositions 6 et 9 montrent que F est de type M ,

20 Soient E wun Banach, et X ¢ E . Toute application contimue de X faible
dans E' faible est de type M . Le théoréme 12 généralise un résultat de
M. ALTMAN [1].

30 Soient H un Hilbert, X c E, et £ une spplication compacte de X dans H
(ctesteamdire continue de X fort dans H fort, et qui applique les bornés dans
des ocompacts). On vérifie aisément que Fx = x - fx est de type M .« Le théorénme 12
permet de retrouver un autre résultat de M. ALTMAN [2].

4° Digutres exemples d'aspplications de type M se trouvent dans III.2.
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II.3. Corollaires du théoréme 12.

COROLLAIRE 15. = Soient E un Banach réflexif, et F wune application de type M

de E dans E' telle que
Fx , x)

o
lim -——ﬂ—ﬂ——- =+ ® .
[

Alors F est surjective.

Démonstration. - Soient y e L' , et Fy x=Fx -y . Fy est une application de

E dans E' qui vérifie les mBmes hypothéses que F . On se raméne donc & montrer
qutil existe Xy € B tel que Fxj =0 ; ce qui est évident d'aprés le théoreme 12.

On voit facilement, en reprenant la démonstration du théoréme 12, qu'on aurait pu
faire 1'hypothése : (Fx , x) conserve un signe constant sur S. eu lieu de
(Fx , x) 30, ¥y xe€ S, - D'autrs part, si dimE> 2, S, est connexe et done
si (Fx,x)#0, Vxe S, (Fx , x) conserve un signe constant sur S, + On

en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 16. - Soient E un Banach réflexif avec dim E > 2, et F une ap-
plication de type M de E dans E' telle que

1im (Fx , x) =+ ©

Alors F est surjective.

COROLLATIRE 17. - Soient E un Banach réflexif, et F une application hémiconti-
nue de E dans E' +telle que

(Fx - Fy , x = y) > c|x - ynz " x,y€eE, avec 6>0 .

Alors F est bijective, et de plus pl est lipschitzienne.

Démonstration. - F est monotone hémicontinue, donc de type M et

(Fx , 0 % ofll® - |Fo ] v xeE .
On déduit du corollaire 15 que F est surjective. Il est évident que F est in-

jective, et rt lipschitzienne.

COROLLAIRE 18e = Soient E un Banach réflexif, et F une gpplication hémicont' -
nue de E dans E' telle que
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(Fx = Fy , x =y) 2 ellx] - Hyﬂ)z v x,yeE, svec ¢c>0 .

Alors F est surjective.

Si, de plus, E est strictement convexe, -F est bijective, et Fl est monoto-

ne, bornée et continue de E!' fort dans E faible.

Démonstration. = F est monotone hémicontinue, donc de type M , et de plus

12
(Fx, © 5o - R [ vxeE .
On déduit du corollaire 15 que F est surjective.

Si E est strictement convexe, F est injective ; en effet, Fx = Fy = a en-
tratne que ||x|| = |jy]] , et x, y € F-l(a) qui est convexe d'aprés le corollaire

-l

5 3 ces conditions exigent x =y . F est bornée puisque

1T ul <t (ul + IF) vueE .

Enfin F~' est contimue de E' fort dans E faible 3 plus généralement, on véri-
fie aisément que si F est de type M, et si F-l existe et est bornée, F'"1

est de type M, donc contime de E' fort dans E faible d'aprés la proposition
10.

Remarquons que si E est uniformément convexe, F"1 est continue de E' fort
dans E fort.

COROLLAIRE 19. = Soient E un Banach réflexif tel que E' soit strictement con-
vexe, et F une application monotone hémicontimue de E dans E' , telle que 1l'i-
Biinid NRA ’

mage réciproque de tout ensemble borné de E' soit un ensemble borné de I . Alors

F est surjective.

Démonstration. = On se raméne & montrer qu'il existe X, € E tel que Fxb =0 .
Soient ¢ >0, et J 1l'application de dualité de E dans E' . On pose

Fe x=Fx + edJx 3
Fe est une application hémicontinue de E dans E' telle que
(F, x=F y,x=3 e - 5D* -

D'aprés le corollaire 18, il existe x € E tel que

F x =Fx +eJx =0 .
€ E € €

On a ngEH < IFll » et par suite eJx_ est borné, donc x_ aussi.

Quand ¢ -> 0 , Fx8 ~» 0 dang E' fort ; suivant un ultrafiltre plus fin,
xe -> X, dans E faible, et donc Fxo =0 .
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COROLLAIRE 20. - Soient E un Banach réflexif tel que E' soit strictement con-

vexe, S un sous=ensemble borné de E entourant O, et F une application mono-
tone hémicontinue de E dans E' telle que (Fx , x) 30, ¥V xe S . Alors il

existe x, € c(S) tel que Fx, = 0.

Démonstration. = I1 existe xE e E tel que FE Xe = FXE + EJXE = 0 + Montrons

que x € c(8) ; sinon il existe ue S et p>1 tels que X = pu « Mais

(FX8 -fu, x - u) >0 ;

dtoh (Fu , u) ¢ - apﬂunz , ce qui est contraire & 1'hypothdse. Quand ¢ =0,

Fx -0 dans E' fort ; suivant un ultrafiltre plus fin, x > X, dans E
€

faible avec X, e c(S) et Fxo =C .

Remargues.

10 On démontre aisément, dans les deux corollaires précédents, que si E est
uniformément convexe, les x convergent fortement vers la projection de O sur
€

F-l(O) (convexe fermé non vide).

2° La conclusion du corollaire 20 n'est pas valable, mfme en dimension finie, si
F est seulement de type M . Pour le voir, il suffit de prendre E = E? et un en-

semble S de la forme

S est homéomorphe & un convexe fermé, et donc 1l'identité sur S se prolonge en

une application continue F de E sur S telle que
(Fx , x) 20, V¥ x€S et Fx£0, YxekE .

(Le résultat énoncé par F. BROWDER dans [6], théoréme 5, paratt 8tre incomplet.)
Toutefois, la conclusion du corollaire 20 reste valable pour des applications de

type M, si S est la frontiére d'un voisinage borné de O .

II.4. Cas d'addition d'aspplications de type M .

En géndéral la somme de deux applications de type M nlest pas de type M , mlme
si 1l'une d'elles est munotone.

Exemples = Soit H un espace de Hilbert muni d'une base orthonormale (en)nEN ,
Fl(x) = = x est une gpplication de type M ; et F2 s Projection de H sur la
boule unité, est monotone continue. Montrons que F = F1 + Fé nlest pas de type

. 1
M . Soit X =ey+ e Fx = (o=~ l)X.n .

= T



10-13
On a x, > € dans H faible,

l —
Fxh —_— (o= - l)eO et (Fxn , Xn) _*J£r~ 2 <

2

Loy,
W2
or
1
Fey = 0 # (== 1)ey -

N

Cependant on vérifiera aisément les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 21, =~ Soient E un Banach, X< E, F une gpplication de X dans

E' de type M, et G une spplication de X dans E' continue de X faible

dans B! fort. Alors F + G est de type M.

PROPOSITION 22. — Soient E wun Banach, X < E, F une application de X dans
E' de type M, et G une spplication de X dans E' monotone faiblement conti-
nue (clest-d=dire contimue de X faible dans E! faible). Mors F + G est de

tzEe M.

II.5. Résolution numérique de l'équation Fx = a .

PROPOSITION 23. = Soient H wun Hilbert, et F wune gpplication de H dans H

telle que

(1) (Tx=-Fy, x=-y) >cx - yuz , i1 X,yeH avec ¢>0,
(2) |IFx -Fy| s Mx=-y|, vx,y€H.

Aors v a € H, 1l'éguation Fx = a admet une solution unique, et peut se résoudre

par approximations successives.

Démonstration. - Soit p > 0 et Gp X =x = p(Fx - a) . L'équation Fx = a est

équivalente & Gp X =X » Mais

Gp X - Gp y=xX-y = po(Fx = Fy) ;
dtou

( 2

2 | 2 ne
HGp * - Gp v =l =vl" = 2e(Fx = Fy , x = y) + o"||Fx - Fy|”

Par suite,

| W2 2 2 <
lo, ==& vl < fe - ® (L= 200+ ) .

I1 en résulte que Gp est contractante pour o =-§% , et alors 1'équation Gp;czzx
M
peut se résoudre par approximations successives.

Remarque. ~ Cette méthode se généralise aux applications qui sont seulement

lipschitzicnnes sur les ensembles bornés.
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III. Les applications demi-monotones.

III.l. Définition et propriétés des applications demi-monotones.

DEFINITION. = Soient E un Banach, et X un convexe de E . On dit qu'une ap-
plication F de X dans E' est demi-monotone s'il existe une application G de
Ix X dans EB' avec Fx=G(x, x), 7 xe€X, telle que :

(1) vyeX, x > G(x, y) est monotone hémicontinue ;

(2) vxeX, vy B—> G(x, y) est bornée ;

(3) Pour tout filtre x; porté par un ensemble borné de X tel que X, —> X
dans X faible, et lim sup(Fx; , x; =x) $0, on a

FueX G(u,xi) —_ G(u, x)

dans E! faible et
(G(u , Xi) s Xi) —> (G, x), x) .

Remarque. - 31 E est réflexif et séparable, cette derniére propriété est équi-

valente & la méme propriété formulée pour des suites.

PROPOSITION 24. - Soient E un Banach, X un convexe ouvert de E, et F une
application demi-monotone de X dans E' . Alors F est de type M sur X .

Démonsgtration. = Montrons d'abord (Ml) . Soit X, un filtre porté par un ensemble

borné de X tel que X =—> x dans X faible, Fx;, —> y dans E' faible
et lim sup(in R xi) < (¥, x) . I1 résulte des hypothéses que, vV u € X ,

G(u , }:i) —> G(u, x) dens E!' faible et (G(u, xi) , xi) —s (Gu, x), x).
D'autre part,

(G(Xi, xi) - G(u , xi) , xi-u)>,0 s

donc, en passant & la limite, on a

(y =Glu, x) ,u=x)<0 vuex .
Dtou

(y =Fx,u=-x)<0 fueX ,

et comme X est ouvert, on a Fx =y . Pour démontrer la propriété (Mz), on utili-

sera les deux lemmes suivants :

LEMME 25. - Soient E wun Banach, X un comvexe de E , et F une szpplication

demie-monotone de X dans E' . Soient EO un sous-espace fermé de E avec
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#
Xn EO P, J 1l'injection canonique de E0 dans E , et j son adjoint de E?
sur Eé o Llors j*Fj est demi-monotone de X n EO dans E(') .

La démonstration de ce lemme est évidente.
LEMME 26. - Soient E wun Banach avec dim E< o , X un convexe ouvert de E ,
et F une application demi-monotone de X dans E' . Alors F est continue.

Démonstration. - Soit X, une suite de X telle que X, —> X dans X .

Montrons que la suite Fxn est bornée. Sinon on peut extraire une sous-suite notée

encore X, telle que X, = X dans X,

Fx
HEBan»+ ® et z, = Fxn‘ -> z avec ||z =1 .
t
D'autre part,
(G(xnyxn)"G(u,xn):Xn"u)>10 vueX .

En divisant par HFxnn et en passant & la limite, on a

(z,x=u) >0 fueX .

1
-
®

D'ol z =0, ce qul est en contradiction avec | z||

Montrons enfin que Fx ~—> Fx ; sinon on peut extraire une sous=suite, notée
emcore X , telle que X, =—> X, Fxn ~> y # Fx , ce qui est sbsurde puis~
que F vérifie (Ml) .

On acheve la démonstration de la proposition 24 comme celle de la proposition §.

THEOREME 27. - Soient E un Banach réflexif, X un convexe fermé de E, et F
une epplication demi-monotone de X dans E' . On suppose qu'il existe u, € X

0
tel que
13 (FX ’ X - uo)
=X I I
|| |40

(aucune condition si X borné).

Alors ¥V y € E' , il existe x e X tel que

(y—-Fx,u-x)sO vyueX .

La démonstration du théoréme se fait en plusieurs étapes. Aprés un changement de

variables, on peut se ramener au cas y =0 et uy = 0.
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LEMME 28. - Conclusion du théoréme 27, en gsupposant de plus dimE<w® 4, X bor-

né et d'intérieur non vide.

Démonstration. = On peut trouver une suite Xn croissante de convexes fermés

tels que U X = X (i1 suffit par exemple d'utiliser la jauge de X ). D'aprés
n=1

le lemme 26, F est continue sur les X , et par conséquent, il existe x, € X,

(Lemme 13) tel que (Fxn y X, = u) 0, Jue X« Montrons que la suite Fx

est bornde § sinon on peut extraire une sous-sulte notée encore X s telle que

xn-—-——>xdans X,

Fx
n
HFban -4+ @ et z, = HFXn'i —> 2z avec |zl=1 .
D!'autre part,
(G(u,xn),xn-u)s(mn,xn—u)so VueXn .

D'ou, en divisant par !l‘Fan et en passant & la limite, on a
(<]
0g(z, x=u) g0 vue X .
Done z =0, ce qui est en contradiction avec lz|| =1 .

On peut donc extraire une sous-suite, notée encore X, s telle que X, —> x

dans X,
(Fxn,xn—x)%o s
et
vt ueX G(u,xn)——>G(u,x).
Mais
(G(u,xn),xn-u)so tue X ;

d'oli, en passant & la limite,

40
-

(G(uyx):x‘u)$o Vue
et d'aprés la propogition 4,

(fFx , x=-u) <O TueX .

LEMME 29+ - Conclusion du théoreme 27, en supposant de plus dimE <o et X
borné.

Démongtration. = On suppose que 0 € X . Soieni, Ey 1'espace engendré par X ,
J 1'injection camonique de E, dans E, et j° son adjoint de E' sur B} . '
X est d'intérieur non vide dans Ey - D'apres le lemme 28, il existe xe€ X tel

que ¢
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3*
(JFix, x=-1u) <0 fueX ,
ou encore
(FX,X—'L’L)&O L

LEMME 30. - Conclusion du théoréme 27, en supposant de plus dim B < « .

Démonstration. — Soit X = {x e X; ||¥j <n} . D'aprés le lerme 29, il existe

xneXn tel que
(Fxn,.xn—u)so FueX .

En particulier, (Fxn , xn) £ 0, et donc la suite x, est bornée puisque
1im (FX X) = 4 ® °
xeX E)

([0

On peut alors extraire une sous-suite, notée encore X, s telle que X, —> X

dans X,
limsup(Fxn,xn-x)SO ,
et donc
VueX G(u,xn) —_—> Glu, x) .
Dtautre part,
(G(u,xn),xn-u)s(Fxn,xn-u)gO vueX .

En passant & la limite, on en déduit que

(Gu, x) , x=u) <0 TueX ,
d'ol

(Fx y x =u) <0 vueX .

Démonstration du théoréme 27. = Soit & 1'ordonné filtrant croissant des sous-

espaces Ei de* E de dimension finie. Soient ji 1finjection canon;l;que de Ei
dans E , et ji son adjcint de E' sur Ei o L'application Fi = ji Fji est
demi-monotone de X n E, dans EI , et vérifie les hypothéses du lemme 30 3 par
suite, 11 existe x; € Xn Ei tel que

(Fixi,xi-u)so FueXnE ,

ou encore

(in,xi-u)gO vueXnkE .
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En particulier (in s X;) €0, et donc l'ensemble x; est borné. Soit U un ul-
trafiltre plus fin que $ ; comme E est réflexif, on a, suivent Ut x; —> X~
dans X faible,

limsup(in,xi-x)so ,

et donc

FueX G(u,xi) —> G(u, x)
dans E! faible et

(Glu , xi) , xi) —_> (Glu, x), x)
D!'autre part,

(G(u,xi),xi-u)s(G(xi,xi),xi-u)so yueXnk .

En passent & la limite, suivant U , on en déduit que

(Glu, %) , x=1u) g0 FueX ,
d'ou

(Fx , x =u) €O TueX .

I11.2. Exemples d'applications demi-monotones.

TI1 est aisé de vérifier que les applications suivantes sont demi-monotones

1° Les applications monotones hémicontimues, plus généralement les epplications
semi-monotones introduites par F. BROWDER [6]. On dit qu'une application F est
semi-monotone si Fx = G(x , x) , o G(x , y) est une application de X x X dans
E' telleque VyeX, x i—> G(x, y) est monotone hémicontinue et ¥ x € X,

y +—> G(x , y) est bornée et continue de X faible dans E' fort.

2° Soit E un Banach uniformément convexe tel que E! soit strictement convexe,
et soit J 1'spplication de dualité de E dans E' . Les applications de la forme
F+C+eJ (¢e>0), ot F est semi-monotone et C compacte, qui ont été consi-

dérées par F. BROWDER [9], sont aussi demi-monotones.

39 Plus généralement, les applications introduites par J. LERAY et J.-L. LIONS
[13], puis par P. HARTMAN et G. STAMPACCHIA [i1], qui vérifient les hypothéses sui-
vantes : Soient I un Banach, X un convexe de E , et Fx = G(x , x) , ol

T

G(x , y) est une application de X x X dans E' telle que :

(Hl) vyeX, x —> G(x,y) est monotone hémicontinue ;
(}{2) ixeX, y +—> G(x, y) est bornée ;
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(H3) Pour tout filtre x, porté par un ensemble borné de X , tel que X, = X
dans X faible et

(G(xi , xi) - G(x , xi) > X5 - x)->0 |,

on a

vueX G(u,xi) —_ G(u, %)
dans E!' faible ;

(H 4) Pour tout filtre x; porté par un ensemble borné de X, tel que x, —> x
dans X faible et G(u, xi) —> y dans E! faible, on a

(Glu , Xi) , Xi) —_—> (y, x) .

(i E est réflexif et séparable, il est équivalent de formuler (H3) et (H 4) a
1l'aide des suites.)

Le théoréme 27 généralise des résultats obtenus dans [7], [13] et [11]+ En parti-
culier, on se passe des hypothéses suivantes : E séparable ; F bornée 3 les

restrictions de F aux sous-espaces de dimension finie sont continues dans E!
faible.

III.3. Cas d'addition des applications demi-monotones.

PROPOSITION 31. - La somme F + G d'une gpplication demi-monotone F et dlune
gpplication G , vérifiant les hypothéses (H), est demi-monotone.

La dd&monstration est évidente.

IIT.4. Corollaires du théoréme 27.

COROLLAIRE 32. - Soient E un Banach réflexif, et F une gpplication demi-
monotone de B, dans E' telle que (Fx , x) >0, ¥V x€ S, - Il existe x,€ B

tel que Fxo =0 .

Dénonstration. - D'aprées le théoréme 27, il existe Xy € B, tel que

(FXO,XO-H)SO vueB, .
si xoféSr, on en déduit que Fxy =0, et si x,€ 8,
(Fxo, u) >0, vueB, entratne Fx,=0 .

PROPOSITION 33. - Soient E un Banach, X un convexe de E , et F une gppli-

cation monotone hémicontinue de X dans E!' . Alors :
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VyeE! {(xeX; (y=-Fx,u=-%x)g0, Vuci}

est un oconwvexe fermé de X .

La démonstration est évidente & 1l'aide de la proposition 4.

PROPOSITION 34+ - Soient E wun Banach réflexif, X un comvexe fermé de E, et
F une application hémicontimue de X dans E' , telle que

(Fu-Fv,u~v)>,c[§u-v“2 Fu,veX, aec ¢c>0 .

Alors V ye E' , i1 existe x € X unique tel que

(y=Fx,u=x) <0 vueX .

Démonstration. = L'existence résulte du théoréme 27. Montrons l'unicité ¢ solent

X et Xy deux solutions. On a en particulier

(y-Fxl,xz-xl)gO et (y-an,xl-xz)so .

Par addition, il vient

2
c“xl "'XQH < (Fx1 - Fx, , X, -xz) <0 3
AT —
dtou X =X, .
Remarques.

10 8i E est strictement comvexe, il suffit de supposer

(Fu-Fv,u-v)ze(Hul'{-Hv“)z fu,veX, avec ¢c>0 .

2° 31 E est un Hilbert et F 1lipschitzienne, 1l'inéquation peut se résoudre par
approximations successives. Il suffit de remarquer que le probléme est équivalent a
la recherche des points fixes de l'application

z —> Px[x-p(Fx-y)] (p>0) ,

et que cette application est contractante pour des valeurs de p convenables.

V. L‘éguation x+ K =0.

Certaines équations intégrales non lindaires du type de Hammerstein peuvent se
mettre sous la forme x + KFx =0, ol K est un opérateur monotone (en général
lindaire) et F wun opérateur non lindaire. Les théordmes suivants généralisent des
résultats obtenus par DOLPH et MINTY [10].
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THEOREME 35+ = Soit E un Banach réflexif tel que E et E!' solent strictement
comvexes. Soient K wune application monotone hémicontinue de E' dans E avec

K(0) =0, et F une application demi-monotone et bornée de E dans E! telle que
(Fx , x) 20, ¥ xeS, «Alors il existe x; €B, tel que x, + KFxy =0 .

Démonstration. = Soit J 1l'application de dualité de E' dans I . On pose

Ke =K + ¢J « D'aprées le corolleire 18, Ke est bijective et Kzl est monotone
hémicontinmue de E dans E!' . Il en est de mfme pour Me X = = K;'l (= x) & Meﬂ + F
est demi-monotone (proposition 31) de E dans E' , et vérifie les hypothéses du

corollaire 32. Donc il existe X €B. tel que M8 X+ er = 0 , ou encore
x + KFx + eJFx =0 .
€ € €

Iorsque ¢-—=>0, X+ KE‘xE —> 0 dans E fort, et suivant un ultrafiltre U plus
fin, xeéxo dans E faible, er —> y dans E!' faible, KFXE — =X,
dans E faible. Mais K est monotone, d'ou

(KFx_ - Ky , Px_=3) 30 ,
ou encore
(--xE - eJFXE - Ky , er -y) =20 .
En passent 3 la limite, on a lim sup(er , Xs) s (yy xg) 5 Ao Fxy =y « D'au-
tre part, F est demi-monotone, d'ol
(G(xE , Xe) - G(x, , Xe) » X - xo) >0 ,

et Glxy Xe:) — G(XO R xo) dans E' faible,

(G(xo , Xe) , Xe) — (G(XO , xo) . xo) .
En passant & la limite, on a

lim sup(Fx_ , KFx ) g (Fxy , = %)

ce qui entralne Xy + KFxO =0 .

Si K est linéaire, on a un résultat plus général :

THEOREME 36. - Soit E un Banach réflexif tel que E et E' soient strictement

convexes. Soient K une application linéaire positive de E' dans E, et F une

application de type M et bornée de B r dans E' telle que (Fx , x) >0,

eBr tel que XO+KFXO=O.

Vv x € Sr « Alors il existe %y
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Démonstration. — Dans le cas ou E est un Hilbert, la démonstration est relati-

vement simple. K =K + ¢l est bijective et K';l

est linéaire, positive, donc,

d'aprés la proposition 22, Kzl + T est de type M sur B, et vérifie les hypo-
théses du théoréme 12. Donc il existe x € B, tel que

X +KFx +efx =0 o
€ € €

On passe aisément & la limite quand ¢ - O , et on en déduit qu'il existe x, € B,

tel que XO+KFXO=O .
La démonstration est beaucoup plus délicate dans le cas général, car K:l ntest
1

pas faiblement contime, et z{; + F n'est pas nécessairement de type M . En re-

prenant le raisonnement du théordme 12, on montre qu'il existe une constante k ,

indépendante de ¢ , et x_ € B, , tels que
|, + KPx || sVek .

On peut alors passer & la limite, et en déduire qu'il existe Xy € B, tel que
Xo + KFXO =0 .

COROLLAIRE 37. = Soit E wun Banach réflexif tel que E et E' soient stricte-

ment convexes. Solent K une application monotone hémicontinue de E! dans E,

et F une application hémicontinue et bornée de E dans E' telle que

(Fx-Fy,x-y)>,cHx-y||2 i x,y€E, avec ¢c>0 .

Mors vV ue E, 1l'éguation x + KFx = u admet une solution unique.

Démonstration. = On pose K, =K =Ky et F, y= Fly + u = KO) . Avec ces nota-

tions, 1'équation devient y + K Fy= 0 of y=X=u+ Ko o X et F, véri-

fient les conditions du théoréme 35 ; d'ou l'existence d'une solution.

Montrons lt'unicité : Soient X et X, deux solutions. On a

X +KFxl=x + KFx, =u .

1 2 2

Mais
(Fx, = Fx X, = %,) 3 c|lx -XH'?'
1 27 71 2z "l 2 °

Dol

2

c“xl-xzu s(Fxl-sz,Ksz-KFxl)go .

Donec X, =Xy e

Remarquee = On démontre facilement que la solution dépend continfment de u .
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V. Applications maximales monotones.

DE'FINITION. ~ Soient H un Hilbert, et D(L) un sous-espace dense de H . On
dit qulune application linéaire L de D(L) dans H est maximale monotone, si
L est monotone et s'il n'existe aucune application linéaire monotone qui prolonge
L.

PHILLIPS [16] a démontré le résultat suivant

PROPOSITION 38. - Soient H wun Hilbert, et L une application lincdaire maximale
monotone. &lors L a un graphe fermé et ¥ A >0, L + NI est bijective de (L)

sur H .

DEFINITION. - Soient H wun Hilbert, X c H, et L une application linéaire ma-
ximale momotone. On dit que L et X sont compatibles si ¥ x € X, il existe

h, k>0 et une application ¢ de JO , h) dans R telle que

lo(e) = 1] < ke ¥ ¢€)0, h),
et que
ole) (I+ L) xex i ee)o,n) .

PROPOSITION 39. = Soient H un Hilbert, L une application linéaire maximale
monotone, et X < H tels que L et X soient compatibles. Alors

u = qe) (T+el)™ x

converge fortement vers x g‘g 1im sup (Lus ’ u8 -X) £0.
-0
En particulier, D(L) n X est dense dans X .

Démonstration. = Montrons que Y, = (I + eL)"l X converge vers O . On a

v, + ey, =x 3
dol Hyell < |i®| » Sulvant un ultrafiltre, v, —> ¥ dans H faible. Mais
(Lye—La,ys-a)>,O v ae DL) .
En passant & la limite, on a

WPs x, 9 ~(a,x=5  vaedE) ,

dfoll y =x « Donec quand ¢— 0, y, —> x dans H faible. Mais
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Iy, ~d*< &, =%, 0 .

Dol y, —> X dans H fort. Et par suite u8=q)(e)ye aussi. Enfin

(LuE s u - X) = (Lue s c;o(e)x.---eLu8 - x) < ¥|=| |ole)x = ueil

entratne que

lim sup(lu_ , u -x) <0 .
S"'O € €

Exemple. = La boule B r est compatible avec toute application linéaire maximale

monotone.

THEORRME 40. - Soient H un Hilbert, X un convexe fermé de H, ot L une sp-
plication linéaire maximale monotone telle que L et X soient compatibles. Soit
Fx = G(x , x) une application demi-monotone telle que G soit bornée de X x X
dans H o Soit T =1L+ F définie sur D(L) n X . On suppose qu'il existe

u, € D(I) nX
tel que
(Tx X = uo)
linm =+ ®
xeD(L) X I

[

(aucune condition si X borné). Alors ¥ y € H, il existe x € D(L) n X tel que

(y=Tx,u=x)<0 Fuex .

Démonstration. = On peut toujours supposer y = 0 et Uy = 0 s Soit § 1'ordon-
né filtrant croissant des sous-espaces E, de D(L) de dimension finie. D'apres

le théoréme 27, il existe x; € XnE  tel que
(Txi,xi-u)\<0 fueXnkE .

L'ensemble x, est borné, donec Fx, aussi, et, sulvant un ultrafiltre plus fin
que §, on a %, —> x dans X faible, in > f dans H faible. Mais

(in,xi)\<(in,u)+(in,u-xi) fueXnkE ,
donec

(in,xi)s(Fbci,u)+(Lu,u-xi) vueXnk .
Dot

limsup(in,xi)s(,e,u)+(Lu,u-x) vueDdDl) nX .



Bn faisant u=u =g(e) (I+c)™ x, on en déduit que

Lim sup(Fx; , xi) <, x) .

I1 en résulte que G(u , xi) —> G(u, x) dans H faible et que

(G(u,xi),xi)—-—> G, x) , x) FueX o

D'autre part, (Lu+G(u,xi),xi-u)§(Txi,xi-u)$O, yueXnE «En

passant & la limite, on a
(Iu + Gu, x) , x=u) g0 yeDI)nX .
En faisant u=u_ = ol) (I+¢l)™ x, on en déduit que
It | < (ol Gl + loGa, , D + K= o, , 0f
Ceci entraine que ]'..u8 est borné, et par conséquent x € D(L) puisque L a un

graphe fermé. Enfin u +=—> Iu+ G(u, x) est monotone hémicontinue sur D(L)nX

et d'apres la proposition,
(Ix + G(x , x) , x=1u) g0 7ueDL) nX .

Mais D(I) n X est dense dans X 3 d'ou le résultat.

I1 est utile, dans les applications aux équations aux dérivées partielles,. d'in-
troduire deux espaces de Hilbert. Soient H un Hilbert muni du prodult scalaire
(, ) etdelanorme | |, et VcH avec injection continue muni du produit
scalaire (( , )) et de lanorme | ||

THEOREME 41. - Soient L une appliq%ation lindaire maximale monotone de D(L) ¢ H
*
dans H, et L son adjoint de D(L') dans H . On suppose gue

(Ix , z)) >0 fxeDL)aV, telque IxeV .

Soient 0 € X un convexe fermé de V compatible avec L, et Fx = G(x, x) une

application demi-monotone et bornée de X dans V telle que,

vyeX x —> G(x, y)

soilt continue de X fort daens V faible. Si

iy a0 s (R, x) L
xeD(L)nX I
{0

alors, VyeH, il existe xe X tel que

1) G,u=% = (x,L0 - (Fx,u=-x)g0 yue DT nDEL) NnX .
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Démonstrastion. =~ Soit § ltordonné filtrant croissant des sous-espaces E:.L de
D(I) nV de dimension finie. D'aprés le théoreme 27, il existe X, € Xn Ei tel

que
(y,u-xi)—(xi,u—xi)-((in,u=xi))so vueXnkE

(on utilise ltexistence d'une application linéaire Si de Ei dans Ei telle que
(x,y) = (Si X, 5, VX, y5e€ E, ). L'ensemble x; est borné dans V , donc
in aussi. Suivant un ultrafiltre plus fin que & , ona X, ——> X dans V

faible, et on montre, comme dans le théoreme 40, que
¥ we DL) n X (yo,u=%x) =(lu,u=x)=((Gu, x),u=x) 50 .
Soit v e D(L) n D(L*) n X 3 on pose
(e, 8) = (1 =thu_+ v = (1 =1) ole) (T4 el)™ x+ v pour t€ )0, 1( .
En remplagant u par u(e , t) dans la relation précédente, et en faisant d'abord
tendre ¢ vers O puis t , on obtient le résultat.
Remarques = Si X est un cBne convexe, il existe x € X tel que
VueD(L)nD(L*)nX (y,u)-(x,L*u)-((F’x,u))sO .
La démonstration est identique & celle du théoréme 41, en prenant u(e, t) =u_+ tve
PROPOSITION 42. = Si de plus L = -L et si

((FX~FY,X-Y))>,OHX-sz i x,yeX, aec ¢>0 ,

alors la solution de (1) est unique.

Démonstration. = Soit x une solution de (1) et u = ple) (T + aL)"'l X « On

montre d'sbord, comme dans le théoréme 40, qu'il existe C1 R (}2 indépendants de
2 | \
e tels que lLuel € Cyf[Tu || + Gy Dol

leuEIZ-?O quand e=>0 .
Soient X, et x, deux solutions de (1),
-l -l
u, = cpl(s) (I + el) %, et v, = cpz(e) (I + eL) X,
On a
#*
(2) (y,U.-Xl)-(Xl,Lu)—((FXl,u-‘Xl»SO ’

(3) (y,u~x2)-(xz,L%u)-((’sz,uuxz))sO .
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On fait u = v dans (2), et u = u dans (3). Par addition de (2) et (3), et en
faisant tendre ¢ wvers O, on obtient le résultat (on remarquera que

(xl -u Lve)~¢»0 et (x: -V, Lue) -0 ).
Les théorémes 40 et 41 s'sppliquent & la résolution d!'équations d!évolution et de

problémes paraboliques. Le théoréme 41 et la proposition 42 permettent de retrouver
un résultat de [14].

VI. Applications des méthodes de compacité et de monotonie.

VIele Généralisation du théoréme de Péano.

THEOREME 43. = Soient E un espace locelement convexe séparé, C un convexe

fermé de E, K un convexe compact de E , &b f(t , x) une application continue
de (0, T) x C dans K . Soit Xy € C tel que x,+ T.K < C . Alors 1'équation
——— W e ———

différentielle = £(t , x) admet une solution définie sur (0, T) , avec

X(O) =

Xoo
La démonstration fait appel & trois résultats préliminaires :

THEORRME de point fixe de Hukuhara [15]. = Soient & wun espace localement con-

vexe séparé, AL un convexe fermé de & , et F une spplication contime de 4

dans & telle que T'(A) soit compact. Alors il existe x e & tel que Fx = x .

THEORIME (ASCOLI) . = Soient I wun espace topologique compact, X wun espace uni-
forme séparé, et H une partie équicontinue de C(I , X) telle que H(t) soit
compact pour tout t € I . Alors H est compact dans C(I , X) muni de la topolo~

gie de la convergence uniforme.

LEMME 44. = Soient I un espace topologique compact, X et Y des espaces uni-
formes, et 2 c X compact. Soit f£(t , x) une application continue de I x X
dans Y . Alors, ¥ V entourage de Y, % U entourage de X tel que V z € Z »
VxeU(z) et vtel, ona

(£(t , x) 5, £(t, 2)) eV .
La démonstration de ce lemme est évidente.

Démonstration du théoréme 43. = Soit &=C((0, T), E) « &, muni de la topo-
logie de la convergence uniforme, est un espace localement convexe supérieurement
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(e 1o Co s4)s A =¢C((0, T), C) est un convexe fermé de & « F ecst une appli-

cation de A dans A définie par
r'l:
ued —> Fut) =Xy + J f(s, u(s)) ds .

Cette intégrale a un sens puisque E est un e. 1. c. s., f(s, u(s)) est conti=-
nue et son image est contemuie dans un convexe compact. Résoudre 1l'équation diffé-
rentielle équivaut & trouver les points fixes de F . On vérifie aisément, & 1l'aide
du lemme 44, que T est continue de A dans A . Le théoréme d'Ascoli montre que
F(a) est compact. Il résulte alors du théoreme de Hukuhara que F a un point fixe
dans A .

Remarques =~ Ce résultat généralise le théoréme classique de Péano en dimension
finie (cf. W. BOURBAKI [3], chap. IV, § 1). Il généralise aussi un théoréme de
F. BROWDER [5] (théoréme 7) qui démontre 1'existence d'une solution dens le cas ol
E est un espace de Hilbert et f£(t , x) faiblement contimue. La solution est
alors de classe ct pour la topologie faible. (Le théoréme de Browder énonce
1texistence d'une solution de classe C1 pour la topologie forte, mals ce résultat

est inexact.)

VI.2. 4pplications du théoréme 40 & la résolution d'équations d!évolution.

THEOREME 45, - Soient H wun Hilbert, f£(t , x) une application continue de
0, T) x B(xO , ) dans H telle que

(£6, 2 - £t , 3) , x =) € ox - y|?

vtel0, T), Vx,yeB(xO,r),avec ¢ >0 . Alors il existe O <hg T

tel que 1l'équation différentielle %= £(t , x) admette une solution unique (uni-

cité & droite) définie sur (0, h) avec =x(0) = Xy .
Plus précigément, si ||f(t , x)]|sxM, v te (0, T) et v xe B(xO » T) 5 et

gl 1l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

(a) MI<r,
.T
() &°F ‘[O e™Slr(s , X))l ds <,

alors 1'équation admet une solution définie sur (0, T) .

Démonstration. — Montrons d'abord l'unicité. Soient X, (t) et xp(t) deux solu-
tions. On g

&% 2
T - 7 (1) - () < ol () - )2 .
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Dol
Lz, () - %, (1)) < 2dfx, (8) = x,(B)]° .
Ce qui entratne

=, (8) = %, (8] < %Y, (0) =~ %, -

Existence. = On fait le changement de variable =x(t) = o°t y(t) + Xy L'équation
devient :
d;
F+elt,y) =0 y(©) =0 ,
avec

=ct ct )

£t , e ¥+ x

gt , y) =cy -e
Soient ¥ = L2((O , T) , H muni du produit scalaire usuel, et

t
X={yen; &° y(’o)+xoeB(xo,r) De Do}

X est un convexe fermé borné de % . Fy(t) = g(t , y(t)) est une spplication mo-

notone hémicontinue et bornée de X dans % .
) d
DL) = {ye®r; E%eae et y(0) =0} ,

ou _(cil% est la dérivée au sens des distributions. (Tout élément de D(L) est égal
pe. pe & une fonction continue, de sorte que la condition y(0) = O a un sens.) En-

fin Ly = % définie sur D(L) est une spplication linéaire maximale monotone.

Montrons que L et X sont compatibles. Soient y e X et Ze = (I + sL)"l Y 3
on a

1
v 3lot)
O A9

Ze(t) =%‘- y(s) das .

D'ol l'on déduit que

r
1 =~ gc

1e°% =_(0)] < ite(0, T .

Ce qui montre que L et X sont compatibles avec <P(5) =1 = gc o D'gpres le
théorémc 40, il existe y € D(L) n X tel que

(1) (Ly+Fy,y-u)2€<O TueX .

Majoration a priori de y : 1l'inégalité (1) étant vérifide y ue X, on a

b
ura(Ly-*-Fy,y-u)Hdt.sO va<b .
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Ce qui permet de passer & 1l'inégalité presque partout, clest-a~dire que

(‘g%*' g(t ’ Y) Iy y(t) "u(t))HS 0O pe.p. sur [O ) T] .
En particulier, si u =0, on en déduit :

(%% ’ Y)HS - (gt , ¥) , Y(t))H s-=-(t,0, Y(t))HS et , O ly(B)] -
Dol

t
ly ) < fo e £(s , x| ds

et par suite

T
1e% v < Ty et , x| as -

Ou encore
G, ys-cy® e e, e Pyax) v .
D'ou

G 9 <= dy@i « Sy,

ce qui entratne

1e°° y(8)|| < Mt < MT .

Par conséquent, si 1'une des conditions (a) ou (b) est réalisée, on a

Hect y®)| gt < Fte (0, T) .

On déduit alors de (1) que % +gt,y) =0 avec y(0) =0 .

Cette méthode peut 8tre généralisée lorsque l'on introduit un générateur infini-
tésimal d'un semi-groupe. Soit A(t) une famille d'opérateurs lindaires de D(A(t))
sous=espaces denses de H dans H . = A(t) est un générateur infinitésimal d'un
semi-groupe de contractions si, et seulement si, Vv t , A(t) est maximal monotone.

Hypothéses (H)s - On suppose que t +—> (4(t) + I)™! est de classe €' et
qu'il existe un opérateur d'évolution U(t , s) , olest-dwdire une applicetion con-
time U(t, s) de (0, T)x (0, T) dans £(H) aveec |U(t, s)] €1 telle que
toute solution de 1'équation :

%XE +At)x=£(t) , fe Lz((o ’ T) + H)

()

X(O) = Xo
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soit donnée par

t
(3) x(8) =g Ul , o) £(s) s+ V(s , O)xy -
Inversement, on dit que =x(t) , défini par (3), est solution faible de (2).

THEOREME 46. — Soiemt H un Hilbert, f£(t , x) une application contimue de
(0, T) x B(x, , ) dans H telle gue

(£t , ¥) =206, 1) , x -3 < ojx = ¥|°

tte(,T), Vx,yeBlxy, r), avec c3»0.Sit A(t) vérifiant les hy-
pothéses (H). Alors il existe O<hg T tel que 1'équation %x{ + A(t)x = £(¢t , %)
admette une solution faible unique définie sur (0 , h) avec x(0) = Xy o Clested=
dire qu'il existe x(t) continue sur (0, h) telle que

t
x(6) = I 0t , ) 2(s , x(s)) ds + Ut , O)x,

Plus précisément, si |(f(t , x)| <M, vte (0, T) et v xeBlxy, r), et
si l'une des conditions suivantes est réalisée ¢

(a) sup  ||U(t , O)xy = x| + MT <,
e(0,1) >0 0 .
cT -CS
(b) 'be?gplj Ut 5 0)xy = x4l + e IO e” Nf(sy xp)j ds< T ,
3

alors 1'équation admet une solution faible sur (0, T) .

Démonstration. = L'unicité est presque évidente.

Montrons l'existence ¢ Supposons d'abord Xy = O . On fait le changement de va-

risble x(t) = eCt y(t) « L'équation devient ¢

%% + A(t)y + gt , y) =0 avec y(0) =0 ,

o gt ,y) =cy - £(t, ¢ y) . Ondéfinit %, X, F comme dans le théo-

réme 45. Soit x e ¥ , on pose
r't
Ux(t) = °0 U(t , s) x(s) ds .

U est un opérateur linéaire monotone injectif de # dans # , et L = gt est
une application linéaire maximale monotone. (I + el)™t est aéfini par

t L (g
ze(t)=(1+aL)-ly=%f ei(t )

o U(t , s) y(s) ds

On en déduit que si ye X, on a
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e 2, (6)]] < T Fte(0,T) .

On achéve la démonstration corme celle du théoréeme 45.

Démontrons le théoréme dans le cas général x5 # 0 . On a 1'équation
b
x(t) =J, Ut , 8) £(s , x(s)) ds + U(t , O)x -

En faisant le changement de varisble x, (t) = x(¢) -Ut, O)x0 , 1téquation de-

vient :
1
-+ A(t)xl = £, (t , Xl) avec xl(O) =0 ,
ol fl(t » X)) = £, x + U(t , 0)xy) . Soit

o= sup ||U(L, 0)x, = x| -
+e(0,T) 0 70
£, (t, Xl) est définie pour te (0, T) et x, € B(xO y T =a) o Avec les hypo-

théses faites, on peut se ramener au cas précédent.

Remarque. - Ce théoréme généralise des résultats démontrés par F. BROWDER [5] et
KATO [12]. En particulier, cette méthode a 1l'avantage de fournir l'existence de so-
lutions locales. D'autre part, contrairement aux démonstrations de [5] et [12],
elle ne fait pas sppel au théoréme de Pdano, ce qui doit permettre d'étendre ces
résultats & des opérateurs F plus généraux.
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