DOITCHIN DOITCHINOV
Une généralisation des espaces topologiques et des espaces uniformes

Séminaire Choquet. Initiation a I’analyse, tome 5, n°2 (1965-1966), exp. n° 8, p. 1-4
<http://www.numdam.org/item?id=SC_1965-1966__5 2_A1_0>

© Séminaire Choquet. Initiation a ’analyse

(Secrétariat mathématique, Paris), 1965-1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SC_1965-1966__5_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire CHOQUET ' 801
(Initiation & 1'Analyse)
5¢ annde, 1965/66, n° 8 10 mars 1966

UNE GENERALISATION DES ESPACES TOPOLOGIQUES ET DES ESPACES UNIFORMES ()

par DoTtchin DOITCHINOV
[Résumé ]

Le probléme d'englober les théories des espaces topologiques, des espaces uni-
formes et des espaces de proximité dans une théorie unique a été résolu par
A. cshSZAR [1] et par M. HACQUE [2]. On propose ici une autre solution du meme
probléme. Cette solution peut 8tre caractérisée 'par le fait qu'elle conserve pour
la notion d!uniformité la conception connue dans l'analyse classique.

Soit E un ensemble quelconque. Désignons par @(E) 1'ensemble de toutes aes
parties. Soit M un sous-ensemble non-vide de ®(E) . Considérons toutes les ap-
plications U de 1l'ensemble M dans llensemble @(E) , et désignons par (M)
leur famille. On dira que ¥ est une topologie généralisée par rapport & l'ensem~

ble M, si T < g(®) , et si les axiomes suivants sont satisfaits s
(1) si Uex et A€M, alors Acu(d) s

() 8i Uex, Vesx et A€, alors il existe au moins une W € £ telle
que W(A) < U(R) nV(A) ;

(3) i Uex et A€, alors il existe su moins une V € © telle que, pour
- chaque Be M, B cV(4) , on peut trouver une W € T pour laguelle on a
W(B) < U(4) 3

(4) si pem, alors il existe au moins une U € $ telle que U(P) =0 ;

(5) st Ue g(m) et si, pour chaque A € M, il existe une V € £ telle que
V(&) cU(4) , alors Ue % .

Remarque. - Compte termu de l'axiome (5), il est clair que l'axiome (2) peut &tre
remplacé par llaxiome suivant

(2!) si Ueyx et Ve, alors UnVe £, od l'application Un V est dé-
finie par 1'égalité (Un V)(&) =U(A) n V(A) .

(*) Le présent résumé rappelle les passages essentiels de l'article de ltauteur:
DOJEINOV (De)« = Sur la théorie unique des espaces topologiques, des espaces de
proximité et des espaces uniformes [en russe], Doklady Akad. Nauk SSSR, t. 156,
1964, p. 21-R4.
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Les topologies généralisées diverses, introduites sur un ensemble E par rap-
port au méme ensemble W , peuvent &tre comparées entre elles en disant que la to=-
pologie I est plus fine que la topologie 22 lorsque l'on a 22 = )31 .

Si $' <%, ondira que ' est une base de la topologie généralisée T , in-
troduite sur E par rapport & ¥, si, pour chaque U e & et pour chaque A € &,
on peut trouver une V e T' telle que V(A) < U(&) . On voit immédiatement qu'un
sous-ensemble de l'ensemble &(M) peut &tre base d'une topologie généralisée, si

et seulement s'il vérifie les axiomes (1)=(4).

D'une manidre analogue & celle de BOURBAKI, on peut définir la borne supérieure

dtune famille de topologies généralisdes, associées au méme ensemble X .

Etant données une topologie généralisée %, sur un espace E; par rapport &
-ml , et une autre topologie généralisée %, sur E, par rapport a M, , on dire
que l'application f dJde l'espace El dans 1'espace E2 est contimie quand les
deux conditions suivantes sont satisfaites ¢

(1) AeM entratne f£(&) e, ;

(2) Vve %, entrafne £ yr e I

Toujours comme dans BOURBAKI, on peut introduire aussi une notion de topologie

généralisée dans 1'espace produit d'une famille d'espaces topologiques généralisés.

Si Ael et Bc<E, ondira que A est prés de B (et on désignera cela par
Ao B ) quand on a U(A) n B # f pour chaque U € £ . La topologie généralisée =
2:A dés que A el et

B € I - une condition qui peut &tre écrite sous la forme suivante

sera dite symétrique si le relation As., B implique B8

(8) 8i Uexr, Ael ot Bel , et si U(A) nB=p, alors il existe une
Vey telleque V(B) nA =g .

Remarquons que la borne supérieure d'une famille de topologies généralisées sy-
métriques peut ne pas 8tre symétrique, et cele m8me dans le cas d'une famille com-
posée de deux topologies seulement.

On obtiendre divers ocas particuliers de la notion de topologie généralisée si on
fixe 1l'ensemble J d'une maniére ou d'une autre, ou bien si l'on impose des con-
ditions supplémentaires & la famille d'applications composant % .

Dans le cas ot l'ensemble I coincide avec l'ensemble &(E) de tous les sous—
ensembles de E réduits & un seul point, la notion de topologie généralisée est
équivelente & la notion classique d‘espace topologique. La notion d'application
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contimie, de mfme que celle de l'espace produit, coincide dans ce cas avec les no-

tions habituelles.

D'autre part, la notion de topologie généralisée symétrique par rapport & @(E)
est équivalente 3 celle d'espace de proximité. Dans ce cas, une application conti-
nue n'est autre qu'une application " §-continue" dans le sens de EFREMOVIE-SMIRNQV
[3]. En ce qui concerne la notion de topologie généralisée dans l'espase produit,
on remarquera que si l'on considdre les espaces de proximité appartenant & une fa-
mille donnée comme des espaces topologiques généralisés, la topologie généralisée
dans le produit n'est pas, en général, symétrique, et ne correspond donc & aucun
espace de proximité. Pour obtenir la notion d'espace produit de proximité, il faut
alors chercher la moins fine parmi toutes les topologies généralisées symétriques
qui sont plus fines que la topologie généralisée dans le produit. Une telle topo-

logie généralisée moins fine existe toujours, et elle est unique.

En remarquant que dans les axiomes (2), (3), (5) et (S) on parle de Llexistence
de certaines applications qui peuvent cependant dépendre du choix de ocertains
éléments appartenant & 1l'ensemble M , on peut'uniformiser" ces axiomes en exi-
geant que ces applications ne doivent pas dépendre de ce choix. On appellera alors
une partie de (M) , topologie généralisée uniforme (par rapport & ¥ ), si elle

satisfait aux axiomes (1)~(5) uniformisés, et l'on dira qu'une topologie générali-
sée uniforme est symétrique si elle vérifie encore l'axiome (S) uniformisé. La dé-
finition de la notion de base d'une topologie généralisée peut aussi &tre unifor-
misée de mme maniére, et on obtiendra la notion de base d'une topologie générali-
sée uniforme.

Dans le cas ot M = 3J(E) , la notion de topologie généralisée uniforme est équi-
valente & celle de structure quasi-uniforme [4], tandis que la notion de topologie
générelisée uniforme symétrique est équivalente & celle de structure uniforme dans
le sens classique. Dans ce dernier cas, les notions d'application continue et de -
topologie généralisée dans l'espace produit correspondent & celles d'application
uniformément continue et d'espace uniforme produit.

D'une meniére naturelle se pose la question des rapports entre les topologies
généralisées uniformes et les topologies généralisées qui ne sont pas uniformes.
Ainsi, étant donnée une topologie généralisée (satisfaisant aux axiomes (1)=(5)
non-uniformisés), on peut se demander si elle n'est pas en m8me temps uniforme.
Bien qu'il existe des toprlogies généralisées qui ne soient pas uniformes, il peut
arriver, pour certains choix de l'ensemble M , que toute topologie généralisée

soit uniforme. On peut formuler des conditions nécessaires et suffisantes pour
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1l'existence d'au moins une topologie généralisée qui ne soit pas uniforme.

D'autre part, toute topologie généralisée uniforme, par rapport & un ensemble
M, peut 8tre considérée comme base d'une topologie généralisée (dans le sens des
axiomes non-uniformisés) par rapport au méme ensemble & . Est—ce que toute topo-
logie généralisée peut 8tre engendrée de telle maniére ? Il en est ainsi dans les
cas N = CP(E) et % =3(E) . On peut méme démontrer que, lans le cas I = P(E) ,
il existe toujours une topologie généralisée uniforme moins fine engendrant une
topologie généralisée donnée. lzis dans le cas général, le probléme reste ouvert

pour le moment.
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