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Séminaire CHOQUET 7-01
(Initiation & 1'Analyse)
5e annde, 1965/66, n® 7 17 , 24 février et 2 mars 1966

SUR L'EQUATION DE CONVOLUTION W # T = m

par Jean-Pierre CARPENTIER

Le but du présent exposé est 1'¢tude, d'aprds Harry FURSTENBERG [7], d'unc part
de la représentation intégrale des fonctions sphériques et semi-sphériques, et
d'autre part, du cdne des solutions positives n‘ d'une équation de convolution
B ¥ T =T sur un groupe semi-simple. Ces questions seront étudides respectivement
dans les parties I et II, mais il n'y sera pas question de groupe de Lie semi-
simple, et les problémes seront résolus pour un groupe localement compact vérifiant
de fortes conditions topologiques et algébriques. Dans la partie III, par contre,
nous montrerons que ces conditions sont réalisées pour les groupes de Lie semi-

simples.

Auparavant, nous allons préciser nos notations, rappeller un certsin nombre de
résultats généraux, et en démontrer d'autres ; que ces résultats soient classiques,
ou qu'ils ne soient qu'indirectement 1liés aux problémes 4tudiés, il est préférable

de les isoler des démonstrations déja longues des parties I et II.

Introduction

1. Notations.
G étant un groupe localement compact, on notera :
e 1'élément neutre de G ,

%(G) 1'algdbre des fonctions continues réelles, a support compact, définies
sur G ,

K+(G) 1'ensemble des fonctions positives ou nulle de %(G) ,
¢(G) 1'algdbre des fonctions réelles continues sur. G,

C+(G) 1l'ensemble des fonctions positives ou nulle de C(G) ’
CI(G) 1'ensemble des fonctions de C'(G) valant 1 en e ,
M(G) 1'ensemble des mesures de Radon sur G ,

mﬁ(G) l'ensemble des mesures de Radon positives sur G ,
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m}(c) 1'ensemble des mesures de ﬁ*(G) de masse totale 1 ,

m, ou de(g) ou dg désignera une mesure de Haar invariante & gauche, po-

G
sitive sur G ; pour un groupe compact, nous supposerons toujours que cette mesure

est choisie de masse totale 1 .

Si f est une fonction sommable pour m, , nous ne ferons pas de distinction en-

tre la mesure fmG et £ .

A désignera la fonction modulaire, €y la mesure de Dirac en t .

2. Définitions.

DEFINITION 1. - Soit X wun espace topologique ; on dira que G opére continfi-

ment sur X (le plus souvent, on omettra continfment), si 1'on s'est donné une ap-

plication continue de G x X dans X , (g , x) —> gx telle que ex =x et

gl.(gz.x) = (gl g2).x . Si, de plus, G opeére transitivement sur X (y x, vy eX,

™)

1geG tel que g.x = y) , X sera dit espace topologique homogdne sur G (22

espace homogéne, simplement).

Remarque. — Si H est un sous-groupe fermé de G , G/H est évidemment un es-
pace homogéne en ce sens sur G . Tous les espaces topologiques homogénes ne sont
pas isomorphes & des espaces topologiques homogines de ce type, mais ce sera, en

fait, le cas pour tous ceux que nous envisagerons.

DEFINITION 2., - Un homomorphisme de deux espaces topologiques homogénes X et Y

sur G est une application continue f de X sur Y telle que f(g.x) = g,f(x)

pour tout g € G et tout x € X .

Remargues.

-Si X =G/H, la condition f(gx) = gf(x) entratne la continuité de f , car

g > g.f(H) est continue, et puisque g.f(H) = f(gH) , cela suffit.
- 3i f est bijective et bicontinue, c'est un isomorphisme.

- Si G opére sur X , on notera SX y pour x € X , le stabilisateur de x :
s, = {g | gec, gx=x)

Sx est un sous-groupe fermé de G . L'application

J e G/SX -—> X avec j(ng) = g.X

est un isomorphisme algébrique continu ; elle sera bicontinue, et j sera un iso~

morphisme, lorsque X est séparé et G/SX compact, ce qui se produira si nn_sous—
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groupe compact de G est transitif sur X .

Un cas particulier important d'espace topologique X , sur lequel G opere, est
le cas ou X est un espace vectoriel topologique et ou, pour tout g e G,
X +—> gx est linéaire. Si on note Tg cette dernidre application, g > T

g
est une représentation linéaire de G .

Nous allons citer quelques espaces ou G opére.

Prenant X = CG(G) muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact, on peut définir deux représentations de G :

\

D : translation & droite, par Dy.f(g)

fley) , Vv ,g€C ,

-1
fv g, Yy,geq .

G ¢ translation & gauche, par Gv.f(g)
(Les vérifications & faire sont immédiates.)

%(G) est un sous-espace stable par D et G , nous noterons encore D et G

by

les restrictions de D et G a %(G) .

Prenant X = M'(G) , posons, pour u € 1 (a) .

(D;(u))(f) = u(D _1(f)) pour f € K(G) et yeGe ,
Y
(Gy'(u))(f) = (G _1(f)) pour fe X(G) et yea .

On vérifie immédiatement que G opére dans mT(G) par

(v » w) > D\'{(u) et (v, u) +— G\'((u) .

D'autre part, il opére continliment pour la topologie vague : soit f € ¥x(e) , i1

faut montrer que w(D _1(f)) tend vers pO(D _l(f)) si u tend vers by o ety

Y Yo
vers vy, par exemple. Or :

w(@ _ () = (@ _ (£) =ulp _ () =D _(£)] + @ -u))@ _,(£) ;
Y Yo Y Yo Yo

le deuxiéme terme tend vers O si p tend vers bo vaguement ; quant au premier
terme, il tend vers O si vy tend vers Yo » POUTVU que W reste bornde sur un

voisinage convenable du support de D —l(f) , ce qui est réalisé.
Yo
Prenant X = Cl(G) , on définit ol et gl par

1 _2(ey) 1 _ty o)
(o) 9)(e) = 7= (¢, )(8) = ‘}%\{‘-1‘?‘ )
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(Les vérifications sont immédiates, avec la topologie de la convergence uniforme

sur tout compact).

3. Groupes de Tikhonov.

DEFINITION 3. - G est un groupe de Tikhonov si, pour toute représentation li-

néaire de G dans un espace vectoriel localement convexe E , et tout c8ne & base

compacte C de E, G opérant continfiment sur C , on a

gt € C pour tout g€ G => dueC, gu proportionnel & u pour tout ge€G .

Remargues.

- Un groupe de Tikhonov a la propriété du point fixe, mais la réciproque est

inexacte. Ainsi, tout groupe de Lie résoluble a la propriété du point fixe, mais le
groupe
x O -+ 0 u -+
G={(O y)l X,yGB}U{(V O)Iu’veﬁ}

est résoluble, mais n'est pas groupe de Tikhonov : dans sa représentation naturelle

. . . 2 .
il laisse stable le nremier quadrant de R~ sans y a7nir de vecteurs vropres.

- Par contre : tout groupe commut. tif ést de Tikhonov, donc tout groupe & un pa—
rametre eat de Tikhonov.

4. Produit de convolution.

Rappelons que si w , Vv € M(G) , w#*v est la mesure, si elle existe, qui vé-
rifie, pour tout f € %(G) ,

[ 269) a ae) = I @) atu (@)

Si v est absolument continue et de densité ¢ , p #*# v est absolument conti-

nue et de densité

-1
bk = IG o(x" y) dul(x) .
Si, par contre, p est absolument continue et de densité VY , w % v est abso-
lument continue et de densité

Y av = IG Y(xy-l) %%é%l .

Le produit de convolution d'une fonction de 1P et d'une fonction de 1% est
continu et tend vers O & 1'infini. Le support de pn % v est contenu dans le. pro~
duit des supports de pu et de v .
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Pour vy € G,

e ww =G et %* € = D' .
y TRy IS e

On notera parfois +yu et py ces mesures, pour simplifier.

On obtient facilement le lemme suivant.

LEMME 1. - Soit u une mesure de Radon & support compact, alors 1'application

v > uwx v de m(e¢) dans 7(¢) est un endomorphisme linéaire continu pour la

topologie vague.

Nous allons étendre un peu la notation "produit de convolution".

Si X est un espace homogéne localement compact sur G , et si u € W(G)

v € m(x) , on notera W % v , si elle existe, la mesure sur X qui vérifie :
J fx) dlp % v)x = I I £(gx) du(g) dv(x)-

81wy 4 by em(e) , v em(x), Wy % (uz % v) et (ul % “2) % v existeront en

méme temps et seront égaux.

Remarquons que, pour g € G , v € Mm(X) , € #v est l'image de v dans 1l'ap-

g
gﬁex=€gx'

Si pour x€ X, Ly ® €y existe, c'est une mesure invariante sur X . Nous al-

plication de multiplication par g . On a e

lons voir gu'en fait, on peut ramener cette extension au cas classique.
q q

Fixons un point eX , et soit H., © G son stabilisateur. Fixons-nous encore
o 0

une fonction continue & support compact sur HO y ©® , telle que

IHO on) amy () =1 .

Les applications que nous allons définir seront relatives & ¢ et x, . Posons,

0
pour f eX(G) , xeX tel que gx, = X ,

fHO(x) =fH £(gn) an

0
1'intégrale ne dépend effectivement que de la classe & droite de g modulo HO .
H
L'application f = ¢ 0 est lindaire et continue pour la topologie permettant

de définir les mesures. L'application transposée u > E' de M(X) dans M(G)
est telle que p a une mesure image dans X par g > g%y clest .

On a alors les relations (quand le produit de convolution existe) :
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[V m(G) s V E m(x) H 1 x v = bowov
v € m(x) H v>20 => v>=20 .
La deuxiéme est évidente ; pour la premiére, faisons un calcul direct : pour
H
£ex(@) , (&) =), done :
pow(f) = d5 4, 1l 8y) anle)) dvley) .
Or
I, 26, &) aoley) = %y (fHo (g, 8, 1) @) av(s, %)
(avec une notation abusive),
{'l
- _ |
S A A e L EOENCHEN R
et

e - Jy e an) ol = exy) = | [ JHO t(g, 8, h) an) dulg,) dvlexy)
ce qui montre bien 1'égalité.

LEMME 2. - Soient K wun groupe compact, By et o deux mesures positives sur

K . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) v v e K) , ©xp 20 => wrp, 20

(2) 3pem () tel que B, =g Ep

Démonstration.

(2) => (1) est évident.

(1) = (2) . -Soit ¢ = {ul 2p | wel(K)}; C est un cBne convexe, et
si C'=f{ul| pec, llull € 1} , 1'image réciproque de C' par u > by %
de mT(K) gsur C est faiblement fermée et bornée, donc compacte ; C' est lui-
méme compact. Par suite, C1 = {p | wecC, p(l) = 1} est une base compacte de
C ; en particulier, C est faiblement fermé. Pour montrer que Mo € C, il suffit
de montrer que toute forme lindaire continue, positive sur C , est positive sur

Wy s d'aprés le théordme de Hahn-Banach. Pour cela, transformons 1'hypothdse (1).
Si h e G(K) vérifie

+
Vued (), (b zw)(n)z20 ,
on a

[ n(y) a0, 6) as(a) 20 o encore I au(y) I nG) a,0) 20

pour toute mesure w , donc,
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Vyek, 0« f h(xy) dpl(x) = (pl * ﬁ)(yul) avec ﬁ(x) = h(x_l) .
Donc, Vye€eK, ona:

(1) (b, #0)(y) 20 et (uy = B)(x) =uy(n) 20 .

LEMME 3. -~ Soient K un groupe compact, X et Y deux espaces homogénes com-

pacts sur K , et 6 une application de X dans ﬁ&(Y) , vérifiant :

o(kx) = ¢, #0(x) pour kxek, x€X,

k

Vpe WK) , ¥xeX, wro(x) 20 = pwe 20 .

Alors il existe une application j: Y —> X telle que, pour x €X , j—l(x)

soit le support de 6(x) .

Démonstration. - I1 suffit évidemment de démontrer que {Supp(e(x))}XeX est une

partition de Y .

C'est évidemment un recouvrement d'aprés (1), puisque, si X, € X,

Vo € Supp(8(x)) # 4 (masse 1) ;
pour tout y € Y , il existe k € K, kyo €Y, et alors y € Supp(e(kxo)) .
Pour montrer qu'il s'agit en fait d'une partition, nous allons voir que :

keK, y, et ky, e Supp(e(xo)) => kx. = X

0 o °
Relevons les mesures dans X et Y par rapport & X, et yo comme il a été
décrit plus haut. Soient Vo = S(XO) ’ K1 et K2 les stabilisateurs de XO et

Yo 5 ona :

Ve wK) , Ho® Vg >0 => u =% e, 2 0
ou 0
(2) Vue ﬂKK) y M o% Vo >0 => pwre =0
o)
ou

VpelMK) , wavg20 => pwm 30 .
On peut appliquer le lemme 3 : il existe w € W?(K) , I ='36 % ®w ; en particu-
lier, Supp 36 <K, , et comme
ky, € Supp(vy) => k e Supp(V3) ,

on a kxo = xo .

5. Frontiére d'un groupe.

DEFINITION 4. - Soit G wun groupe localement compact & base dénombrable ; un
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espace homogéne compact sur G est une frontiére si, pour toute mesure m sur X,

de masse totale 1 , il existe une suite (gn) - € G, telle que eg % T
n

tende vaguement vers une masse ponctuelle.

LEMME 4. - Si B1 est une frontidére de G , B un espace homogéne séparé sur
G, J wun homomorphisme continu de B1 sur B, alors B est une frontidre.

Démonstration. - Soient X, € B1 y Vo = j(xo) ’ H1 et H2 les stabilisateurs
de Xy » ¥yt On a H1 c H2 . Soit encore 9, une fonction continue & support com-
pact de H, d'intégrale 1 sur H, . Relevons alors, comme il est décrit plus

haut, une iesure donnée w € ml(B) 2( B est compact) en une mesure W € MI(G) H
soit v 1l'image de P dans Bl , relativement a Xy « I1 est immédiat que v a
pour image W par j (c'était déja le cas de § relativement a Yo ). Alors, si
g, € G tel que g, v tende vers une mesure ponctuelle, gy W tend a fortiori

vers une mesure ponctuelle.

LEMME 5. —_§i B1 sont deux homo-

morphismes continus de B

est une frontiére de G , et si j1 et j2
sur un espace homogéne séparé B , on a j1 = 32 « En

1

particulier, le seul endomorphisme de B1 est 1'identité. (Nous noterons (U)

cette propriété.)

Démonstration. — I1 suffit de montrer qu'il existe x, € B tel que

0
jl(xo) = jZ(XO) . Or si x €B, fixé, posons

1 ¢,
T3l ) )

I1 existe une suite & telle que g, T tende faiblement vers une mesure ponc-

tuelle. En extrayant éventuellement une suite, puisque B1 est un compact métri-

sable, on peut supposer que g, X tend vers un point Xy - Alors éj (x) tend
1

. 1
vers §. y O tend vers §. et puisque = (5. + &, )
3, () 3 (x) io(xg) 7 2 %5, (x5) T P5,(x)
est ponctuelle,
Jl(XO) = je(xo) hd

6. Rappel sur les représentations intégrales.

THEOREME 1. - Soit E un espace vectoriel topologique faible séparé, et soit X

un cdne convexe saillant faiblement complet ; on suppose qgue X est bien coiffé,

que ses chapeaux sont métrisables, et on note & 1'ensemble des points des géné-

ratrices extrémales de X . Alors, tout point de X est résultante d'une mesure

conique maximale, localisable sur un chapeau en une mesure de Radon positive portée
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par & (voir G. CHOQUET [4]). Si, de plus, X est réticulé, la mesure conique en

question est unique.

Si X admet une base fermée B , la mesure conigue peut se localiser sur cette

base en une mesure (positive) au sens de L. SCHWARTZ [10], portée par B N & et

de masse finie. Si alors X est aussi réticulé, cette mesure est unique.

On en tire le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - Soit C un cdne convexe saillant faiblement fermé, de mesures

positives, sur un espace localement compact & base dénombrable d'ouverts : C est

bien coiffé, ses chapeaux sont métrisables. Notons & 1'ensemble des points des

génératrices extrémales : tout point est résultante d'une mesure de Radon portée

par l'intersection de & et d'un chapeau.

Si | est une fonction continue & support compact, telle que "(W) > 0 pour

tout meC, et si c, = {m | m(y) = 1} , toute ™ € C est résultante d'une me-

sure sur C1 portée par 01 noég.

Si enfin C est réticulé, cette derniére mesure est unique, et si v est une

mesure sur C1 , portée par & n C1 et ayant une.résultante dans C , v est po-

sitive.

Comme application, nous allons démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Soient G un groupe localement compact & base dénombrable, T

un sous-groupe fermé, K un sous—groupe compact, tels que TK = G . Si une mesure

positive T, Sur G vérifie

Vter, ey ¥ My = x(t) M, avec x(t) €R et My # 0

alors :

X est une exponentielle sur T bien déterminée,

. ' -1
My = mé * 4, pour une mesure positive W, sur K avec mé =x n

Démonstration. — I1 est immédiat que x(tl t2) = x(tl) x(tz) puisque

w T .
1 2 1%, 0

La continuité de X en e résulte de celle de (z’:JG ﬁ'no)(¢) (pour une fonction
@ telle que no(@) #0 ). Soit

c={n] nemwW(@, vteqa, gy, wT = x(t) n}

c'est un cdne convexe, saillant, vaguement fermé. Montrons qu'une mesure extrémale
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est portée par une seule classe a gauche modulo T : si A c G est invariant &

gauche par T (TA =4) , et si meC , 1A m est aussi dans C , donc si m est

extrémale, T = 1A ™ + 1CA m entralne que 1'un des termes de la somme est nul,

puisqu'ils doivent &tre proportionnels, et donc que m a son support contenu dans

une classe. Soit Ty , vy € K, cette classe, et ©!' =1 % ¢ -1 ; 1m est portée
Y

par T et vérifie e, xm' = %x(t) m' . Par suite, ym' =m" vérifie g, #T" ="

et w = oty ou o € R . En récapitulant, on voit que les mesures extrémales sont

de la forme amé * EY , ou l'on peut se limiter & vy € K . Soit alors ¢ une fonc-

tion continue égale & 1 sur le support de K , & support compact. Pour m e C ,
n(y) #0 , car m(y) =0 => €y ¥ m(y) =0 , et puisque KT =G, m=0 . Soit

C, 1la base définie par ¢ : les points extrémaux de ¢ s'écrivent

X
o m w E = g
(v) mp RN

ou a(y) = jr 1 " # 0 est continue : C1 N & est homéomorphe &4 K . On
y(ev) aX(e)

sait que, puisque My € C , i1 existe u sur C1 N & dont la résultante est My

donc, avec eY = m% : Ey f f
o - ' X
J £(g) amy(e) = c,n8 aly) £lgy) dng dule )
ou encore, en transportant p sur X :
[ 22) ange) = L T, oty aley) andanty)
d'ou la réponse, en posant Wy =l .

Nous appliquons dans la suite, le corollaire général & la situation suivante :
G est un groupe localement compact, & base dénombrable d'ouverts, (p,a)ozeA est
une famille commutative de mesures positives & supports compacts
By ¥ uB = uB % Ry Vo ,peA
et
c={n] menf@), Yaeca, by ® T = n} .

Du fait que B, est & support compact, C est faiblement fermé : nous pouvons ap-

pliquer au cdne C 1les résultats rappelés.

De plus, nous avons :

PROPOSITION 2. - C est réticulé.

Démonstration. — Soient m,oet myec, w = inf(n1 , n2) dans T(G) . Soit

S 1le semi-groupe de mesures engendré par (ua)aeA 3
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Sem ={pwn | pwes} .

Ona pam gu ®m =m pour i=1,2,donc pwrm' gmn' . G étant & base
dénombrable, S est séparable, soit {pn}neN dense dans S . Montrons que S % !
admet une borne inférieure ”

- 3 1
= 1lin My FHy & oeee % o .
n—-o
Cette limite existe car la suite est décroissante. On a up # ' >m pour p €N,

donc m<puwn! pour weS: 1 est un minorant. Si & est un minorant, on a

< My % by %oeee P !

~

donc w<mme¢ 1 est la borne inférieure de S % m' .

I1 en résulte que, pour p e S, P UL (W% T est aussi un minorant :
pow T m') , donc p A TmW="m puisque ML *# T résulte de MgLp v oA
pour v € S .

Comme mwL T, =T, m,

peS: m -m et m,-m sontdans C.Si m - T et m,-T sont dans C ,

ona LT et,pour pesS, M=prTAi<prn ,donc TLH et Mm=-T €C;

-~ m sont positives, et puisque u * T =m pour

donec T = inf(ﬂ1 , n2) .

I. Multiplicateurs et fonctions semi-sphériques

1. Multiplicateurs.

DEFINITION 5. - Soient G un groupe localement compact et X un espace homogéne

sur G . Nous appellerons multiplicateur, une fonction s : G x X -—> g** con-

tinue et vérifiant :

Ve g, xex, slg g, x)=:g,e % s, .

Nous noterons M(X) 1'ensemble des multiplicateurs sur G x X (nous n'envisage-

rons des multiplicateurs que relativement au groupe appelé G dans toute la suite),

Remarques.

Si Sx désigne le stabilisateur de x e X , s(. , X) est une exponentielle sur
Sx pour s € M(X) .

. . . N + e
Si p est une fonction continue sur X , & valeur dans Bf , on définit un mul-

tiplicateur s par s(g , x) = %T§§l (la vérification est immédiate) ; un tel
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multiplicateur sera dit trivial : nous noterons B(X) l'ensemble des multiplica-
teurs triviaux.

I1 est évident que M(X) et B(X) sont des groupes multiplicatifs commutatifs
pour la multiplication des fonctions. Nous noterons H(X) = %%%% . I1 n'est pas
difficile de voir que H(X) est le premier groupe de cohomologie de G & valeurs

dans C(X , R*") .

Nous ferons usage du multiplicateur suivant : X étant une classe d‘'intransiti-
vité de G sur Cl(G) (o G opdre par pt par exemple), on posera, pour
ge G, feX:
S(g ’ f) = f(g) .

La continuité est immédiate, et 1l'on a bien :

s(e; g, » £) = (g, &)

£(g,) = <D;2<f>>(gl> £(g,) = s(g, , D}

e, f) s(g, , £) .

Si s est 1'élément de B(G) associé a f , ona f(g) =s(g, e) pourvu que

f(e) =1 . On a d'ailleurs

M(e) = B(e) , et H(G) = {1} .

Plus généralement :

PROPOSITION 3. - Si K est compact, H(G/K) = {1} .

Démonstration. -~ Si s € M(G/K) , s(. ’ K) est une exponentielle sur X , qui
est compacte, donc vaut 1 sur K . Si alors ke K et geG, ona
s(ek , X) =s(g , ¥XK) s(k , K) =s(g, K) ,

et s(g , K) ne dépend que de la classe de g dans G/K posons s(g ,K) = p(é)

’
ol g=gK: p est évidemment continue sur G/K . On a

5 ) - seg' , X) _ plee'k)
(g s & K) s(g’ ] K) p(g’K)

donc

s € B(¢/x) et B(¢/K) = M(g/K) |,

et H(¢/K) = {1} .

DEFINITION 6. - Soit K wun sous-groupe de G ; o € M(X) est un K-multiplica-

teur si og=1 sur K x X . Les K-multiplicateurs forment un groupe MK(X) .
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PROPOSITION 4. - Soient X un espace sur G , et K compact < G . Alors 1'ap-

plication naturelle de MK(X) —> H(X) est surjective. De plus, si K est tran-

sitif sur X , cette application est un isomorphisme.

Démonstration.

Si s e M(X) , et o défini par :

K
fK s(k , €) ak —]; s(k , g) dk

J s(kg , €) dk fK s(k , gg) dk

s(g , &)

O'(g’ g)""‘

pour g€ G, EeX: o estun K-multiplicateur comme produit de deux multipli-
cateurs (deuxime forme), il est trivial sur K (premidre forme), et équivalent &

s (deuxi®me forme). Ceci montre que 1'application composée 3
MK(X) —> N(X) —> H(X)
est surjective.

Si K est transitif sur X , et si o € MK(X) est trivial, on a

c<g,g)=§§§§l.

K étant transitif, on a iéf)) =1 pour k€ K, donc p constant et o=1.
>

Nous allons donner deux lemmes faisant apparaltre des multiplicateurs.

LEMME 6. - Si G est un groupe localement compact, X un sous-groupe compact,

T un sous-groupe fermé tel que G = KT , ¥ une exponentielle positive sur T ,

mé = x-l L alors L % mé est absolument continue, et sa densité est donnée par

(e, ) ob oeM(6/T) ot Ae BT
-1

Démonstration. - mé =X I vérifie
% X, X _x(t) %
€y % mT = x(t) mT et mT P €y = KE(%j'mT .
Posons ! = ﬁﬁ et v = oy * mﬁ . Pour g =kt , my ¥ ag ¥ m% = cv , donc, pour

T
® & support compact,

me % W % mé =c(w)y ot c(w) eR .
Prenant une fonction « continue & support compact, on a :
(e % @) = (o #wu}) = clo # @y

et 1'on voit que v est absolument continue et & densité continue. Soit v = fmG .
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De g, xv=v et vie = x'(t)v pour teT, k€K, on tire :

f(kg) = £(g) et f(gt) = x'(t_l) (g) pour teT, ke K .

f ne s'annule pas : si f(go) =0, f(kgo t) =0 pour ke K et t €T et

f =0, ce qui n'est pas. Posons donc MG yT) = %%s%l . C'est 1égitime puisque

leyt) _ £lgy) x' (71 _ £lay)
£vE) T e(y) (s T

pour t e T .

I1 est immédiat que o est un multiplicateur et qu'il vaut 1 sur K x G/T puis-

que f(kg) = f(g) pour k€ K . On a bien

t(g) = f(e) olg , T)

et 1'énoncé est 4tabli avec A = f(e) .

LEMME 7. - Soient G un groupe localement compact 4 base dénombrable, K un

sous-groupe compact de G , X et Y deux espaces homogenes séparés sur G , et

un homomorphisme j de X sur Y . On suppose que K est transitif sur X , donc

sur Y .

I1 existe alors une application unique y +F— Sy de Y dans ml(x) telle que:

ey a pour support j—l(y) ,

pour tout k € K , ka =€y W ey .
Cette application vérifie en outre que, pour tout ge G, ¢ 1% egy est absolu-

g
ment continue par rapport a eV . sa densité est continue sur j—l(y) , et 1'appli-

cation

— deg"l % egj(x)

(g ’ X) — G(g ’ X) = de (X) ’
i(x)

qui est bien déterminée, est continue, et o est un K-multiplicateur.

Démonstration. — Pour y € Y , nous noterons Sy le stabilisateur de y dans

G, et K& =Kn SV le stabilisateur de y dans K .
) -
Il est immédiat que j ~(y) est un espace homogéne sur K& , et comme

% =6 our € K
Sk ey v P y Ng 9

ey est nécessairement la mesure Ky invariante, de masse totale 1 , de j—l(y) .

I1 est alors évident que

-1
Supp 8, = j (y)
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-1 -1
comme Ki = kK _ k our s € ona s =ks'k avec s' € K donc
y » P Kky’ yv
Esﬁek*9y=€kix€s,a’rsk_lﬁekﬁey:sks‘zes,*9y=€kﬂ'9y ’

et ¢

k¥ ey =0

m .
I1 reste & vérifier que cette application a les propriétés annoncées. Fixons
yel et Xy € j_l(y) , et notons Nx le stabilisateur de Xg Nous savons déja
0
que ey est 1'image de my dans l'application K —> K/K n Nx = X s mais on
y 0

peut aussi 1l'écrire, dans l'application composée Sy —_— Sy/Nx —> X , comme
0

imgage d'une fonction ¢ € K+(Sy) , invariante par K& , et telle que

Vo) g () =1 .

y
Compte tenu de XN =G , on peut écrire g=kn ot k€K, nel ; alors
d %0 %o
gy = ky et egy =g K ey , donc
€ %#6 = ¢ % 0 .
g—l gy ~ y

Cette mesure est 1l'image de la translatée de ¢ par n dans l'application
Sy —> X . Choisissons une fonction ¢ € K+(S ) , invariante par K_ , constante

non mulle sur le support de e _, * ¢ et telle que (k) dmg (k) =1 . On voit

n y
que dans l'application Sy —> X, ¢ -1 % ¢ a pour image ¢ -1 4 ey et que
n n

a pour image ey . Or il existe une fonction p; € K+(Sy) telle que & _, # 9= p, ¥,
n

et d'aprds le lemme 7 (x = 1) , il existe p, € C+(Sy) telle que

(car K. N =S est immédiat). Posons p = p, p, , on a, pour f € C(X) :
vy X, y 172

[, 2(x) e g+ 0)(0) = I, 2(ey) e _y + amg )

y
= fc £(gx,) ole) d(mK& . )(e) = IKV !NX

f£(kex,) p(ke) any (k) amy (g) ,
0 0 & x

0

XO,

- L stoxy) amg 00 Fy, o) amy (o)

y 0 %o

n

et, puisque g%,

]

Si on pose 6(k) fN o(kg) dmy (g) , cette fonction est continue et
P X
0 0
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«0)(0) = £le) 8() am () =Sy £() ) a0 (0

[ 2x) (e : :

avec o(x) = 6(k) . Si x = kx (puisque invariante par N, ), ceci montre que
0
(e 1 ® Gy)(x) est absolument continue par rapport a ey et de densité § sur
n

i)

De la démonstration précédente, il résulte aussi que :

d 0 .
ol eilx)
c: (g, x) T x
j(x)
est continue sur N_ x j-l(x) : il suffit de voir que l'on peut choisir ¢ vala-

0

ble pour n dans un ouvert relativement compact, ¢ # ¢ dépend alors uniformé-

-1
ment de n , donc aussi & et & , ce qui suffit. n

Avant d'achever la démonstration de la continuité, montrons les propriétés algé-

briques :

de * 0 .
-1
(e,6,) g,8,3(x)

(x)

O
®i(x)
d . d .
E1®E 4 egla(g2X) € ® ea(gZX)
P2 & (x) x —2 (x)
= X X X
a ) %,
€ ¥ eJ(gZX) ®i(x)
g
2
d . d .
€ 11 % %% 5(e.x) £ 1% %% i(x)
gl 1 2 g2 2
= de. (g2 X) x de. (x) = G(gl b g2 X) 'G(gz H X) .
i(g,%) j(x)

Nous voyons alors que llon peut définir (g , x) pour & e K\G et x € X, car

olke , x) =o(k , gx) olg, x) =olg, x) si kek ;

—

donc G étant défini sur K\G x X , o est continu si, et seulement si, & est

contimu. Or G est continu sur (K n N )\Nx puisque o est continu sur
0 0
Nx x X 5 puisque l'application (X n Nx )\NX —> K\G est continue et bijective
0 0 0
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(KNX = @) , il suffit de montrer que sa réciproque est continue.
0
Considérons pour cela, puisque G est métrisable, K compact et K\G métrisa-

ble, une suite ép de K\G tendant vers g e K\G , et des représentants ép et

g de ces éléments dans G tels que gp tende vers g (c'est possible gréce i la

définition de la métrique sur K\G¢ ). Ecrivons alors gp = kp np

k, kp € K et np , N E NX . Nous allons montrer, par l'absurde, que ﬁp —> n
0

dans (K n NX )\NX . Supposons donc que ﬁp ne tende pas vers n , 11 existe un

0 0
ouvert 0O de Nx , Vvoisinage ouvert de n invariant par K n NX a4 droite, tel
0 0
qu'il y ait une infinité de np en dehors de O . En extrayant une suite n , on
i

peut supposer qu'aucun np n'est dans O ; en procédant éventuellement & une se-
i

conde extraction, on peut supposer que kp converge vers k' e K . Alors

: i

s, & =kn avec

n o=k} g tend vers k'L g=n' .
b, B °py

1 1

On a g=5k'n'=kn , donc kK © k' =nn' - est dans XK n N ; par suite ne 0,

0
et n' = k'—l kn entraine n' € 0 , ce qui est absurde. Donc (K n NX )\Nx ~ K\G

et le lemme est établi. 0 0

' Nous allons, pour finir, introduire une classe particuliére de multiplicateurs.
+ . ’ . e .
Pour x et y €eE , E espace vectoriel réticulé, nous noterons x>y s'il

existe A >0 tel que x = Ay . Nous avons le lemme algébrique :

LEMME 8. - Soient E et F deux espaces vectoriels réticulés, et f une appli-

cation de E dans F . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

+
(a) vx,yekE , f£f(zx)2f(y) = x2v,
(b) ¥ xek, f(x) >0 = x>0,
(¢) Vx,75c¢€ BT, f(x) > fly) = x>7.

Démonstration.

(a) <=> (b) . C'est évident.

+

Réciproquement, (c¢) => (a) : si f(x) >f(y) , x€E , ye€ EY 5 on a déja

X >y , donc il existe A >0 , x> Ay . Choisissons A, (qui existe) maximum

avec cette propriété. Si Ag 21, 1a propriété est établie. Si XO <1,
x = Ay ¥ 20 et f(x-2y) =1£(x) - r(y) > (1 - NE(y)

donc il existe € >0 tel que x - Ay > ey et x > (N + )y , ce qui est absurde
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Nous avons alors le lemme suivant :

LEMME 9. - Soit s € M(X) ; les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Vowemx), Ve,
I s(g , x) dw(x) >0 => w=0 ,

(6) Vo ,0,el(®), 22>0, Ve,

I s(g , x) dwl(x) =2 A I s(g‘, x) dwz(x)‘ =§> W, > w

1 2 !
(c) 1'ensemble des fonctions s(g , .) , pour g € G , engendre x(x) .

Démonstration.

(a) <==> (b) résulte du: lemme ci-dessus :
£ Wx) — 5(6), £() =4J sz, x) d(x) .

(a) <=> (c) s'cbtient en appliquant le théordme de Hahn-Banach.

DEFINITION 7. - Un multiplicateur, vérifiant 1'une des conditions équivalentes

ci-dessus, est dit basique.

Remarque. - Si s est basique, les fonctions s(. ,'x) sont toutes distinctes ;

s ne peut passer & l'image dans aucune image homomorphe de X .

Nous allons avoir besscin du lemme suivant.

LEMME 10. - Si X est compact et si s, , s, € M(X) , alors s; et sé sont
dquivalentes (modulo B(X)) 38y basique <=> S5 basique.
Démonstration. - X étant compact, on a S; > 8, > 8, d'ou 1'équivalence d'a-

prés (b) du lemme 9.

2. Ponctions semi-sphérigques et sphériques.

Soient G un groupe localement compact, K un sous-groupe compact de G , dont

nous noterons mK la mesure de Haar de masse totale 1 .

DEFINITION 8., — Une fonction numérique & continue sur G est dite K-sphérique

(plus bridvement : sphérique) si elle n'est pas identiquement nulle et si, pour

tout g » & €G , on a3

fK 3(g, key) dk = a(g,) alg,) .
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Remarqgues.

& est invariante & droite et & gauche par K .

8(e) =1, car IK 8(k) dk = 8(e) , puisque @(k) = g(e) pour k € K 5 et
[ 8(ere) ax = (o) ae) = a(e)

Une fonction sphérique & vérifie la famille d'équations :

m, ¥ € % § = é(g) ® .

K -1

g
Si K=1{e} , & est une exponentielle.

Plus généralement, considérons sur m(G) 1'opérateur AY défini par

Ay(ﬂ) = m % eY_l T .

AY est un opérateur continu pour la topologie vague, car ny % € est & support

-1
compact. Y
Considérons une mesure m qui soit vecteur propre pour tous les opérateurs A

(m# 0) . I1 existe donc une fonction h(y) bien déterminée telle que AYTr==K(y'n.

h(y) est;une fonction continue, car si o € %(g) et n(m) #0, AV ﬂ(@) est

une fonction continue de v (car Yy —> € 1 % 1 est une fonction continue,

pour la topologie vague sur mx) ). Y

Alors soit p une mesure a support compact, on a :

metop s = A @) = X
avee X{u) = I K(Y"l) anly) (sinsi X(e) = X(Y—l) )

Prenons pour u la mesure définie par du(g) = @(g) dg ou ¢ est une fonction
positive, continue, & support compact, et qui n'est pas identiquement nulle. L'é~

galité L L Ap)m , ol X(p) # 0 , entraine que m est absolument conti-

nue et définie par une fonction continue. Ceci est encore vrai si m =20 .

DEFINITION 9. - On appelle fonction semi-sphérique, un vecteur propre de tous les

opérateurs A.Y . Nous avons démontré qu'un tel vecteur est effectivement une fonc-

tion continue.

Soient f une fonction semi-sphérique, non identiquement nulle, et h(y) défi-

" ni par AYf=)\(y)f.Ona

A A f=A A f=2A A f .
v, Ay, Vs (v,) (v;) Alyy)
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Mais aussi :

A.\,2 A.Y1 f(g) = fK IK f(yl key, k'g) dk dk' = fK dk IK f(yl ky k'g) dk'

= fK My, ky,) £(g) ax

donc

fK My, kv,) dkat(e) = Aly,) My,) £(g)

et coome f est non identiquement nulle, ceci montre que A est une fonction

sphérique.

PROPOSITION 5. - On dira qu'une fonction f continue appartient & la fonction

sphérique & si AY f = @(y)f . On a :

Toute fonction semi-sphérique appartient & une fonction sphérique, unique, si f

n'est pas identiquement nulle ;

% appartient a § ;

Une fonction semi-sphérique est invariante & gauche par G . Une condition néces-

saire et suffisante pour qu'elle soit sphérique est qu'elle soit aussi invariante

a droite non identiquement nulle, et valant 1 en e .

Démonstration. - Tout ce qu'il y a & établir est que, si f est une fonction

semi-sphérique, non identiquement nulle, invariante & droite et valant 1 en e ,
f est sphérique. Or, si AY f = h(y)f , on a
My) = aly) £(e) = T elye) @ = L £(yi) @ = 2(y)
et f est sphérique.
Considérons maintenant & une fonction sphérique positive et C@ 1l'ensemble des
fonctions semi-sphériques positives appartenant & ¢ (y compris 0 ). Notons en—
core B_ , l'ensemble des éléments de C@ valant 1 en e .

®

PROPOSITION 6. —~ C@ est un cbne convexe, différent de {0} , vaguement fermé,

stable par translation & droite ; il admet B_ comme base vaguementbfermée et

)
toute fonction de C@ non identiquement nulle, est partout strictement positive.
Démonstration. - On & € CQ , et CQ est évidemment un c8ne convexe. Il est va-
guement fermé, car les opérateurs Ay sont vaguement continus, et stable par
translation & droite, car quels que soient vy et y' € G, AY D, = Dy' AV .

Si fecCy et f(go) =0, pour tout g€ G, on a
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3(g) £(gy) =0 =jr<f(gkgo) dk

et comme f est positive et continue, on a f(gkgo) = 0 pour tout k € K et
g €G, donc f est identiquement nulle. I1 en résulte que B, est une base. Mon-

)

trons que B@ est vaguement fermée. Pour cela, soit ¥ wune fonction continue a

support compact, invariante par K & droite, et telle que IG v(g) 8(g) dge =1 .

On a :

[, 20) v() az = I acJ, 2(a0) v(eo) amx

mais dgk = dg , car K est compact, et 1'on a :

fG £(s) ¥(g) dg = | fG ¥(g) £(ek) dg dk = fG ¥(g) fK f(gk) dk dg
-0y 1) (o) 2(e) ax = 2(e)
et B. est vaguement fermée.

®

3. Représentation intégrale des fonctions semi-sphériques par des multiplicateurs.

LEMME 11. - Soient X un espace homogéne sur G sur lequel K est transitif,

et o€ MK(X) . Alors, pour tout x € X , ol. , x) est semi-sphérique et appar-

tient & la fonction sphérique :

o(e) = 4y ole , x) @w(®)

obU m est l'unique mesure sur X invariante par K et de masse totale 1 .

Démonstration.

a, ol x) = Jyolyes , ) k= dy ol L ) acole , )
oty xex) aole s ) =3y oly , ¥) dlmy % ex)(3).0le s 1)

d'ou le résultat, puisque my % gx est invariante par K et de masse totale 1 .

D'une manidre générale, si X est un espace homogdne sur G , et si s € M(X) ,

O) € CQ ,ona s(., x)e C@

appartient & & . Il est facile de voir que les multiplicateurs appartenant a @&

dés que s(. y X pour tout x ; on dira alors que s

sont des K-multiplicateurs.

THEOREME 2. - Soient G un groupe localement compact, K un sous-groupe compact

de G, et T un sous-groupe fermé de Tikhonov de G tels que G = KT . Soient &

une fonction sphérique positive et h € C_ , h#0 ; il existe alors o € MK(G/T)
et pe T(G/T) telles que :

o appartienne a % ,

h(g) = JG/T olg , x) au(x) pour tout g eG .
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o
des mesures positives m vérifiant : Ay m proportionnel & h pour tout vy e G .

Démonstration. - Soit he C.,, h# 0, ona AY h = @(y)h . Soit C' 1le cbne

On a :
hecC!,
C' est stable par translation & gauche (car AV G, =A -1 ),
C!' est & base compacte pour la topologie vague : l'ensemble des 7 de C' , tel

que Ae m="h , sera noté C! .

1
En effet, C{ est vaguement fermé, Ae étant vaguement continu. Il suffit donc
de montrer que, pour toute ¢ € K(G) s {n(m)}nec, est borné. Or, si o € K(G) y
1

il existe ¢ € %(G) , invariante & gauche par K , qui majore o . Alors T € C{

étant positive, lﬂ(¢)‘ < n(w) . Or,

me x m(y) = Iy v(ee) ax ante) = I w(e) ante)
et

n(y) =4, nle) 4le) ae .

ce qui démontre le résultat.

Considérons la représentation linéaire continue G' de G dans me) , elle
laisse €' stable. Il en est donc de méme de la restriction de cette représenta-
tiona T , et par suite, il existe me C', m# 0 , telle que, pour tout t e T,
t # m soit proportionnelle &3 m, t % m=yx(t)m .

X
T

née sur G et x une exponentielle sur T .

D'aprés la proposition 1, ona m =nmf % By oo ol W est une mesure positive bor-

On a donc ny * mé * pl proportionnelle & h , et comme, d'aprés le lemme 6,

. + )

m % m% = ro(. , T)mG , o0 re B et oe MK(G/T) , on a
h=G(.,T)*|.L1

ou

B (0 g,y D) oy, 1)
Ty = o S

ne) =, oley™ D) a, (v)

et Qil_fng mgl(y-l) est une mesure bornée sur G dont on peut considérer 1'i~-
mage | dans G/T qui est compact.

Par définition, on aura :

fomole » ©) autx) = I ole , v %ﬂ(y—g— (D) = o)
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o appartient & la fonction sphérique &' : &'(g) = IG/T olg , x) am(x) et par

suite :

8(g) n(e) = IK h(gk) dx = fo olegk , x) du(x) dk =f IK olgk , x) dk dp(x)

G/T G/T

o 0@ ole s 0 ) = 2() ()

donc & = &' , et le théordme est démontré.

Nous allons, & l'aide du théoréme de représentation intégrale et du résultat pré-
cédent, établir un résultat plus précis, mais sous des hypothdses plus fortes.

1

Notons kg =m % g #m pour g€ G, et soit § la famille {kg}geG I

est équivalent de dire :
(1) oy % y—l v f = @(y)f pour tout vy € G

ou de dire :

(2) ‘I?(\()"1 mK ¥ y"l % mK =f pour tout ye G .

En effet, l'une comme 1l'autre des propriétés entraine m, « f = f ((1) en faisant

K

Y =e ; (2) en faisant Y = e , puisque m, * my = oy ), et 1'équivalence est alors

K
évidente.

Pour une fonction sphérique positive & , notons $§ la famille des mesures
-1
. 0O donc C_ = C(& .
{a(y) ky} n a don . (a@)

THEOREME 3. - Supposons les hypoth®ses suivantes, notées (H) :

G est un groupe localement compact a base dénombrable d'ouverts ;

K est un sous-groupe compact de G ;

T est un sous—groupe de Tikhonov fermé de G ,

tels que
G = KT ,

G/T est une frontiére de G ,

la famille & est une famille permutable.

Soit alors @& wune fonction sphérique sur G :

(a) On peut appliquer au cdne C@ = 0(5@) les conclusions du théordme 1 avec la
b B_ . )
ase By

~ (b) Il existe un unique multiplicateur basique sur G/T » Og appartenant a

CQ - g est un K-multiplicateur, et les éléments extrémaux de B@ sont les
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fonctions GQ(. , X) ou x parcourt G/T .Si s e M(G/T) et x € G/T sont tels
g’ ° T %

Nous démontrerons en méme temps le corollaire suivant :

que s(. , x) soit extrémale dans B

COROLLAIRE 2. - Sous les hypothdses (H) du théordme 3, supposons que X soit un

espace homogéne compact sur G , sur lequel X est transitif, et qu'il existe

s € M(X) , basique ; alors il existe un homomorphisme continu de G/T sur X ,
unique.

Remarque. - Si, dans le théoréme 3, on suppose seulement que G/T a la proprié-

té (U) (lemme 5), on peut encore conclure qu'il existe un multiplicateur

o, € MK(G/T) unique tel que les 06(’ , X) soient extrémales dans B_ et la fa-

® ®

mille des extrémales de B@ est alors {0@(. R X)}XGG/T .

Démonstration du théordme 3. - (a) est évident puisque = C(ﬁé) , et que la

%

famille 3@ est perrutable comme la famille & .

Pour démontrer (b), remarquons d'abord que d'aprds le théordme 2, si h est ex-

trémale sur B@ , on a :
h = of. , X) pour o € MK(G/T) et x € G/T .

Si o est un multiplicateur appartenant a & tel que, pour X, € G/T ,
ol , xo) s0it extrémal dans By o al. kxo) =D, (., XO) est aussi extrémai

pour ke K, et X étant transitif, tout o(. ’ x) est extrémal sur B§ .

Soient alors o, et o, deux K-multiplicateurs sur G/T , tels que 01(° , x)

1 2

et 02(. ’ X) soient extrémaux, on va démontrer que o, =0, -
Tout d'abord, é(g) = jG/T ci(g , x) dm(x) pour i =1, 2, et comme ces rela-
tions définissent immédiatement deux représentations intégrales de ¢ € C@ par des

é1léments extrémaux, les supports des mesures de ces représentations sont égaux, ou

encore
{o (s X)}XGG/T = {o,(. X)}XEG/T .

Notons X cet espace muni de la structure d'espace homogéne sur G définie par

les opérateurs Di (voir introduction, § 2). Pour i =1, 2,

j; ¢ x> ci(. , X)

est un homomorphisme de G/T sur X :

ji(Yx)(g) =olg , vx) = %%%1:;§§l

Si G/T vérifie la propriété (U), j1 = j2 =3 et cl(. , X) = 02(. , X) .pour

1 . 1
DY olg , x) et Ji(yx) = DY Ji(X) .
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tout x : o) =0y « La remarque est ainsi démontrée, en appelant Op = 0y =0,
l'unique multiplicateur déterminant des extrémales de C§ ; la dernidre partie du

(b) du théordme 3 est aussi démontrée.

Pour achever, il reste & voir que G@ est l'unique multiplicateur basique appar-

tenant & & . o, basique exige que j1 = j2 soit une bijection, ce que nous al-

¢
lons d'abord prouver.

Pour démontrer que j est bijective, nous appliquons d'abord 1l'étude faite au

lemme 7. On a sur j-l(g) une mesure positive, de masse totale 1 , Gg , véri-

fiant :

pour k € K, Gkg = keg 3

pour g eEqG, g-l egg est absolument continue par rapport & eg , et la fonc~-
tion -———36;55 (x) est entidrement déterminée sur le support de eg , soit j’kg);

elle est continue, et si 1'on pose

-1
€ 8oy(x) (x)

B3 (x)

cette fonction est bien déterminée, et c'est un K-multiplicateur sur G/T .

0'(59 X)=

Posons o, = oo, , et montrons que o, appartient & & . Calculons

1 1

®

W& =y ope 0 ane) = I o (e, i) ax

y(g) = J IK‘ cl(g , kk’xo) dk dk' pour tout x, € G/T et K' sous-groupe fermé
de K. En prenant K' = K. ou gy = j(xo) , il vient

%0
e = Il oyte i a0 0w S oyt 90 ae L () o
Or -1
dg ~ 8
gt
G ( 5 y ‘f "_""—'2 (0 y X
ey 1T P T THg ) sale R we )
(car, pour y e j'l(go) » 3y) =¢,)
-1
= 0,(8 » %) Jf_l(go) €7 0 () = oyle s %)

En reportant, on obtient :

W) = T oy, x) ac =L o (e, 1) ac = 5e) .



appartient & & , et la relation qui s'exprime immédiatement dans C

Ainsi 01 3

oz s %) = j"”%o) ACRERE N

prouve aussi que

-1
o(g s ¥) =oyle, %) pour yej (g,

puisque G@(' ’ xo) est extrémale, que le support de eg est j“l(go) , et que
0
0@(‘ ’ XO) et 01(. ’ y) sont dans B@ . Bn particulier, cette relation est vala-

ble pour y = XO s gl(g y xo) = o@(g , xo) ’ ezgggmze ceci est vrai pour tout Xyt
0, =o. « Donc o = Lo identiquement, et .__a__ﬂlizl (x) =1 . Pour €& fixé
1 @ o 0.,
1 3 j (=)
et x€ j (§) , on a donc :
~1
dg = 6 .
— & (=1,
de,. -
£
et comme j_l(g) est le support de 6§ , ona :
gleo =0, o 6 _=g8 .
8§ g g8 g
Ceci établi, et puisque G/T est une frontidre de G , il existe une suite g,
g € G, telle que 8y eg tende vers une mesure ponctuelle. Or, si NFD est le
normalisateur de § , G = KNg , puisque K est transitif sur X , donc
- 1 3
g, = kn Yp o kn e K, Y, € N§ y» et 1'on peut toujours supposer que kn tend vers

une limite k . Alors

0. =k . =k 6 =k ©
€n 3 n Yn g n yn§ n g

tend vers keg = ekg qui est une mesure ponctuelle. Ceci exige que son support

kj-l(g) soit réduit 4 un point, et j est donc bijective : c'est donc un isomor—

phisme.

Montrons que O est basique. C'est immédiat, puisque si pu est une mesure sur
G/T telle que h(g) = JG/T oé(g , ) du(x) soit positive, on peut considérer 1'i-
mage de p par j , p* , et si Og = al. ’ x) , h = IX Oy du(cx) est dans 1le
cdne CQ (car h >0 et l'ensemble des solutions de AY f = @(y)f est vaguement
fermé, ou par vérification directe). D'aprés le corollaire 1, on peut conclure que

p¥  est positive, et, j étant bijective, p  elle-méme est positive.

Nous pouvons maintenant donner une forme précise de représentation intégrale. Si

h € CQ y 11 existe une mesure positive W sur X telle que h =soit la résultante
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de p . Si p¥ est la mesure sur G/T , image de & par l'isomorphisme j-l , On a
(1) w(e) = dy /g o(e o 1) 44
En effet, par définition, pour toute fonction ¢ , & support compact sur G , on a
_ *(x)
IG h(g) o(e) dg = IG/T @ (x) Vo (e, %) 9le) dg

ol IG [n(e) - IG/T o,(e s x) w*(x)] ole) dg=0, ¥ gex()

et cette relation, puisque h(g) - IG/T oé(g , X) du*(x) est continue, entraine
(1). De plus, la représentation de h , sous la forme (1), est unique, puisque c¢
est basique. (Nous achdverons la démonstration du th. 3 aprés celle du cor. 2.)

Démonstration du corollaire 2. - Soient s € M(X) basique, et ¢ le K-multi-

plicateur sur X équivalent & s ; o est aussi basique, et si
8(g) = Jy olg , %) dan(x)

(ol my est la mesure K-invariante de masse totale 1 sur X ), & est sphéri-

que, et, pour tout € € X , ol. , g) € C@ . Donc, pour tout € € X , il existe wg
unique, we € m(e/T) , telle que

e s ) =L pole s » a ) .
3i keXK,

olg , k&) = olgk , &)
=L oglex s %) an) = Iy ote s 00w =T ote s 0 am )

et d'aprés l'unicité

kwg = wkg pour ke K .
D'autre part, pour g, fixe dans X et € wK) :
fx olg , &) du = 5,(g)

= fK ole , k&) du(k) = fK olek , &) du(k) = fG/T fK og(ek , ¥) dwgo(y%du(k)
= IG/T IK o@(g , ky) dwgo(Y) du(k) = IG/T o@(g , ¥) du ow wgo(y) .

Alors, si on suppose W % ® pogitif, on a

50

fc(g,g)dwéo(g)ao pour tout ge G ,
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et puisque o est basique, p * go est positif.

On peut alors appliquer le lemme 3 & € I—> wg de X dans G/T W
de masse totale 1 , car o(e 5 g) =1 ) ;s 11 existe j , homomorphisme de GET
sur X , mais j n'est, a priori, qu'un homomorphisme d'espaces homogénes sur K .
Nous pouvons déja affirmer que j est continu, car, pour € = ji(r) , ¥ — kgo
est continue de K dans X et comme G/T est muni de la topologie quotient de

celle de K , cette propriété suffit.

Etudions donc j(gx) , et pour cela, nous allons comparer gwg et ng . Pour
g,vy€G, geX:
oley , €) =olg , vg&) oly , &) =cly , E) To/r 958 5 V) dwyg(y) ,

olev + ) = dopp oglen + 2) an(e) =y oga, va) oy , =) augle)

- -1
= IG/T osle s ¥) o ly » v ) deg(y)
d'aprés l'unicité, il vient :

ole » &) du (1) = ogly » ¥ ¥) dyug(y)

qui entraine que w et wyw_ ont méme support, et comme ces supports sont, d'a-

Y& - -
prés le lemme 3, respectivement j 1(y§) et wvj 1(§) , on voit que, pour x € G/T

et yeae,si £=j(x): xe€ i1(e) , done

vx e vi HE) = 57HvE) et 3(yx) = vE = vi(x) .

Le corollaire est démontré.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme en montrant que, si
s est un multiplicateur basique appartenant & & , s =g, . En effet, nous sommes
dans la situation du corollaire 2 avec X = G/T et, G/T étant une frontidre, j

est 1'identité. Par suite, pour tout € € G/T , w_=¢€_ et

E &

s(g , E) IG/T oslg , x) deg(X)

I

donne GQ(g , E)=s(g, E) et s=o0, .

®

II. Etude de 1'équation de convolution w % o =0

G étant un groupe localement compact, & base dénombrable d‘'ouverts, et u une

mesure positive donnée, nous désignerons par C(n) 1le cdne des mesures positives
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g telles que w wo =0 .

Si v e ﬂf(G) est & support compact et si o € C(uw) ,ona oxnve C(p) . Ain-
si, si % est une mesure extrémale dans C(p) , il est immédiat que, pour tout g
dans G, oy we est aussi extrémale dans C(u) .

g

Si on considére

X:{O“O‘EC(;L), EgEG,g=GO¢,€_1} ,
g

X est un espace homogéne sur G , pour (g ’ c) —> O % € -1 ° Dans le cas com-
g
mutatif, et si le support de wu engendre G , cet espace homogéne est : ou {co} ,

ou la demi-droite engendrée par Gy » C8r % 0y = g s'éerit :

o‘o = fG EX e UO f}_‘L(X) = "rG OO % EX dp‘(x) ’

et 9 étant extrémale, on a oy ¥ &y proportionnelle & oy Dbour x dans 1le
support de Mo (i1 faudrait évidemment justifier les intégrales écrites). Il en
résulte alors que o est une fonction exponentielle sur G . Cette circonstance
heureuse ne se produit plus dans le cas non commutatif, car e, ® 0y # On ¥ € -
Dans la suite, nous allons surtout étudier la structure de l'espace homogéne X .

dtailleurs définie un peu différemment, et ceci dans un cas particulier.

Rappelons auparavant que le probléme est encore simple si G est compact. Si £
est une solution fonction, et si K est le sous-groupe fermé engendré par le sup-
port S de y , soit :

- -1
a_={g' ek | f(g" g) =sup £(y)} .
€ veKg
On voit que Ag S c Ag , ¢cc¢ qui, compte tenu du fait que K est compact, montre

que Ag =K ; f est conctante sur les classes & droite modulo K , donc

f=m,wf si demK(k)=1 .

On voit alors facilement que les solutions mesures sont de la forme Dy %V ol

v € ﬂf(G) , et que toutes ces mesures sont zolutions si IG dp(g) =1, tandis que
si IG du(g) #1 , seule O est solution. Si K = G , les seules solutions sont
les constantes.

Notons S 1le support de p et S(n) = {gl 8y +ov &

n | v i, g; € S} ; nous

allons démontrer le théoréme suvivant,

THEOREME 4. - On supvose réalisées les hypothéses (H) du théoréme 3, et G con-

nexe. De plus, u € ﬂf(G) est absolument continue par rapport a me S est com--

pact, et il existe n € N tel que S(n) soit un voisinage de O . Enfin, on sup-




7-30

pose que la densité de w est bornée. Alors :

(1) Les éléments de C(p) sont des fonctions continues partout positives et

B(p) = {f | feclp) , fle) =1} est une base vaguement fermée de clp) .

(2) On peut appliquer au cdne C(w) avec la base B(w) 1les conclusions du théo-

réme 1.

(3) Pour f € B(p) , les deux propriétés suivantes sont dquivalentes :

(a) f est un point extrémal de B(u) ,
(b) £=s(.,x) pur seMG/T) et x€X, ot s est basique.

est 1'ensemble des multiplicateurs basiques sur G/T tel

Par suite, si E1

qu'il existe un x avec s(. , x) € C(u) , 1l'ensemble des points extrémaux est

{s(. , x)}(s x)eExG/T Ces fonctions sont d'ailleurs deux & deux distinctes et,
’ .

de plus, deux éléments distincts de E1 sont non équivalents, si bien que le quo-

tient de deux extrémales n'est pas invariant & droite par K .

1. Démonstration du théordme 4(1).

Posons du(g) = y(g) dg . Ona ¢ € et y € L , donc ¢ % ¢ = ¢(2)

fonction continue. Par suite, si o € MG) vérifie pwo =0, o est absolument

est une

continue et, comme p(z #o0=0, o est de densité continue. Soit alors fe C(p)

et supposons f(g.) =0 . On a
0

pwef=1F-= p(n) x

ot () (n)

0" e pour support S y Voisinage de e .

De f(g) = fG f(g"1 g) dp(n)(g') , on tire que, si A est l'ensemble des 0 de

fermé non vide, donc A =G et £ =0.

f, et S(IQ(-l)': {

, ona 3 A est ouvert et

Alors, B(p) ={f | rec(), f(e) =1} est une base. Comme

£(e) = u(? w (o) = IG £(e7) au{?(e) - IG () ¢ P(e) e,
et ¢(2)

étant une fonction continue & support compact, B(u) est vaguement fer-
née.

2. Démonstration du théoréme 4(2).

I1 n'y a rien & démontrer, toutes les hypoth&ses du théordme 1 &tant vérifides.
I1 ne reste plus & démontrer que le (3).
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3, Démonstration du théordme 4(3).

(i) Premiére partie.

Pour cela, considérons un point extrémal f de B(u) . Soient
1 -
X = {DY £ | v € G} et s(g , h) =nh(g) pour ge G, heX ;

nous avons déja vu que X est un espace homogene sur G et que s est un multi-
plicateur. De plus, pour tout v , Di f est extrémal dans B(u) puisque Di est

I . . . 1
lindaire continue, laisse stable B(p) et que son inverse D ;@ les mémes pro-

priétés. Pour y € G, h € X , nous noterons vyh pour Di h , et alors, pour évi-
ter des confusions, nous noterons de préférence par £ 1'élément générique de X ,

et go =f .

LEMME 12. = K est transitif sur X ; X est compact et s est basique.

Démonstration du lemme.

1° Nous allons montrer qu'il existe Py € K+(G) telle que f « Py >f % My -

Nous utiliserons la notation : pour ﬂl , ﬂ2 € mﬁ(e) y T, > n2 , 81, et seule-~

1

ment si, il existe e > 0 tel que m, 2 em, . C'est évidemment une relation de

1 2

préordre.

Soit alors o € x?(G) avec ¢(e) =1 et @(g) > 1 pour g € KSK . Posons

p=mp ¥ %D .Ona pe 3€+(G), ple) >0, p=1 sur S et My % p * Wy =P e

K
I1 existe un entier m tel que u(m >p: si n est tel que S<n) soit un voi-
sinage de 0 , il existe 1€ N tel que S(n)(i) > S(p) et, pour m = 2ni , wﬁn)
est différente de O sur le support de p , ce qui établi 1'assertion annoncée.

Comme d'autre part p >1 sur S entraine p>pu , ona :

(m)

pw f <y s f=Ff=pef<pxif .

Mais p = My % p % Dp = Mp % p=p % Op , et {mK % g %I est permutable ; on

K}gGG
en déduit facilement, pour v € M(G) :

(mK *p % mK)(mK Koy W mK) = (mK *oy oW mK)(mK wop W mK)

ol p#*vy %m, =m

(2)

En remarquant alors que p > p , on peut écrire :

pafwp=pnf xwpx my =0y % f%p=xp>n

K K

et coome f >pwf et pxf>f, ona:

1l

*xf #p=p%f % Oy

fwp>f wemp .o
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I1 existe alors I € ﬁf tel que Mf wp 2T % My s Py = Mp convient.

20 Explicitant le résultat obtenu, il vient :
I ' -1 1 f
o £leg') (7)) dg' 2y f(gk) dk .

Si on remplace f par s(. , go) :

J s(gg' , E4) P (g1 ag >/I s(gk , &) Gk
G o/ P1 K 0
ou

J1s(g,g“s")S(g',ti)p(g"'l)dg'z-r s(g , k&) s(k , £,) dk .
G 0 o/ P1 K 0 0

Considérons l'application continue g —> s(. , ggo) de G dans B(p) s les me-

sures T. , T, € W(G) , définies par :

1 2

an, (g) = s(g » &) pl(g-l) g,  amy(e) =sle s &) dngle)

sont de masse totale finie, et admettent des images Wy et w, dans B(p) . On a

donc @

fB(_u) s(g » &) dw,(8) ZIB@) s(g , €) duy(§) .

I1 est immédiat que Wy et w, sont portées par X , et méme ont pour supports
des parties compactes de X.581 o= W, = Wy » a aussi son support dans X ,

et si v est la résultante de dans m(x) , pour ¢ € K+(G) , On a s
o) =4 ane) I e ) ole) g 20

Donc v >0 , et il est immédiat que wxv=v, donc ve Clu) , et ona w20

et Wy 20)2 .

30 En particulier, est absolument continue par rapport & W, - On voit que

W

2 .
le support de Mo est Kgo ; nous pouvons supposer que K = @ pour démontrer la
premidre assertion du lemme, car sinon XK =G , et elle serait triviale. Alors si

on remarque que la mesure de Kgo pour p, est aussi celle de KNg pour T, ,
0

par définition, on voit que la mesure de KNg pour 1, est non nulle (celle de
0

Kgo pour i, ne 1'étant pas), donc la mesure de KNg

1

pour m est aussi non
0 G
nulle. Cette propriété, démontrée pour §O , est aussi valable pour tout § = ygo

dans X KNNE y—l est de m,-mesure non nulle ; il en est évidemment de méme
0

de KYNg pour vy € G, et G ‘tant a buse dsnonbrable dlouverts, il n'existe qu'une
0

jnfinité dénombrable de-doubles closses distinctes Ky Comme chacunc 4'olles est



7-33

fermée ( N. 1'étant et K é&tant compact) et qu'elles recouvrent l'espace, on
0
peut appliquer le théoréme de Baire : il existe y € G et gy € G , intérieurs a

KNNg . KyN étant stable par translation, & droite par N§ , et & gauche par
0 0 0

K, pour tout keX, gelN kgo g est intérieur a KI\(Ng = Kgo NE .
0

€y >0
Kg. N, est donc ouvert, et fermé non vide : Kg, N, =G . Comme e € Kg, N ’
0 & 0 gO 0 go

Kg, N, =KeN. et G=ZKN .

K est transitif sur X .

I1 en résulte immédiatement que X est compact, comme image continue de X . Si
enfin m € M(X) est telle que IX s(g , x) dn(x) soit positif, pour tout g € G ,

on voit facilement que

h(g) = {, s(e , x) anlx)

est la résultante de 7 , et qu'elle est dans C(p) , par suite (Théordme 1), m

est positive. , C. Q. F. D.

(ii) Deuxidme partie de la démonstration du théordme 4(3).

Puisque K est transitif sur X , et qu'il existe un multiplicateur basique sur
X , on peut appliquer le corollaire 2 : il existe un homomorphisme unique j de
G/T‘ sur X . Nous allons démontrer que Jj est bijectif, mais auparavant notons

les deux lemmes suivants :

LEMME 13. - Si X est un espace homogéne sur G , localement compact, et si

W e mf(G) est & support compact, les propriétés suivantes sont équivalentes pour
s e M(X) :

(a) ¥yx€X, S(. , x) € C(p) .
(B) ixeX, S(o ) X) € C(U’) ’
(y) Vv xeXx, Jé s(g7l, x) daulg) =1 .

(@) => (B) et (B) => (a) , car s(., gx) = Dé s(. , x) .
(@) => (y) ,carsi s(., x)ec(u), pxe(., x)(e) =1

) s(gt, %) aule) =1 .

(y) = (B) , car si X4 fixe, Xq € X ,

fc s(e™t g, x,) auler) = IG ('™t , exy) s(e , %) aule') = s(g , x) .
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LEMME 14. - Si X est un espace homogdne compact connexe sur G , localement

compact, et sous les hypothéses du théorsme 3 sur w , il existe au plus un multi-

plicateur s tel que s(. 5 x) € C(p) , dans chaque classe de H(X) .

Si s1 ~ 8 sl(. , x) € C(u) . s(. ’ x) € C(u) et

(= \
‘QEQ» s(g , x) ou pecCX .

p(x)

]

s (g, %)

ona J s(g™!, %) du(n)(g) (n))

G 1, car s(. , x) € C(p

i

, et de méme

-1
IG EL%(§7EL s(g™t , x) du(n)(g) =1 .

Par suite, p(x) = IG (g™l %) s(g—l , X) du(n)(g) , et si A est 1l'ensemble des

x de X dans lesquels p est maximum, cette égalité avec

IG s(g!, x) du(n)(g) =1

entraine S(n)(‘l) Ac A, et A est donc ouvert, et fermé, donc A =X, p est

(n)(-1)

€ X fixe, l'application g +— 8%y est ou-

constant et s =s, . ( A ouvert résulte, par exemple, de S ouvert et du

1

fait que X étant compact, si X,

verte de G sur X ).

(iii) Troisidme partie de la démonstration du théordme 4(3).

Montrons maintenant que j est bijectif.

Tout d'abord, soient o € MK(X) équivelent & s ( s(g , x) = q(§X) olg , %),
o q € C(X) ), & 1la fonction sphérique & laquelle appartient o , et o, 1le
K-multiplicateur basique associé. Nous allons démontrer qu'il existe s, € M(G/T)

équivalent & o_. et tel que Sl(' , x) € c(p) .

)
Dans ce qui suit, G(G/T) est muni de la norme et de la topologie de la conver-
gence uniforme. Considérons l'application T de G(G/T) dans C&(G/T) , définie

par

-1 -1

T = f o
(p)(X) G p(g " x) c@(g x) du(g)
T est évidemment lindaire, et si Hp“ <1,

el < 25, Jo ols™ o ) ot

qui est une constante finie (par exemple, parce que x +—> IG c@(grl , x) du(g)

est continue).

Soit alors w_. , l'unique mesure sur G/T telle que :

g
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olg , E) = jG/T cé(g , X) dwg(X)
et considérons :
Q={p| pecie/n, vEeX, IG/T p(x) dwg(X) =q(g)} .

I1 est immédiat que Q est convexe, non vide (car p=q o j est dans Q ). En

outre T(Q) cQ :si p€Qq,
Joym 1,0 an G = o I o6 ) oy(e™ v 0 aule) dwg(x>

= j fG/T p(x) o ( , X) dg-1 wg(X) du(eg)
et comme

cé(g , &t %) dgwg(X) =olg , E) dwgg(X) (voir II, 3) ,

on a

[om 200 vy = J o w0 ole™  9) o 1 () aule)

Jya@ Iy o ole 0wy () - [, ae o) ole™, 9 ale) =)
g &

car s(. , €) € C(p) , donc

-1
jGQL%—g-yglo(g_l , €) dul(g) =

Remarquons que G/T est métrisable. En effet, G peut 8tre métrisé par une dis-
tance invariante a droite, qui en fournit donc une sur G/T , pour laquelle 1l'ap-
plication canonique est continue ; la topologie quotient étant compacte, cette dis-
tance définit la topologie quotient et méme la structure uniforme quotient. Cette

structure uniforme peut encore &tre définie par le systéme fondamental d'entourages
EV={(kx,x)| keV, x €X}

ou V est un voisinage de e dans K .

Montrons que T(Q) est compact : d'aprés le théoréme d'Ascoli, il suffit de voir

que T(Q) est équicontinue. Calculons donc
v(p, x, k)= J Tp(k, x) - Tp(x)

pour p € Q et k1 €EX .

W s x k) = [ ey 0 0@tk 2 - ple D 0@ D) wle)]

- |5 56T © 06T, DGt ue) - a(@)]



Si nous notons alors A la valeur absolue de kzl TR T

Wp,x ) < 4y 26 D) o (e, W) ala)
On en déduit que
v(p , x, k) st fG p(xt g7t x) csq?(l«:'1 g, x) ax an(e)
<A JG fK p(k-l g’1 x) dk dik(g) .

Or IK p(k'1 g_l x) dk = IG/T p(y) am(y) , ot = est la mesure K-invariante sur
G/T de masse 1 . En notant m, 1a mesure K-invariante de masse 1 sur X , si

v est définie par :
o(o) = Jy s o) an () amy () vowr p e (e/m)

v est une mesure positive sur G/T de masse totale 1 , invariante par K , car

s v(2) = Lo o 209 () amy (@) =y Uy o) s ) amy(9)

Ly o) auy) a7t m(e) = Iy o 260 a0 () amy(2) = w00
En particulier, d'aprds llunicité de m , v =m et
I o) ants) = Iy g o) ang o)) amy(6) = g al0) amy()
D'autre part, puisque du(g) = u(g) dg ,

an(e) = [yt &) - y(e)| ag .

I1 en résulte que IG dA(g) tend vers O si k1 tend vers e : si € > 0 fixe,
i1 existe ¥ € X(G) :

I, §e) - @) as< /3
et donc
[, Ra o -0t ol asse/3

il existe alors V voisinage de e dans K , tel que k,6 € V entraine

IG fﬁ(kzl g) - y(e)| dg < /3 , et donc fG lw(kzl g) - y(g)] dg < e . Comme :

Vo, x k) <Al ale) an(e) xS ana)

1

V(p s X kl) tend uniformément vers O pour p € Q quand k tend vers e :

T(Q) est uniformément équicontinue, donc relativement compacte.
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Comme T(Q) < Q , on peut appliquer le théordme du point fixe : il existe Py € Q

tel que T(po) =DPg - Cn a :

I oy x) o (e, x) aule) = py(x) pour tout x € o/1

ou =
P\ E p.<
I i c (g“1 , x) du(g) =1 pour tout z € G/T .
po(g"1 x) 1
D'aprés le lemme 13, s,(g , x) = ————0c_(g "~ , x) est tel que, pour x € G/T,
1 Po(X) @

sl(. , x) € C(w) . On a alors
Ioje 2o 536 » %) v (0) = d o po(6™ ) o6 2) au ()

_J p, (%) c@(g , &t x) dgwg(X) ,

et d'aprés une formule déja vue (fin de la démonstration du corollaire 2),

=L 5y ale s ©) @ (=) = ole , ©) aler) = ale) sls , ©)

Comme po(x) sl(‘ , ) € C() , 1'égalité |
Iije o) 5,6, ) au(x) = a(2) s(s , ¢)

montre, puisque s(. , ) est extrémal dans C(u) , que pour x dans le support
de wg ’ po(x) Sl(' , X) est proportionnelle a s(. , g) (jl : X > SJ. , X)
est une bijection continue dont 1'image est compacte, la formule ci-dessus s'inter-
préte alors : q(E) s(. , E) est la résultante d'une mesure portée par 1'image du
support de wg par j1 ; les mesures de cet ensemble sont donc proportionnelles a
s(. ’ g) et leur densité, continue, po(x) Sl(' , x) l'est aussi, leur support
étant G ). Par suite, pour X, 5 X, € j‘l(g) s ‘sl(. , xl) et Sl(' , x2) étant
proportionnels a s(. , £) , et valant tous deux 1 en e : Sl(' , xQ = sl(., x2).
Comme s, est basique, cette relation entraine x, = x, et j est injectif. Le

1 1 2
multiplicateur s € M(X) correspond donc & ¥ € M(G/T) , lui aussi basique et

s(.,8) =350, 7He) .

(iv) Quatridme partie de la démonstration du théordme 4(3).

Pour achever, nous allons démontrer que, si s € M(G/T) est basique et que
s(. , x) € Clw) , s(. , x) est extrémal dans B(u) .

Nous allons pour cela démontrer que, si s € M(G/T) et si o est le K-multi-
plicateur équivalent & s , o appartenant & la fonction sphérique & , il existe
s e M(c/T) , Sl(' , X) ©&tant extrémal dans B(p) et le K-multiplicateur o

équivalent a 8 appartenant & & , également.

1 ?
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Si nous supposons ce résultat établi, et si s est basique, o 1l'est aussi, et

1= % ° I1 en résulte que s et 8y sont équivalents, appartiennent tous

deux & C(u) , donc sont égaux, d'aprés le lemme 14. Il est ainsi établi que, pour

=0

xe /T, s(., x) est extrémal dans B(w) .
Démontrons donec le résultat annoncé.
Notons E 1'ensemble des points extrémaux de B(u) s pour f e E , il existe

sp € M(G/T) et x, € G/T tels que sf(. , xf) = f . Ce couple (sf , xf) est

unique avec cette propriété, d'aprés le lemme 14.

Soit o, le K-multiplicateur équivalent & s, , on a :

f f
jK sf(kg ’ X) dk
Of(g ? X) = N
X sf(k , x) dk
et J-
X f(keg) dk
ole s x) = S

X (%) ax

Si #(f) est la fonction sphérique 2 laquelle appartient Op » On At

f f fkgk') dkx dk!
3.(g) = IK aplek , xp) dk = kK .
fK (k) dk

Soient maintenant s, € M(G/T) et X, € G/T , tels que SO(° , xo) € C(p) . Soient
S le K-multiplicateur équivalent a S et 3, la fonction sphérique associéde;

on a
IK so(kg , x) dk fK fK so(kgk‘ , x) dk dx'

onlg , x) = et &.(g) =
0 R
fK so(k » %) dk 0

fK so(k , x) dk

pour x € G/T . D'aprds le théordme 4(2), il existe une mesure v , portée par un
compact de E dont so(. R xo) est la résultante. Remarquons alors que sur C(u),
1'application h > h(g) , pour g fixe dans G , est continue pour la topolo-
gie vague ; en effet
2) -1
2 1,( '
h=u® wn et n(e) = nie) 3———5553——1 dg?
L(g?

9

(2)

ce qui démontre la propriété, étant continue & support compact.

I1 en résulte que, pour g€ G :
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sole » 7)) = I £(e) an(e)
Alors :
o(8) = fK .fK Jg £lkek') dk dk' av( f))(J , x) ax)7t

- @f<g><J’K £() k) av(£)) sy, x) a0t

la mesure définie par

(J £00) @) av(e)
J s, %) ax
K

Notons alors Vl

dvl(f) =

on a
éo(g) = IE éf(g) dvl(f) » OU v, ne dépend pas de g .
Alors
IK 8, (eke) dk = IK er o.(gke) av, () ,
donc

[, op(e) av ()12 = [a,(£)1% = I [ep(e)1? av () .

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, cette dernidre égalité entraine que 3.(g) est
P £

constant & g constant, donc indépendant de f pour f dans le support de 2
il en résulte que éo = @f pour f dans le support de 2 qui est non vide :

op appartient a QO , et la propriété est établie.
Récapitulation.
(a) => (b) a été établi dans la troisidme partie de la démonstration, (iii).
(b) => (a) est démontré dans la quatridme partie, (iv).

Le fait que les fonctions soient deux a deux distinctes résulte du lemme 13.

Le fait que E, ne rencontre chaque classe de H(X) qu'en un point est le

1
lemme 14.

ITI. Application aux groupes de Lie semi-simples

Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non compact, et de centre fini
(nous dirons dans la suite simplement semi-simple), nous allons rapidement montrer

que les théordmes obtenus s'appliquent & ce cas (Théordmes 3 et 4, Corollaire 2).

Tout d'abord, K étant un sous-groupe compact maximal, il existe un sous-groupe
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abélien A et un sous-grbupe nilpotent N , tels que G = K AN , l'application ca-
nonique de K Al sur G étant un difféomorphisme, AN é&tant un groupe résoluble,
et le produit de K par AN étant semi-direct. De plus, AN est isomorphe & un
groupe de matrices triangulaires complexes, & éléments réels dans la diagonale.

Dtautre part, il existe une involution sur G , g > g' vérifiant :
g =g,

| t !

k—l

= k' pour k € K,
si P={g| g =g}, Pk=kP=0G (voir [8] et [11]).

Nous allons en déduire le lemme suivant.

LEMME 15. - {mK * ey H est une famille commutative.

tlgee

Démonstration. - On éiend l'involution aux fonctions sur G en posant

£'(x) = f{x') , puis aux mesures en posant p'(f) = u(f') . Alors (eg)' = €y et
(mK)' =my . Pour peP,

< | B
(mK*epsme) =mg ke wm

K o
Soit geG ,ona g=kp avec k€K, p€EP,
my % €q *mp = mp % Ep ® My
donc
v t =
(mK * e, W mK) e ¥ e, W m
I1 en résulte que, pour toute mesure u , (mK AT mK)' =Wy wpo% mp . Alors

(mK* gglﬁ My %ty ESZ* mK)i = (mKw Egzﬂ' mK)' (m.K* (—:g1 % mK)' ,

mais aussi

= "= »
(mK * (egl M % my % egz) % mK) my % egl M M & eg2 My

d'ou 1'égalité des deux produits.

Pour appliquer les théorémes, il nous suffit d'exhiber un groupe T ayant les
propriétés voulues. Nous allons voir que le normalisateur de AN convient pour ce-
la ( AN 1lui-méme convient déja, mais les résultats sont d'autant plus intéressants
que G/T est "petith). |
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LEMME 16, - Soit T wun opérateur linéaire inversible de En a valeurs propres

strictement positives. Si pour un vecteur x , l'ensemble des vecteurs

{(t"x | ne z}

est borné, Tx =x .

Démonstration. — {Tn X | n e g} engendre un sous-espace vectoriel stable de
E?-, H . Ce sous~espace est méme engendré par {Tn(x) | 1 £ x<r} pour un cer-
tain r . Il en résulte que, pour y € H , {Tn y l y € g} est borné, donc que

n ’ -
1l'ensemble des opérateurs T , n € Z , est borné ; il en résulte que les valeurs

by

propres de T sont sur le cercle unité, donc égales a 1 . Par suite, on peut

écrire, si T1 est la restrictionde T & H , Tl =I+N, o0 I est l'identi-
té de H , et N est un opérateur nilpotent sur H . Il existe 1 > 1 , entier po-
sitif minimum, tel que N =0 .81 i>2,ona N 140, N =0 et

(1 + 0P w2 = i 4 it

est borné uniformément par rapport & p , donc Nl_l = 0 3 ceci est absurde, et il

en résulte i=1, N=0, et T1 =1, donc Tx =x .

PROPOSITION 7. - Soient G un groupe de Lie connexe, G, un sous-groupe de Lie

1
fermé, distingué et connexe, de G . Notons 3 et e leurs algébres de Lie. On

SuEEOSS gue :
(2) ¢

1 est un groupe de Tikhonov,

‘ (b) G/G1 est de dimension 1 ,

(¢) pour tout x e g, 4ad x/g1 a des valeurs propres réelles.

Alors G est un groupe de Tikhonov.

Démonstration.

1° Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe, C un cdne a
base compacte de E , et supposons que G opére sur E en laissant Stable c .
G1 ; étant de Tikhonov, a au moins un vecteur propre dans C : soit x #0,
gx = A(g)x pour g € G, , avec A(g) €R . L'application g > A(g) est une

exponentielle positive continue sur G, , comme il est immédiat de le voir.

1

Réciproquement, soient A une exponentielle positive continue sur Gl et

Ck ={x| xec, ¥ g € G1 y gy eX = K(gl)x} H Ck est un cdne convexe, éven-

tuellement vide. D'autre part, pour g € G, on a ¢ g’l Gl g c Gl , on peut donc

poser :

28(g,) = (g™t
(gl) @ g g) pour g €6



1=42
et A% est une exponentielle sur G1 s on volt que, si X € Ch :

- -1
g, ex =g g ox =M g glex = 1%(g))ex

donc
e C et cC .
grel g gty &
Supposons CX £ ¢ , et soit L 1la forme lindaire définissant la base compacte de
C.Ona:

1 & -

done : ( )
Lig
Kg(gl S S

L(gx)

la fonction z +—> L(g1 z) pour z € B , base compacte de C , est continue et

jamais nulle (L(g1 z) =0 => gl z =0 => z = O) , donc il existe m et M,

0<mg (g1 z) < pour z € B (on suppose que B est définie par (g =1).
L(g, &x)
I1 en résulte que, g, étant fixé, m & ————< M, donc
1 L(gx)

Ag(gl) € (m, M) pour ge G .

2° Soit Gi 1'adhérence du groupe dérivé de G1 . Les exponentielles continues

sur Gl passent au quotient dans Gl/Gi : i1 y a isomorphisme entre le groupe des
exponentielles continues sur G /G' et le groupe des exponentielles continues sur
G1 . G /G1 , etant cornexe et abellen, est 1'image homomorphe de son algébre de
Lie (avec la structure additive) par 1lt'application exponentielle. Notons gl 1tal-
gébre de Lie de G : gi o (91 , glj s de la remarque précédente, il résulte que
l'on peut définir, par transposition, un homomorphisme injectif du groupe des expo-
nentielles positives continues sur Gl/Gi dans le groupe des exponentielles (pour
1'addition) continues sur gl/gi . 81 f est un homomorphisme de gl/gi additif
dans R*' multiplicatif, log o f est un homomorphisme de g,/g] additif dans

R additif, et si f est continu, 1log o f est continu, donc linéaire,

log o £ € (g,/g!)" .

Considérons enfin 1l'injection naturelle de (gl/gi)* dans g? ¢+ nous obtenons un

homomorphisme injectif @ du groupe multiplicatif des exponentielles sur G1 dans
le groupe addltlf de 91 . Cherchons ce que devient, pour g € G , l'homomorphisme
A= kg . Puisqu'il s'écrit, en fonction de l'automorphisme intérieur g deflnl

par g ¢ A > A O g =& ’ é passant au quotient dans Gl/Gi , et définissant
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un automorphisme Ad g de ¢ (qui passe au quotient dans gl/gi ), il en résulte

que
(08 = ¢(h) o (ad &/g))

(essentiellement transport de structure). Mais 1'application exponentielle de g
dans G est surjective et la formule : exp ° od = id ° exp montrc que

Ad G = expoad(3) , <t que hd G est formée d'opérateurs, qui, restreints a gl ,
ont des valeurs propres strictement positives. Il en est de méme des opérateurs
transposés et de leurs restrictions & un sous-espace stable : ainsi, sur 1l'image de
@, pour ge G, p(A) — ©(78) est un opérateur & valeurs propres strictement

positives. Soit F 1'espace vectoriel de fonctions :
F={logh | A exponentielle positive sur Gl} s

l'application log A +—> log A% est un opérateur lindaire, & valeurs propres po-

sitives ( log A > @(X) est un isomorphisme).

Soit XO

pour tout gy donec {log Xg} est borné en norme, indépendamment de g . Il en

telle que C, # @ . D'aprds le 1° ci-dessus, {log Kg(gl)} est borné
0

résulte, d'aprés le lemme 16 appliqué & T : log A —> log A& , ou

n
™ . log A —> log zE ,

que log Xg = log XO pour tout g € G , ou encore Xg = XO s de ng cC , on

. 0o A8
tire donc ng c Ck . - 0

0 0
%30 G laisse donc 'CX stable ; soit BO =B nNn Ck , et faisons opérer G sur
0
BO en posant a(g) .x = L(gX) pour X € BO . La représentation o est triviale
gx —

sur G1 , donc définit une représentation «o de G/G1 . Ce dernier groupe étant de
dimension 1 , et BO dtant compacte, @ a un point fixe dans BO + il est immé-

diat que ce point fixe est un point fixe pour o , donc un vecteur propre pour la

représentation initiale.

COROLLAIRE 3. - Un sous—groupe connexe du groupe des matrices triangulaires supé-

rieures sur C , & éléments réels dans la diagonale, est un groupe de Tikhonov.

Démonstration. - Montrons d'abord que, pour le groupe des matrices triangulaires

complexes, & éléments réels sur la diagonale, Ad x a ses valeurs propres réelles
pour tout x € g ; en effet, il est facile de voir que ces valeurs propres sont les
différences des éléments diagonaux de la matrice x , qui sont réels. Il en résulte
que cette propriété est vraie aussi pour tout sous-groupe. Il sﬁffit alors de re-

marquer qu'un tel groupe est résoluble, et qu'il existe une suite finie :
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G=Gn:Gn_1:3...:>GO={O] ,

avec Gi+1/Gi de dimension 1 , Gi distingué dans Gi+1 et connexe, pour pou-
voir démontrer par récurrence, & l'aide du théordme 4, que Gi est de Tikhonov :

done Gn est un groupe de Tikhonov.

COROLLAIRE 4. - Si G est un groupe de Lie semi-simple et si G = K AN est une

décomposition d'Iwasawa, AN est de Tikhonov.

Démonstration. = AN est isomorphe & un groupe de matrices triangulaires supé-

2

rieures, & éléments réels dans la diagonale (voir [11]).

COROLLAIRE 5. - Avec les notations déja introduites, soit G un groupe de Lie

semi-gimple ¢ T est un groupe de Tikhonov.

Ay

Démonstration. - Le normalisateur de AN, T, peut aussi s'éerire T = K, AN, ou

KO est le centralisateur de A dans K (voir [6]). En outre, N est le groupe
dérivé de AN , et toute exponentielle positive A sur AN est donc triviale sur

N : A est déterminée par ses valeurs sur A . Soient k € KO et

k

AT X > h(k_l xk) = hk(x) pour x € AN

’ k
puisque X(kal ako) =Aa) pour a€A,ona A O, Supposons alors que T

opdre sur un espace localement convexe E et que C soit un cdne 3 base compacte

sur lequel T opére continlment, et soit
¢, = (x| zxec, Vgeal, g.x=»r(g)x} ;

on a :

kCX c C}\k = CX pour k € KO .

Puisque AN est de Tikhonov, il existe A telle que C, # {0} -. Soit X, €C,
X, #0 et

on a 'ko CK c Ck , donc x € CA ; 11 est manifeste que x est fixe par K , et,
étant vecteur propre pour AN , il est vecteur propre pour T , ce qui achéve la

démonstration.
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