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Séminaire CHOQUET 6=01
(Initiation & 1'Analyse)
5e année, 1965/66, n° 6 3 février 1966

ESPACES DE RIESZ COMPLETEMENT RETICULES
ET ENSEMBLES EQUICONTINUS DE FONCTIONS HARMONIQUES

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction. — L'origine de ce travail a été la recherche d'une démonstration du

résultat suivant, directement applicable aux espaces de fonctions harmoniques défi-
nis dans les axiomatiques de BRELOT ou de BAUER :

Soient X wun espace topologique séparé, H un espace vectoriel de fonctions nu-

mériques continues sur X .
On suppose que H satisfait aux conditions suivantes :

1° H est réticulé pour l'ordre défini par gt H
2° Pour toute famille filtrante décroissante (ha) d'éléments de gt y la fonc~-

tion numérique inf ha =h est un élément de H ;
o'

3° Pour tout hy e H' , ot toute suite (h ) d'éléments de H, O h € hy

qui converge simplement vers h € gt s la convergence est uniforme sur tout compact
de X .

On peut alors démontrer la propriété suivante :

4° Pour tout h, € gt , l'ensemble A = {h e nt s 0<hg ho} est compact pour

la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de X ,

Pour faire cette démonstration, j'ai dll faire appel & une étude approfondie des

formes linéaires sur les espaces de Riesz compldtement réticulés,

I. Espaces de Riesz complétement réticulés.

Tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur R.

Les notations générales employées sont celles de BOURBAKI ([2], chap, I), sauf
pour une définition : nous appellerons espace vectoriel complétement rétieculd, un

espace de Riesz, compldtement réticulé au sens de Bourbaki.

Les résultats généraux sur les espaces vectoriels compldtement réticulés peuvent
8tre trouvéds dans AMEMIYA [1] et DIEUDONNE [5].

Soit H un espace vectoriel complétement réticuld.
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1. Notations, définitions.

1° Soient a,beH, a<b . On notera
[a3b)={X€H5 a$X$b} ’
Ja,b)={xeH; xe(a, b)), x#a} ,

etce.

2° On dira qu'un ensemble A < H est épais si

O< |yl c|xl et xeh) = (yeh) .

30 Une forme lindaire 4 sur H sera dite normale si, pour tout ensemble fil-

trant décroissant (on) c H , tel que inf x,=0,0na
o

o

4° Les formes lindaires normales sur H forment un espace vectoriel qu'on appel-
lera le dual normal de H .

Dans tout ce qui suit, nous supposerons toujours que H et son dual normal L
sont en dualité, c'est-d-dire que L sépare H .

THEOREME 1.

1° Toute forme lindaire normale £ sur H est relativement bornée.

2° Dans 1'espace vectoriel Q de toutes les formes linéaires relativement bor-
nées sur H , le dual normal L de H forme une bande.

COROLLAIRE 2. - Si £ est normale, 4% = sup(0, £) et 4~ = sup(0, =4) sont
aussi normales.

Considérons maintensnt H' , le dual normel de L . L'espace H se plonge cano-

niguement, injectivement, dans H' . De plus, pour tout xe€H,

sup (x , 0) = sup (x, 0) ,
H H!

de sorte qu'on peut identifier H & son image dans H' .
THEOREME 3. - Tout x € H'* s'derit

X = Sup y .
Osysx

N

yeH
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COROLLAIRE 4.

1© H est un sous-espace vectoriel épais de H' .

20 Pour tous a , b € H (resp. H'), agb, llintervalle (a, b} est com
Eact EOU.I‘ O'(H ’ L) (re§Eo G(H' ’ L) )c

COROLLATRE 5.
1° I est complet pour la topologie de Mackey (L , H) .
2° H et H' ont méme dual normal.

Cas particulier important. - On dit qu'un élément u € H' est une unité pour

1l'ordre si, pour tout x € H, il existe )\ € §+ tel que

x| <™ .

PROPOSITION 6.
1° 8i H possede une unité pour l'ordre u , alors H est identique & son bi=
dual normal H' .

2° L'gpplication g +—> (|4] , u) =||4|| définit une norme sur L pour la-
quelle L est complet.

30 H g'idantifie au dual topologique de L , lorsque L est munie de la topo-

logie associée & la norme définie dans 2°.

COROLLAIRE 7. - Dzns H , possédant une unité pour l'ordre u , les ensembles
bornés pour 1'orcre, bornés pour la topologie o(H , L) (ou 7(H, L) ), relative-

ment compacts pour o(H , L) , sont les mémes.

L'intérét des espaccs vectoriels complétement réticulés provient du fait qu'on

peut y étendre des théorémes importants de théorie de la mesure.

Nous dirons quiune forme sous-linéaire p sur H est normale si, pour tout en-

semble filtrant décroissant (on) c H" , tel que inf x, =0,o0na
o

1lim p(xa) = lim p(~ on) =0 .
o o

Si p est normale, et si on a une forme linéaire £ < p , alors ¢ est normale.
Soit A4 <L , dual normal de H . On définira la forme sous-linéaire p g Sur H
par

py(x) = suwp (|4| , |x]) v xeH .
teh
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PROPOSITION 8. — Soit A © L . Les conditions suivantes sont équivalentes 3

1© A est relativement compact pour of(L , H) .
2° La forme sous-linéaire p A est normale sur H .
3° Pour toute suite (xn) décroissante d'éléments de H' , telle que
infx =0, inf pA(Xn) =0 .
n n
4° L'ensemble
5=y -4l [2f]
LEA
est relativement compact pour of(L , H) .

50 Ltenveloppe convexe fermée de A est faiblement compacte.

THEOREME 9. - Toute suite de Cauchy faible (¢ ) © L est faiblement convergente
dans I (c'est=d-dire pour o(L , H) ).

DEFINITION 10. — Soit (E , F) un systéme dual d'espaces vectoriels. On dit
qulune partie A de F est limitée si elle vérifie les conditions suivantes équi-
vealentes (cf. DIEUDONNE [5]) s

(a) Toute suite faiblement convergente (Xn) de E converge uniformément sur

A .
(b) Toute suite de Cauchy faible (xn) de E converge uniformément sur £ .

PROPOSITION 11. - Soit A © L , dual normal de H . Pour que A soit limité, il

faut et il suffit que A soit relativement compact pour (L , H) .

La proposition 9 permet de comparer la convergence dans H au sens de llordre et

au sens de la topologie (H , L) .

DEFINITION 12. - On dit qu'un filtre % sur H converge pour l'ordre s'il exis-

te X,€5, X, borné pour llordre, et si

inf (sup X) = sup (inf X) .
Xes Xed

THEOREME 13. - Soit & un filtre sur H qui converge pour l'ordre, Alors <
converge pour la topologie de Mackey t(H , L) .

Pour des résultats plus fins, nous aurons besoin de théorémes dus & NACHBIN et
GROTHENDIECK .
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Soient E un espace vectoriel normé, F un sous-espace vectoriel de E , B la

boule unité de E .

PROPOSITION 14.(NACHBIN). - Soient H wun espace vectoriel compldtement réticulé,
u € gt .
Pour toute application linéaire m de F dans H telle que

mBaF)cl-u, +u ,

il existe une application linéaire 7™ de E dans H , prolongeant m , et telle

que
mB) ¢ (~u, +u) .

PROPOSITION 15 (GROTHENDIECK). — Soient X wun espace compact, E un espace lo-
calement convexe séparé, m une application linéaire de C(X) dans B .

Si m est faiblement compacte, alors m transforme les suites de Cauchy faibles
en suites convergentss e: les parties faiblement compactes en des parties relative-

ment compactes.

II. Especes fonctionnels complétement réticulés.

Dans cette deuxidme partie, on reprend les notations de l'introduction.

THEOREME 16. - Pour tout h, € i , l'ensemble

0
+
A=f{hed , hsho}

est compact pour la topologie de la convergence simple dans X .

Démonstration. — Pour tont x € X , la forme linéaire zx définie sur H par
{&_ 5 h) = h(x) pour tout h € H

est une forme linéaire normale, > 0 , et les formes linéaires normales, (zx)xeX ’

séparent H .

I1 suffit alors d'appliquer le corollaire 4.

LEMME 17. - Soient hO ent ’ h.O #0 , et soit HO le sous=espace vectoriel de

H défini par
(h e HO) <=> (3 )\ e §+ , tel que Ihl < kho) .
Soit LO le dual normal de HO .

Alors toute suite (hn) d'éléments de HO qui converge vers h € Ho s pour la

topologie G(Ho , LO) est bornée pour 1'ordre dans X, .
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Démonstration. - La suite hn est faiblement compacte dans HO y d'aprés le co-

rollaire 7, elle est bornée pour 1l'ordre.

COROLLAIRE 18 (M&mes notations que pour le lemme 17). = Pour tout compact K de

X , 1l'ensemble des formes linéaires (zx)xeK est une partie limitée dans le dual

LO de HO , par suite elle est compacte pour T(LO ’ HO) .

Démonstration. - Par translation et homothétie, toute suite h d'éléments de

Hy » qui converge vers h € Hy , pour G(HO ’ LO) , peut 8tre amenée dans 1l'ensem—

ble A={heH , 0ghghy}.

D'aprés la propriété 3°, vérifiée par l'espace H , la suite hn converge uni-
formément vers h sur tout compact K de X , autrement dit, la famille (zx)xeK

est une partie limitée de LO .
D'apres la proposition 11, l'ensemble (zx)xeK est compact pour T(LO ’ HO) ’
puisqu'il est déja compact pour G(LO ’ HO) .
COROLLAIRE 19. - Pour tout hj € BY | 1'ensemble
A={heH , nghny

est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de X .

Démonstration. - L'ensemble A est compact pour g(HO ’ LO) s par suite, pour

tout compact K < X , l'ensemble (zx)xeK est compact pour la topologie de la con=—

vergence uniforme sur A , d'ou le résultat.

Soient maintenant Y wun espace compact, X un ensemble partout dense dans Y .

On se donne un sous-espace vectoriel complétement réticulé H de e(x , 3) , Sa-
tisfaisant aux conditions 1° et 2° définies dans 1'introduction, et tel qu'il exis-

te hy e® , hy>1l.

PROPOSITION 20. = Soit h
telle que :

o € il , et soit (fn) une suite d'éléments de C(Y) ,

1° La suite (fn) converge faiblement dans C(Y) ;

20 Pour tout n, £ eH , et 0g|f, | <hy .
' |x %lx

Dans ces conditions la suite (ﬁn) converge uniformément sur tout compact de X

vers f €H.

Démonstration. - Soit F < CG(Y) , l'espace vectoriel engendré par la suite (fn),

et soit ™ 1l'injection canonique de F dans H . D'apres NACHBIN, il existe une

application linéaire 7 de €G(Y) dans H , qui prolonge m et telle que,
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(fec), fgls1) = (nls) e(=ny, +n)) .

L'application lindaire T est alors faiblement compacte, et on conclut avec le
théordme de Grothendieck.

COROLLAIRE 21 (mémes notations que pour la proposition précédente). - Soit

A cc(Y) , un ensemble borné, compact pour la topologie de la convergence simple,

et tel que pour tout f € A, le €eH .,

Alors A est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout com-—

pact de X .

(Appliquer le théordme d'Eberlein. Cf. GROTHENDIECK [6].)

Soient maintenant ! un espace localement compact, w un ouvert relativement

compact de K .

Soient %Q c ¢(Q s E) , et Hw c clw ’ E) des espaces vectoriels complétement
réticulés satisfaisant aux conditions 1° et 2° définis dans 1'introduction. On sup-

pose de plus qu'il existe hj e Hg tel que ho(x)Ia 1 pour tout X € ® .

PROPOSITION 22. - Si pour tout h € Hy o hlw € Hw , alors pour tout ensemble

A <H, , compact pour o(H, , L;) , 1l'ensemble Ay des restrictions 3 T des é1é-

ments de A , est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout

compact de w .

Démonstration. - Pour toute mesure de Radon w 2 0 sur Q, & support compact,

la forme linéaire zu , définie sur HQ par
(h ) zu>=‘rh d“ ]

est normale sur H ; par suite A, est compact pour o(c(®) , M(@)) . La proposi-

tion se déduit alors du corollaire précédent.
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