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Séminaire CHOQUET 301
(Initiation & 1'Analyse)
5e année, 1965/66, n°® 3 et 4 13 et 20 janvier 1966

MAJORATIONS A PRIORI
ET PROBLEMES FRONTIERE ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE

par Jean-llichel BONY

L'importance des majorations a priori dans les espaces de fonctions hldériennes
pour la résolution des problemes frontitre a été mise en évidence par J. SCHAUDER.
Celles—ci lui permettaient de résoudre le probléme de Dirichlet et de montrer la
régularité des solutions & 1l'aide de quelques arguments simples d'analyse fonction-
nelle (voir par exemple [8]) (1). Dans cet exposé, l'emploi de quelques techniques
devenues classiques, en particulier l'usage du théortme de stabilité de 1'indice,
permet de simplifier notablement 1'établissement de ces majorations et de résoudre,
sur une variété, par des moyens élémentaires, les problémes frontiére elliptiques

du second ordre définis au n° I.3.

On trouvera dans [1] la démonstration de majorations a priori pour des problimes
elliptiques d'ordre quelconque et leur application & la résolution de ces problémes,
les démonstrations étant évidemment moins élémentaires. Toutefois, les propriétés
de maximum spéciales & l'ordre 2 permettent d'établir ici des théorémes de posi-
tivité, d'unicité et d'existence des solutions qui ne sont pas généralisables & un
ordre quelconque. Les résultats essentiels sont énoncés dans les théorémes I
(n° II.3), I' (n° II.4), II (n® III.5) et III (n® IV.2).

I.1. Espaces de fonctions holdériennes.

Dans cet exposé, M désignera une variété & bord C , compacte, connexe, de di-
mension n (le bord M pouvant éventuellement &tre vide). M désignera 1'inté-
rieur de M .

n

On dit qu'une fonction réelle u , définie dans un ouvert < de E+
o n
(R, =fxeR | x >0})

1 K3 . N z z
( ) Voir aussi [4] pour le problime des dérivées obliques.
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vérifie une condition de HOlder d'exposant A (0 € Mg 1) s'il existe une cons-

tante C telle que

A
¥x,y€Q, IU-(.V)"‘U-(X)R<CI.V"X| .
On notera CO’X(Q) 1'espace formé de telles fonctions muni de la norme

”uHO,x = Sip lu(x) | + §2§ IUﬁz?“-%jg?)l

C'est un espace de Banach.

On notera Ck’K(Q) 1'espace des fonctions k fois continliment différentiables

s oOsh

dont toutes les dérivées jusqu'la l'ordre k appartiennent a « Muni de 1la

norme

I - ot wl 2
nqu,K 0<l§'$‘{1 ;iD ullxo,)\ ( ) ’

ctest un espace de Banach.

Sur la variété M , on notera Ck’x(M) l'espace des fonctions telles qu'lau voi-
sinage de chaque point il existe une carte locale (v, x) telle que u ©° x soit
de classe C5' dans 1'ouvert de Eﬁl , x(U) . Soient (Ui , Xi) un recouvrement
fini de M par des carfes locales, ; une partition de 1'unité subordonnée, on

peut munir Ck’K(M) de la norme
! =2
e, x, () oy o Xi“k,h,[xi(Ui)] .

C'est un espace de Banach, un changement de Ui » Xy 0 O transforme la norme en

une norme équivalente.

k

Ky M est un sous-ensemble compact de C .

['PROPOSITION l. - La boule unité de C

La boule unité de CO’X est équicontinue, donc relativement compacte dans C

d'aprés le théordme d'Ascoli. De plus, une limite uniforme de fonctions vérifiant

0,\

]u(x) - u(y)] < fy - xlx vérifie encore cette relation. La boule de C est

b

donc compacte dans C . Le résultat s'étend sans difficulté & k quelconque.

C® n'est pas dense dans Ck’x , mais on a le résultat suivant :

1+ reeo+d

2y i 3 o

( ) D7 u = - — U .
1 1

1 n
BXl e e axn




3-03

PROPOSITION 2. = Soit u € Ck’x 3 11 existe une suite up e ¢® telle que

u.o ->» 1 dans Ck et
= |

Hy M .
s;p ”up”k,k <

n ’7 ’ 7’ 3 3 r 3
Dans R" , ce résultat se démontre par régularisation : o étant une fonction

N

o positive & support compact, valant 1 au voisinage de 1l'origine, telle que

¥ © =1, posons

%

mp(x) = p" o(px) et u, = o U .

si uecPt,

o (x) = w (9] = 1 futx = ) =y - )7 0,(8) sl < lfully 5 Iy - x|t

et up ->u dans c© . De 1la relation D' up = o * D" u y on déduit le résultat

koA

dans BF pour u € C?" , et on obtient le résultat sur la variété M par recol-

lenent.

PROPOSITION 3. = Si u et v appartiennent a Ck’x(M) , alors uv € Ck’K(M) ,

et il existe une constante C telle que

k
vl , < c(z o Bl o ey 2l Tl )

Dans un ouvert de ﬁﬁ , On a
u(y) v(y) - u(x) v(x) = u(y)(v(y) - v(x)) - v(x)(uly) - u(x)) ,

dtou

HuVHO A S Hudo v”o \ Huuo’h HVHO .

Dans une variété compacte, le résultat pour k = O s'obtient par recollement. Pour

k quelconque, la proposition résulte de la formule de Leibniz.

I.2. Opérateurs différentiels elliptiques.

Un opérateur.différentiel elliptique du second ordre sur M , & coefficients de
classe Ck’x s est une application linéaire continue A de Ck+2’x(M) - dk’x(M)

qui, pour tout =x appartenant 3 une carte locale (U s X) » Se met sous la forme :

(x) + 5 8, (x) au (x) + a(z) u(x) ,

n
mu(x) = 2 (x) BX ax
i=1 1

i’j=1

les fonctions aij y 8, 5 8 (dépendant de la carte locale) étant de olasse Ck'x .
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la forme quadratique 2 aij(x) Ei Ej dtant définie positive pour chaque x .

Rappelons les deux propriétés de maximum suivantes :

- PROPOSITION 4. — Soit A elliptique, a(x) = Al(x) <0 (¥ x) et soit
u € CZ(M) telle que Au >0 .

AMors u ne peut atteindre un maximum >0 & 1l'intérieur de M sans 8tre

| constante.
~  PROPOSITION 5. — Supposons oM # § . Soit A elliptique, a(x) <0 et soit
ue CZ(M) telle que Au >0 .

Si u atteint un maximum > O en un point X, € oM, on a:

- ou bien u est constante dans I,

- ou bien %%-(x) < 0 pour tout vecteur v en Zy strictement dirigé vers

1tintérieur.

On en trouvera une démonstration dans [8], p. 4 et 5.

I.3. Problémes frontitre elliptigques.

Nous noterons ici L un opérateur différentiel & la frontieére qui 3 une fonction
u définie sur M fait correspondre la fonction Lu définie sur M (12 régula~
rité exigée pour les fonctions et les opérateurs sera précisée ultérieurement dans
chaque cas).

Le probléme frontidre associé & A et L est la recherche des solutions u du
systéme

M(x) =f(x) , vxel

)

Lu(x!) = w(x') , ¥V x' el

pour chaque couple de fonctions domnées : f sur I et o sur Al .

Nous résoudrons les trois types de problémes suivants (qui sont les seuls proble-
mes frontidre elliptiques du second ordre au sens de [1]). Leur solution fera 1'ob-

jet respectivement des théorémes I, II et III.

1° Probldme de Dirichlet : ILu(x') = u(x') .

2° Probldme des dérivées obliques : Lu(x!') = %% (x') + olx') u(x?) y v étant

(3) Nous désignerons les points de 1 par des lettres affectées d*un ' (prime).
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un champ de vecteurs défini sur alM strictement dirigé vers l'intérieur, o wune
fonction sur M .

30 Probldme de ViSik : Lu(x') = Bu(x') + %% (x') , B é&tant un opérateur diffé-
rentiel elliptique sur la variété Al , T un champ de vecteurs quelconque défini

sur M .

Remarquons que si a1 = @ ( M variété compacte sans bord), ces problimes se ré-

duisent & un seul : Résoudre Au = f (théoréme I').

I.4. Le théoréme de stabilité de 1l'indice.

Ce sera un outil essentiel pour 1'étude des problémes frontidre.
E et F étant deux emspaces de Brinch, rappelons quelques définitions :

- Un opérateur lirédaire K de E ~>F cst dit compact si 1l'image de la boule
unité de E par K est relativement compacte dans F . Le composé d'un opérateur
compact et d'un opérateur borné est ccupact. Nous avons vu (proposition 1) que

koA

l'injection de C 77 ->» Ck ¢3% un opérateur compact.

~ Un opérateur lindairc continu T de E =+ F est dit d'indice fini si son

noyau est de dimension finie et son image de codimension finie (i1 en résulte alors

qu'elle est fermée). Liindice x de T est, par définition,

%(T) = dim(Ker T) - codim(Im T) .

~ Lorsque T est d'indice O , on dit que l'alternative de Fredholm a lieu pour
1'équation Te = f : ou bien il y a existence et unicité de la solution pour chaque
f , ou bien 1l'équation homogéne Te = O admet p solutions linéairement indépen-
dantes, et 1'équation Te = f n'est résoluble que si f satisfait & p condi-

tions lindaires continues.

[ - L4.
THEOREME de stabilité de 1l'indice (7). - Soient T wun opérateur d'indice fini et

K un opérateur compact. 2lcrs T 4+ K est d'indice fini et
x(T + &) =x(1)

On en trouvera ur> dé-nrsiration dans [5] ou [9] par exemple.

pY

4 < . . . ~.
(™) Nous n'aurous 2 liappliquer ici que dans le cas ou T est un isomorphisme.
C'est alors une conséquence simple du théoréme de Riesz.
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II. Le probléme de Dirichlet

by

A étant un opérateur différentiel elliptique du second ordre a coefficients de
k+2,\

classe Ck’x (x >0, O0<X<1), nous cherchons les solutions u € C du
probléme
Au = T
5
Loce O

pour f e Ck’k(M) et we Ck+2’k(aM) . Nous chercherons en particulier des condi-

tions sous lesquelles l'opérateur u +—> (Au , yo u) est un isomorphisme de
Ck+2’h(M) sur Ck’K(M) x Ck+2’x(aM) , on a alors existence et unicité du probldme

de Dirichlet.

IT.1. Etablissement des majorations a priori.

Le but de ce paragraphe est d'établir une majoration du type suivant : il existe

C >0 tel que

k+2,\
(1) Yuec ™,

0 | 6

' Al 1l

31u”k+2,)\ S C(:!Auf‘k,)\ * H,'\( u\!k+2’)\ + !\u‘ik+2) ) .
Nous établirons ce résultat en six &tapes.

(a) A est le laplacien A , la variété est une boule B de R® . - Nous ad—~

mettrons le résultat suivant : pour tout couple de données f € Ck’x(B) et

© € Ck+2’x(aB) y 11 ¥ a existence et unicité de la solution de

Au = f

0
Y u=o

et la solution u € Ck+2’x(B)

. Le principe de la démonstration est simple : on
connalt explicitement le noyau de Green et le noyau de Poisson pour la boule, il
suffit de vérifier, qu'appliqués aux fonctions f et o , ils fournissent des

fonctions de Ck+2’K(B) s mais la démonstration elle-méme est délicate et pose des

O rd z 3 N . Vd . . .
(5) Yy  étant 1l'opérateur qui & une fonction définie sur M fait correspondre
sa restriction 3 aM .

2

(6) La constante notée C peut changer de valeur & chaque ligne, mais doit &tre
indépendante de wu . Par contre, les constantes, notées Cl ’ 02 s ete., gardent
une méme valeur.
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- s . . 7
probleémes non triviaux de dérivation sous le signe somme (".

L'opérateur u bk—> (Au , yo u) est continu et bijectif de C sur

dk’X(B) x Ck+2’x(aB) . Diaprés le théordme de Banach, c'est donc un isomorphisme,

et on a

¢}
(2) ue 0BNE) Ll ) < el s+ N )

(b) A est le laplacien A , u est & support dans un compact fixe du demi-

espace B: ( yo désigpe alors la restriction au bord du demi—espace). - Une in-
version de pdle w ¢ Bﬁ , de puissance 1 , transforme le compact K du demi-espace
en un compact K, , disjoint de w, d'une boule B . Les fonctions u(x) € <ot Bi
et & support dans K , sont transformées en ul(xl) € Ck’x(B) et & support dans

K1 .

Rappelons les formules de transformaiion de Kelvin ¢

u,(x,)
—n+-2 171
M(x) = W'y A(::EFZTQ pour n # 2 ,
WX
1
Mulx) = EE? Aul(xl) pour n =2 .

Ltinversion étant un difféomorphisme ¢ , dans le complémentaire de w , le rap-

. k,A .
port des normes de u et dc U, dans C7 reste compris entre deux constantes

3 . K3 . - . — ’, o 3 . .
fixes strictement positives. La fonction X, P> %y étant C  ainsi que son in-

verse en dehors de ® , le rapport des normes de u(xl) et de u(xl)JGEQ

1 dans

reste compris entre deux constentes strictement positives fixes.
De la majoration (2) appliquée a uy et des remarques précédentes, on déduit :

k+2,A
9

(3) vuec Sepp u € X il < CClOl  + I wlleyp, ) ) -

(¢) A est un opérateur & coefficients constants sans termes d'ordre 1 et

0, u est & support dens un compact fixe K de Bi .

2
- 2. u_
Mu(x) =2 a3 Sy 0%, (x) .

(7) On trouvera 1'essentiel d'une démonstration dans [7]. Voir aussi la note (8).

(8) Cette majoration est un cas particulier des majorations établies dans [1.
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I1 existe une transformation affine de 1l'espace qui transforme A en le lapla-
cien. Le rapport des normes dans Ck’h d'une fonction u et de sa transformée
reste compris entre deux constantes strictement positives. De la majoration (3)

pour le laplacien, on déduit :

k+2,\ 0
(4) vuec™>" | Supuck, all, o, S C(hAqu y u“1«:+2,>\) .

(d) A est un opérateur & coefficients constants, u est 3 support dans un com-

pact fixe K de R .
—_ — ~

Au(x) =2 a,

1ij Ax a;c (‘)+zal'—"(x)+au(x) .

ax

2
. % u
Soit Al e A1 u(X) = Z'aij axl SXJ (X) ’

WA ulk A S “Aulk At 2z la | u§§7“k T + |al Huﬂk,h ’

HA u”k ) S ‘Au”k y t c! u”k U

De la majoration (4) valable pour A1 , on déduit :
k+2,\

(5) vuec , Swpu ek, g, , < o(al, , + Iy Wlp g+ Mol 2) -

(e) A est un opérateur & coefficients Ck’x , u est & support dans un com-

pact assez petit de Ei . = Soit A défini dans un voisinage de Xy e Nous pren-

drons les fonctions wu & support dans. Bﬁ n B(xO , 8) ou B(xo , 8) est une bou~

le de centre Xy s de rayon & assez petit que nous fixerons ultérieurement.

Soit Ao 1l'opérateur & coefficients constants :

2
Ay ulx) =2 ay (xo) 2% (x) +2 ai(xo) %%Z-(X) + a(xo) u(x) .

BXi ij
Dtaprds (5), il existe C1 telle que
0
llu!!1<+2 \ < C; (14, ul et lly “”k+2,x * “u”k+1,x) .

Evaluons ||Au - 4, qu )G

Au - Ay u = 2 (aij(x) - a; (x )) —=— FX Bx (x) +2 (a (%) - ay (x )) au (x)

+ (a(X)'- a(x,)) u(x)
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D'aprds la proposition 3, nous avons la majoration suivante :
H(aij(X) - a; ( O)) = ax (x )H

c,(I(ay 5 (x) = a5 (xg)llg alleyp, + 1oy 5(x) = agy Dl o Tolheyn) -

Choisissons 6 assez petit pour que !/(a..(x) - a..(xo))ﬂ < L dans
ij ij 0 2n2 ¢, Cy

B(x, » 8) nl—j;ﬁ .
llu ~ A, u‘,lk’)\ —é— 1\u||k 2 3“‘1Hk+2 !

< 0 (laall, o + 1o = aghll, |, + I

P wlheya Hu“k—t-l,?\) ’
1 0
lallgyo,n < 5 10 heron * Cp(llanlly 5 + v wllep )y + alle2) s

(6) thall,.., 2,0 € < 2C (HAqu Wt Hy ull, o Huhk+2) .

(f) A est défini sur la variété & bord compacte M . - Tout point x de M

posséde une carte locale (Ui ’ Xi) au voisinage. Soit Vi un voisinage de x
assez petit pour qu'on ait, dans X(Vi) et pour 1l'opérateur Iﬁ transporté de A
par X , une majoration du type (6). Recouvrons M par un nombre fini de tels Vi,
soit @, une partition de 1l'unité ¢  subordonnde aux Vi . Nous choisirons la

norme de Ck’k(M) associde & V, , x; » O (n° 1.1).
I - ~ o~ 9
Mllerz,n = 2 o; %'z, <)

o k+2 \ € CUE; (e B )”k. At e ai)l\k+2,x + 10y U lheno)

3, T, < Moy (B )l )+ Gl gy

d'ou

‘u“k+2 \ S 02 s (& Hi)"lk,)\ *2 il" (o @ )”k+2 y e s

9 ~
( ) En posant O = 05 © %y
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i 0
l ! .
(7) uqu.’.Z’)\ S C(‘I‘A‘uuk’}\ + ‘."Y unk+2,)\ + i‘u”k.’..z)
C. Q. Fo Do
II.2. Majorations pour un opérateur injectif.
™ PROPOSITION 6. -~ Supposons l'opérateur u F—-> (Au , yo u) de
*2Ma) s M) x P2 Man)
injectif, il existe alors une constante C telle que
k+2,A 0
(8) Fuec 201, “qu+2’h < C(HAu”k,)\ + HV qu_,.g,)\) .

S'il n'existait pas de telle constante, il existerait une suite u € Ck"'z’)L

telle que 3
0 1
= | + =
Hu H] 2\ T 1 et (JAu ”],X Hy u HI+2,X) < .

En extrayant au besoin une sous-suite (notée encore u ), on a u, —~» u dans

Gk+2 u e Ck+

’ 25} (proposition 1). Donc Aun ->» Au dans C , yo u, - yo u

Ko 0 k+24 N

k+2 , Yu = 0 dans C

dans C . Mais Aun -> 0 dans . Dfou

Au = O , yo u=0 et d'aprés 1'injectivité u =0 .

Ecrivons la majoration (7) pour chaque u, s

0
”unnk+2,x S C(HA“n”k,x I vy oplhern)

Le second membre tend vers O tandis que le premier reste égal & 1 , ce qui est

la contradiction cherchée.

PROPOSITION 7. — La meilleure constante CA intervenant dans (8) est une fonc-

tion continue de l'opérateur A . (L'ensemble des opérateurs A étant muni de la

topologie d'espace normablecomplet de la convergence de ses coefficients dans

Ck’x sur tout compact d'une carte locale.)

On a
inf (HAqu \ * Hyo ull o ) =-%— si (8) a lieu ,
{ul ‘:lu”k.(.g, 1§ ’ ’ A
=0 sinon .

Pour chaque u , l'application A F—> (HAqu y t Hyo qu+2 A) est continue et
? ’

ces fonctions sont équicontinues lorsque u parcourt la boule unité de Ck+2’x .
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Leur borne inférieure est donc une fonction continue de A . En particulier, sur

l'ensemble des A injectifs, CA est une fonction continue.

II.3. Probléme de Dirichlet pour une variété & bord non vide (311 £ @) .

PROPOSITION 8. —~ Considérons 1l'ensemble des opérateurs A tels que a(x) €0 .
L'ensemble des opérateurs A , tels que u #+—> (Au , yo u) soit un isomorphis-
k+Z’X(M) k’x(M) x Ck+2’k(aM) , ¥ est ouvert et fermé.

me de C - C

Si a(x) <0, u == (Au , yo u) est injectif. En effet, d'aprés la proposi-
tion 4, si Au =0, yo u =0, le maximum et le minimum de wu sont atteints au

bord, donc u =0 .

\ ’, N\ . 0 0 . O
D'apres le théoreme des approximations successives, si u k-> (AO u o, v u)
. . 0 . . .
est un isomorphisme, u +-> (4u , v u) est un isomorphisme pour A suffisam-

ment voisin de A.O « L'ensemble cherché est donc ouvert, montrons qu'il est fermé.

Soit A ->A4, les A étant bijeciifs. D'aprés la proposition 7, si C > CA ’

on &, pour n assez grand,

k+2,A 0
FuecC 7", Hu”k+2,h < C(HAH qu,x + v u”1{+2,)x) *

Pour un couple (f , ©) quelconque de C M) x C ) , soit u la solu-

tion de An u=r7~f, yo U= .
|
Hun"k+2,7\ s C(HfHk’)\ + Hwnk.,.g’)\) °
On peut extraire une sous-suite (notée encore un ) telle que :

2

W, =>u dans ha ’ u € Ck+2’x

(proposition 1) .

D'ol
Aun —> Au dans CF y Au=7° et YO w, > yo u dans ck+2 ’ YO U= @
L'opérateur u k> (Au ’ yo u) est surjectif, donc un isomorphisme.

C. Q. F. D.

L'ensemble des opératcurs elliptiques, tels que a(x) <0 , étant convexe, donc
connexe, il suffit de montrer que 1'un des opérateurs u k-> (Au ’ yo u) est bi-
jectif pour démontrer qu'ils le sont tous. Dans le cas d'un ouvert de EF , on peut

montrer directement le résultat pour le laplacien, la démonstration étant assez
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aé1icate (1°). Nous allons prouver que u +—> (Au , YO u) est bijectif, pour un

re \ . 3 @ s 7 . . ’ .
opérateur & coefficients C  sur une variété M , en utilisant le résultat suivant,

mieux connu 3

[ PROPOSITION 9. — Soit A un opérateur elliptique & coefficients C°, a(x)<O .

AMors u +> (Au, yo u) est un isomorphisme de C7(M) =—> C7(M) x (M) .

Ce résultat s'établit souvent & 1'aide de théorémes d'existence et de régularité

dans les espaces H° (voir par exemple [1], [2] ou [6]). On pourrait aussi montrer

1'existence dans Cl’x par la méthode des équations intégrales, puis utiliser les

majorations a priori précédentes pour prouver la régularité,
PROPOSITION 10. - Soit A wun opérateur différentiel a coefficients <,

a(x)<s 0 . Alors u b—> (Au ’ yo u) est un isomorphisme de
2 My) s M « 2 M)
L'opérateur étant injectif, il suffit de montrer qu'il est surjectif, Soient
alors f € Ck’k(M) et o€ Ck+2’h(aM) . D'aprés la proposition 2, il existe une

suite fn , une suite ©, et une constante Cl ’

© k
£ e ™) , £ ->f dans C(1) , L N

oo} k+2
o, € C (A1) , o, => o dans C (M), HCPn”k.(.g,)\‘S €y -

Soit un la solution de

D'aprds la proposition 6, il existe 02 telle que

| !
tothera,n € ColE ey + ol ) € 265 €

On peut extraire de {un} une sous-suite (notée encore u, ) telle que

u, ~>u dans Ck+2 ’ u € Ck+2’x (proposition 1) .

D'ou

(1% voir [77.
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Aun -> Au  dans Ck(M) s Auv = T

et

0
YO un — '\{O u dans ck+2<aM) 9 Y u

Il
IS

~  THEOREME I. - Soit M une variété & bord compacte connexe, M # @ . Soit A

un opérateur différentiel elliptique du second ordre, & coefficients de classe
k,A
cH" .,

1° L'opérateur u > (Au , VO uw) de ck+2:h(M) - dk’h(M) y Ck+2’k(aM)
est d'indice O . L'alternative de Fredholm a lieu (n°® I.4).

20 3 a(x) g0 , u +-> (Au ’ yo u) est un isomorphisme.

I1 y a existence et unicité de la solution du probléme de Dirichlet.

Le 2° est une conséquence immédiate des propositions 8 et 10 et du fait que 1l'en-

semble des opérateurs A , tels que a(x) < 0, est connexe.

Pour démontrer le 1°, soit A wun opérateur elliptique.

D'aprds le 2°, u t=—> (Au - au , yo u) est un isomorphisme donc d'indice O .
k+2,\

B\

L'opérateur u +-> (au ’ 0) est compact : une boule de C est compacte

s la multiplication par a étant continue dans la transforme en

cs

dans C
un compact de . Le théoréme résulte alors du théoréme de stabilité de 1'indi-

ce (no° 1.4).

DEFINITION 11. = Dans le cas oh a(x) < 0, on appelle opérateur de Green 1'opé-
koA Ck+2,>\ . Ck,k .
rateur G 3 C (M) - (M) qui, & toute f € (M) , fait correspondre
u = Gf telle que

D'apres la proposition 4, c'est un opérateur positif, donc il se prolonge conti-
~ , o]
niment en un opérateur de C(M) - CO(M) (fonctions continues sur M , nulles
sur A ).

DEFINITION 12. - Si a(x) O s on appelle opérateur harmonique (ou noyau de
P . ) t ’ o k+2’)\ k+2,)\. ' . N k,)\
oisson) l'opérateur H 3 C (M) —> ¢ (M) qui, & toute o e CM(am) ,

fait correspondre u = Ho telle que

Au =0

Y u=o0 .
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D'aprés la proposition 4, H est positif et se prolonge continliment en un opéra-
teur de C(3l1) -» c(m) .

II.4. Probléme de Dirichlet sur une varidté sans bord.

~  THEOREME I'. - Soit M une variété compacte connexe sans bord. Soit A un opé-

rateur différentiel elliptique du second ordre & coefficients de classe Ck’h .

1° L'opérateur u +=> Au de Ck+2’k(M) -> Ck’k(M) est d'indice O . L'al-
ternative de Fredholm a lieu.
- 2° 8i a(x) <0, a n'étant pas identiquement nulle, u +=-> Au est un iso-

morphisme.

I1 y a existence et unicité du probléme de Dirichlet.

Les démonstrations étant tout-a-fait semblables & celles du n® II.3, nous nous

bornerons a quelques bréves indications.

D'aprées la proposition 4, si a(x) €0 , Au =0 entrafne u constante. Si de
plus a prend des valeurs strictement négatives Al(x) = a(x) , les constantes ne

sont pas solutions. Sous 1l'hypothése du 2¢, u b—> Au est injectif.

On montre, comme dans la proposition 8, que dans 1l'ensemble des opérateurs véri-
fiant l'hypothése du 2°, 1l'ensemble des A , tels que u +=> Au soit un isomor-
phisme, est ouvert et fermé. L'existence et ltunicité du probléme de Dirichlet dans
C® est encore valable pour les opérateurs a coefficients ¢” et vérifiant 1'hypo-
théese du 2°. On en déduit, comme dans la proposition 10, l'existence et 1l'unicité

k+2,\

dans C . Un argument de connexité prouve alors la seconde partie du théoreme.

Si maintenant A est un opérateur quelconque, u pF-> (Au = au - u) est un iso-

morphisme d'apreés le 2°, u b-> Au est donc d'indice O .

DEFINITION 13, - 8i a(x) £ 0, a n'étant pas identiquement nulle, on appelle

Ck+2,)\ koA

opérateur de Green 1'opérateur G Ck’x(M) (M) qui, & fecC ,

fait correspondre la solution u = Gf de
A-u="fo

D'aprés la proposition 4, c'est un opérateur positif, donc se prolongeant conti-

nfiment en un opérateur de C(M) -> c(M) .
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III. Le probleéme des dérivées obligues

On suppose désormais oM # f .

A étant un opérateur elliptique du second ordre & coefficients de classe Ck’x

(k >0, 0<A<1), L étant un opérateur frontidre du type :
Lu(x?) = %%'(X*) + ofx') u(x') ,

ou v est un champ de vecteurs sur AM strictement dirigé vers l'intérieur, de

k+1,\ k+

classe C , et o une fonction de C

u e Ck+2’x(M) du probléme

1’X(BM) , nous cherchons les solutions

]

Au = T
Iu = o

pour tout couple de données (£, ¢) € Ck’h(M) X Ck+l’x(aM) .

III.1i. Une condition suffisante d'unicité.

PROPOSITION 14.
1 Supposons a <0, ao<<0. 3 ue CZ(M) est telle que Au >0, ILu =0,
u ne peut atteindre de maximum positif sans 8tre constante.

2° 3i de plus 1ltune des fonctions a et «o n'est pas identiquement nulle,

L‘.A.u. >0 et Lu >0 entrafnent u<O0 .

En effet, d'aprés la proposition 4, u ne peut atteindre de maximum positif &

1'intérieur sans &tre constante. Si elle atteignait un maximum positif en X, € M

sans &tre constante, on aurait, d'apres la proposition 5, g%-(xo) < 0, donc
Lu(xo) <0, ce qui est impossible.
Pour une fonction constante positive u(x) =m , on a
Mu(x) = ma(x) et Iu(x') = mo(x) .

Sous 1l'hypothdse du 2°, elles prennent des valeurs strictement négatives. Si une

fonction vérifie Au >0 et ILu >0 , elle est donc nécessairement négative.

COROLLATRE 15. - Si a <0, o«

~N

N

0, a et « n'étant pas identiquement
nulles, on a

Au=0, Iu=0 = u=0 .



3-16

B

III.2. Un cas particulier : opérateurs & coefficients (i

Soit A un opérateur elliptique & coefficients ¢” avec a(x) <0. G et H
désigneront respectivement l'opérateur de Green et le noyau de Poisson associés

(n° II.3, définitions 11 et 12).

Soit L wun opérateur frontiere du type
qu
Iu(x') = ) (x") ’
ou v est un champ de vecteurs C° sur M strictement dirigé vers 1l'intérieur.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 16. — Sous les Lypothdses précédentes, 1l'opérateur
u > (Au , Lu)
de Ck+2’X(M) - Ck’X(M) x Ck+l’K(aM) est un isomorphisme.
A la partie principale de A , on peut associer une métrique riemannienne g de

classe C% (11) ¢ dans chaque carte locale (U , %) ol

2
- () OB
a(x) =2 aij\x) S ij (2) + eee

la métrique g a pour composantes les gl3 tels que

3 kj j
-.—E_—l aik(x) e (x) = 8 -

Soit n un champ de vecteurs o sur M tel que, V x'e A, n(x') soit la

normale intérieure associée & g . On voit facilement que, V x' e M ’

t(x?) = gﬁ o _gﬁu(xv) + c(x') _g% (x') + Bu(x') ,

o B est un opérateur différcontiel elliptique sur la variété sans bord oM .

Enfin, on peut mettre v sous la forme

vx') = () (alx) + «(x1) ,

bN

od p(x') ec®, p(x') >0, 1 é&tant un champ de vecteurs sur M tangent 2
3l . On notera encore T un prolongement quelconque ¢® du précédent & la variété

M  entiére.

(11) Pour des définitions plus intrinsdques, voir [3].
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Au =1~

Rechercher une solution u de revient, en appelant U la solution de
u =o
M =0 . . PP
, 2 chercher une fonction v =u = Ug vérifiant
Lu=o
Au =0
Lv=qo-LuO ’

ou encore en mettant v sous la forme HYy & résoudre le probléme

0w - Lu
. _ 0
(2 +2) o alxt) = —— (=) .

I1 nous suffira de montrer que 1l'opérateur (%%-+ %%Q o H est un isomorphisme de

Ck+2’x(aM) — Ck+l’x(aM) . Pour cela, nous allons montrer que 1'opérateur

) o

3 3
3T fe (Sﬁl+ 5?9 °

3
Q= (SE'-

est 4gal, & un opérateur compact prés, & un opérateur différentiel elliptique sur
all

Notation. = Pl et P2 étant deux opérateurs linédaires continus de

Ck+3,7\(aM> - Ck+1,)\(aM) .

nous poserons P1 © N P2 o si Pl 0 - P2 o e Ck+2,)\ .

Nous utiliserons le lemme suivant que nous démontrerons plus loin.

LEMME 17. = Soit u € Ck+3’x(M) vérifiant Au = O . Soit 6 un champ de vec-

teurs ¢® sur H .

Alors H u _ ou € Ck+3’h(M) .

R
- o D Hep - g2 gl pg_.2gl
Q = H e —Ho aTHaTH@+(anHaTH aTHBnH)(p .
On a
2 H o 2 Ho(x') ~ 2 o 2 Ho(x!') dtaprés le lemme 17
on 3n dn  on : ’
- 2 Holx? - C 2 Holx') - '
BnHanH\O(X)N Canhco(x) BH(o(x) ,
_3_.. _a__” t — 1)
S H n hw(x )~ B@(x ]
) ) A 3
-—OHOS:r-Hmz—S-’FO-a-‘T-O ’
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g 22 '
> H = Heo ry 5T 3o Hep d'apres le lemme 17 ,
3 o) D D
ST H . Heo ru Y Ho
1'opérateur 2.2 .2 23 é¢tant du premier ordre seulement
oM DT AT on !
S g Gl i.. taprd
5 H = Heo v o H Hep dtaprés le lemme 17 .
Done
_ 2
( A'r Y H o H)(D V0
et

3 B
Qo n =~ (B+~a—;° M)co

- - 2.2
QW=-(B+z=oc=)o+Xo ,
K étant un opérateur linédaire appliquant Ck+3’)‘(aM) -> Ck+2’>‘(aM) et continu
de Ck+3’)\(aM) - Ck+1’)‘(aM) . Donc, d'aprés le théoréme du graphe fermé, il est

continu de ck+3’)‘(am) - Ck+2’)"(aM) et compact de Ck+3’?\(aM) - Ck+l’}\(aM) .

B+ -g-; ° -éa-;r- est un opérateur différentiel elliptique sur M . I1 résulte du
théordme I' et du théordme de stabilité de 1ltindice (n° I.4) que Q est d'indice

0.
D'aprés l'hypothése faite (alx) < 0) et le corollaire 15,
(Z+ D et L _ )y
sont injectifs, Q est donc injectif, donc surjectif, donc un isomorphisme de
Ck+3’)\(aM) - Ck+1’)‘(aM) , d'inverse QL.
L'opérateur (%1- + )H a pour inverse 1'opérateur (-—-r—l— - -—-)HQ . Clest donec

un isomorphisme de Ck"'2 )\(aM) - cktly K(aM) . Ceci achéve la démonstration de la

proposition.
. . c k+3,A
Démonstration du lemme 17. - u étant de classe C s ON a
3 2. ck+1,)
Asgu-zghue ’

1topérateur A —g—e- - -aa—e- A étant du second ordre seulement. Mais Au = 0 , d'ou

ueCk+l’7\.Ona
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) - - _é_ -3-
spu=G=-Aasu) +Ew) .
G étant continu de Ck+1’h(M) - Ck+3’k(M)
E- B B - Py S

08 08

PROPOSITION 18. ~ Si A est elliptique & coefficients c® s Lu= %%-+ ou A

coefficients c®

1©° u +-> (Au , Lu) est d'indice O de Ck+2’x(M) - Ck’h(M) x Ck+l’x(aM);
20 81 a0, o< 0, l'une des deux fonctions n'étant pas identiquement

mlle, U > (Au ’ Lu) est un isomorphisme.

En effet, l'opérateur u +-> ((A - a - 1)u , (. = o)u) est bijectif d'apres la
proposition 16. Les opérateurs u #-> ((o + 1)u , 0) et u +> (0 ’ ou) étant

compacts, le 1° résulte du théoréme de stabilité de 1l'indice.

Le 2° provient de 1'injectivité de u #+=> (Au , Lu) (corollaire 15).

PROPOSITION 19. = A et L é&tant & coefficients €° , il existe une constante
C telle que

Ve Ny oz, < CClAlL o+ ol 5+ Tall, )

En effet, u k-> ((A-a-1)u, (L - o)u) &tant un isomorphisme, on a
| ! - - - |
lalleyo,n < CCA = a = )ull o+ ||(L Of)uzlk+1,>\) ’

d'ol 1la majoration.

ITI.3. Majorations a priori : cas général.

™ PROPOSITION 20. - Soient A4 wun opérateur elliptique & coefficients de classe
gk , L ='§; + o un opérateur frontiére de classe g+l .

Pour tout point Xy de M , il existe un voisinage V de X, et une constan-

te C tels que, pour toute fonction u € Ck+2’k(M) a support dans V , on ait

gz, € S8l 5 + Il + Tulln) -

(v, x) étant une carte locale au voisinage de Xy s désignons par A' un opé-

A

rateur elliptique & coefficients ¢® sur M tel que

— ]
aij(xO) = aij(xo) J
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les aij(x) (resp.: a{j(x) ) &tant les coefficients du second ordre de A (resp.

A' ) dans la carte (U, x) .

De méme, soit L' = S%T + o' un opérateur frontidre c® tel que

Wxg) = vilxy) (9.

D'aprés la proposition 19, il existe une constante Cl telle que,

k+2,K(M) ,

yueC <C (HA ul|

ey, < ey A Ll 0+ alleyp) -

D'autre part, une démonstration trés sembleble & celle du n? IL.1 (e) montre
qu'il existe un voisinage V de Xy s image par x_l d'une boule centrée en

x(xo) et de rayon & assez petit tel que pour u & support dans V :
o = 2l 5 g Tl * ol
oo = Lrall,y "(l?" ol n + Colilleyn
On en déduit alors :
ol < %‘ P C4(“§“l‘=lk,>\ + Ll + Tolhe,2)
lollgr < 30 Ul + Dl + Il -

PROPOSITION 21, -~ Si A est de classe dk,h et L de classe Ck+1’h y 11

existe une constante C telle que

VYue Ck+2’x(M) ’

s,y < Ol 5+ flhyyy y + Holle, ) -

D'aprés la proposition précédente, on peut recouvrir M par un nombre fini dfou-
verts Vi tels que la majoration précédente ait lieu pour les fonctions 3 supports

dans V., . o étant une partition de 1'unité subordonnée a Vi y ON a
Hu‘lk 2,0 S <z 1‘4’ u”k.,.g A S <Z C(”Am u“ ”Lco u”k 1,A + n‘oi “k+2 ’

d'ol on déduit simplement

Pillgro, < ©* il + Moall oy + ) -

(12) Dans le cas ou xo € M .
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III.4. Majorations pour un opérateur injectif,

[~ PROPOSITION 22. - Supposons l'opérateur u +—> (Au s Lu) de
Ck+2,)\(M) - ck,)\(M) « Ck+l,>\.(aM)

injectif, il existe alors une constante C telle que

(9) vuedB , lull, < cCall o+ iy, )

Ce résultat se déduit du précédent par une démonstration tout-&-fait semblable a

celle de la proposition 6.

PROPOSITION 23. - La meilleure constante CA L intervenant dans (9) est une
,

fonction continue des opérateurs A et L (pour les topologies de la convergen-—

k,x Ck+l,)\

des

ce dans C des coefficients de A et de la convergence dans

coefficients de L ).

La démonstration est semblable & celle de la proposition 7.

I1I.5. Résolution du probléme des dérivées obligues.

PROPOSITION 24, - Considérons 1'ensemble des opérateurs (A , L) +tels que
ag<0, a0, a et o n'étant pas toutes deux identiquement nulles. L'en-
semble des couples (A , L) tels que U => (Au ’ Lu) soit un isomorphisme de
*2rh ) > Mu) « M)y est ouvert ot fermé.

D'apres le théoréme des approximations successives, si u +F—> (AO u, LO u)
est un isomorphisme, u #—> (Au , Lu) est aussi un isomorphisme pour (a ’ L)

voisin de (AO ’ LO) R

Soient maintenant An -= A et Ln -1 tels que u bk-=> (A.n u , Ln u) soit un
isomorphisme. u #~> (Au , Lu) é&tant injectif, il suffit de vérifier qu'il est

surjectif. D'aprés la proposition 23, si C > C on a, pour n assez grand,

A,L

k+2,A

VuecC ) llw c(lla, v

|
les2, 2 < he,n * 1T wlheps 2

Pour un couple (f , @) quelconque de Ck’x(M) x Ck+l’h(aM) » s0oit u la solu-

tion de Auw=fFf, L u=o.

oy hern,n < CUEL 3 + lollgyq ) -



3-22

On peut, d'aprés la proposition 1, en extraire une sous—suite convergeant dans
Ck+2 k+2,A
vers ueC .
k

A u —-> Au dans C , Av =f ,
n on

L uw =» ILu dans Ck+1 s Iu=9¢ .
n n

Et u +—> (Au ’ Lu) est un isomorphisme.

B THéORﬁME II. - Soit M wune variété & bord compacte connexe (aM # @) .

by

Soit A un opérateur différentiel elliptique du second ordre, & coefficients

de classe Ck’x .
Soit L wun opérateur frontidre : ILu(x') = %%-(x') + o(x') u(x') , v étant

k1, A

un champ de vecteurs de classe C sur M strictement dirigé vers l'inté-

rieur, «a € Ck+1’X(BM) .

1° L'opérateur u > (A , Iu) de Ck+2’X(M) — Ck’X(M) x Ck+l’x(aM) est
d'indice O .

2° Si deplus a0, a0, a et o n'étant pas toutes deux identique-

ment nulles, u bk=> (Au ’ Lu) est un isomorphisme. Il y a existence et unicité

de la solution du probléme des dérivées obliques.

Les opérateurs (A , L) vérifiant 1'hypothdse du 2° forment un cdne convexe,
donc connexe. Le sous—ensemble des opérateurs (A , L) , qui sont des isomorphismes,
est ouvert et fermé. Il est non vide puisqu'il contient les opérateurs a coeffi-

cients ¢ (proposition 18). Ceci prouve le 2°,
Pour un couple (A , L) quelconque, considérons 1'opérateur
U - ((A - a - l)u , (L - a)u) ’
qui est un isomorphisme d'aprés le 2°, donc d'indice O . Les opérateurs
u bk=> ((a+ 1)u, 0) et u w=> (0, ou)
étant compacts (proposition 1), le 1° résulte du théordme de stabilité de 1l'indice.

L]
DEFINITION 25. - Sous les hypothdses du théordme II,2°, on appelle opérateur de

Green relatif & L 1'opérateur G de CX'M11) -» ¢20Mu) qui, a e cShu),
Au = - T

Lu =20
D'aprés la proposition 14, c'est un opérateur positif, donc prolongeable continfi-

ment de C(M) -> c(M) .

fait correspondre la solution u = GL f de
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DEFINITION 26. - Sous les hypothéses du théoréme II.2°, on appelle opérateur har—
monique relatif & L , 1'opérateur ar de Ck+1’k(aM) - dk+2’x(M) qui, a

0 € Ck+l’k(aM) , fait correspondre la solution u = HL o de A =0 .
' Iu==-o0

D'aprés la proposition 14, c'est un opérateur positif, donc se prolongeant conti-
nfment de C(3M) —> C{M) .

IV. Le probldme de VisSik

On suppose oM # § .

A étant un opérateur diffdérentiel elliptique & coefficients de classe Ck’x ’

L étant un opéreleur frontidre du type
Lu(x') = Bu(x') + %% (x) ,

ou B est un opérateur différentiel elliptique sur la variété oM , & coefficients

k,\

de classe C , et T uan champ de vecteurs défini sur aM , de classe Ck’x ’

nous cherchons les solutions u € Ck+2’x du probléeme
Au = T
Lu:cp

pour tout couple dc donndes (f , o) € M) < o Mam)

IV.1. Une condition suffisante d'unicité.

pon.

PROPOSITION 27. — Sous les hypothéses suivantes :

T dirigé vers l'intérieur, a(x) = A1(x) €0, b(x') = Bi(x') <0 3

en tout point frontitce x!' , ou bien b(x!) <0, ou bien T est strictement
dirigé vers l'intéricur.

1°8i Aw =20, Lu>0, u ne peut atteindre de maximum strictement positif

sans 8tre constante.

2° Si de plus "iune des fonctions a ou b n'est pas identiquement nulle,

w20, Lu>20 => ugo.

u ne peut atteindre de maximum positif & 1'intérieur sans 8tre constante (propo-
sition 4). Supposons que u atteigne un maximum strictement positif en x' € aM .
Si b(x') <0, ona Bu(x') <0 et —g—% (x') €0, d'od ILu(x') < 0, ce qui est

absurde. Si T est strictement dirigé vers l'intérieur, on a %% (x') <0 & moins
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que u ne soit constante (proposition 5), et Bu(x') <0, d'ou Iu(x') <0, ce
qui est encore absurde.

Si de plus l'une des fonctions a ou b n'est pas identiquement nulle, 1l'une
des fonctions Al ou Ll prend des valeurs strictement négatives. Si Au > 0 ,

Lu >0 , on a donc nécessairement u <O .

COROLLAIRE 28, - Sous les hypothéses du 2° de la proposition 27, l'opérateur
u b=> (Au , Lu) est injectif.

IV.2. Résolution du probldme de VisSik.

THEOREME IIT. - Soit A elliptique 3 coefficients C<?* ,

Soit L =3B + g%» un opérateur frontidre ol B est elliptique sur M , de

classe ko h s T un champ de vecteurs défini sur aM de classe Ck’x .

1° Llopérateur u t=> (Au , Iu) de CH2 ar) - M) « cErMam) est
d'indice O .

2° Sous l'hypoth®se de la proposition 27.2°, l'opérateur u +-> (Au , Iu)
est un isomorphisme.

I1 y a existence et unicité de la solution du probléme frontidre.

Considérons l'opérateur u +-> ((A - a)u ’ (B-1b - 1)u) de

2 ) s o Mu) < O Man)

Résoudre le probléme

(A-a)u:f

pour (f , o) € Ck’h(M) x Ck’h(aM)
(B-b=-1u=o0
. . k+2, A

revient & chercher w e C >"(alf) telle que (B = Db - 1)w = @ , puis & chercher
we 2 Mu)  telle que

(A-2a)Ju=r°
0
'\( mw=Ww .

I1 y a existence et unicité de w (problime de Dirichlet sur une variété sans

bord : théoréme I'), puis existence ot unicité de u (probléme de Dirichlet sur

YENd

une variété a bord : théoréme I).

u +=> ((A-a)u, (B-1b - 1)u) est un isomorphisme, donc d'indice O . Les

opérateurs



3~-25

u > (au, 0), u +=> (0, (b + 1)u) , u > (0, %%

sont continus de Ck+1’l(M) - Ck’K(M) x Ck’x(aM) , donc compacts de

Ck+2’x(M) - Ck:h(m) x CK’K(BM) (proposition 1) .

La premidre partie du théordéme résulte alors du théoréme de stabilité de l'indice

(no I.4).

Sous 1'hypothése de la proposition 27.2°, 1'opérateur u k=> (Au , Lu) est in-

jectif et d'indice O . C'est donc un isomorphisme.

DEFINITION 29. ~ Sous les hypothéses du théoreéme III.2°, on appelle opérateur de

A
Green relatif & L , l'opérateur e Ck’X(M) - Ck+2’X(M) qui, 2 £ eck (M),
fait correspondre la solution u = G £ de [A =T,
Iu =20

Dtaprés la proposition 27, clest un opérateur positif, il se prolonge donc conti-

nlment en un opérateur de C(i1) -> C(1) .

DEFINITION 30. = Sous les hypoth&ses du théoreme III.2°, on appelle opérateur
harmonique relatif & L , 1'opérateur g, Ck’x(aM) - Ck+2’x(M) qui, &

® € Ck’k(aM) , fait correspondre la solution u = v © de
fAu = O
Lu':_(Do

D'aprés la proposition 27, c'est un opérateur positif, il se prolonge donc conti-

nfiment en un opérateur de C(aM) -» c(1) .
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