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2-01

REPRÉSENTATIONS FONCTIONNELLES D’ESPACES VECTORIELS RÉTICULÉS

par Marc ROGALSKI

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’Analyse)
5e année, 1965/66, n~ 2 9 et 16 décembre 1965

Le but de cet exposé est d’améliorer un théorème de Kakutani, datant de 1941

(M) : â

THÉORÈME. - Soit E un espace de Banach réticulé, vérifiant : t

Alors il existe un espace compact Z et une isométrie de E sur un sous-espace

fermé réticule de C(Z) 9 orthogonal d’une famille de mesures biponctuelles

Nous affaiblirons l’hypothèse (1) en la remplaçant par , et nous

utiliserons (2) sous la forme : t Si B est la boule unité de E , B+ = B n E+ est

filtrante croissante. Nous utiliserons une démonstration nouvelle, y s’appuyant sur

le théorème de représentation intégrale de G. CROQUET y ce qui nous permettra de

beaucoup mieux caractériser le sous-espace E de C(Z) , ainsi que son dual E’ ,
et de résoudre le problème réciproque.

Nous aurons besoin de résultats préliminaires portant sur la continuité des ap-
plications linéaires positives dans certains espaces ordonnés, y puis nous démontre-

rons un théorème de représentation d’espaces localement convexes réticulés comme

espaces de mesures sur un compact. Nous terminerons par quelques applications du

théorème de Kakutani, et nous donnerons dans un appendice quelques propriétés de
certains Banach réticulés.

1. A lications linéaires ositives.

PROPOSITION 1. - Soit E un Banach ordonné réticulé tel que

(a) E+ est fermé,

Soit F un espace normé réticulé tel que



Alors toute application linéaire positive T : v E -> F est continue 0

Démonstration. - Il suffit de montrer que si x  0 "vite", c’est-à-dire avec

C . Q. F. D.

Ce résultat nous suffira dans la suite. Nous allons quand même donner la démons-

tration d’un théorème plus fort (~6~~.

PROPOSITION 2. - Soit E un espace localement convexe métrisable, ordonné par un

cône E+ complet. Soit F ,an espace vectoriel topologique séparé ordonné, tel que

0  u ~ v et v -~ 0 ---> u -~ 0 , alors toute application linéaire positive
n n -- n n

T : E --> F est continue à droite, c’est-à-dire que si y --> x , y > x ,

alors --> T(x) .

Démonstration. - Il suffit de montrer que si xn > 0 , xn 
-~ 0 ’cvite", alors

T(xp) ~ 0 . Ici, "vite" signifiera :
n

Soit Vn un système fondamental de voisinages de 0 dans E , convexes équili-
brés, tels que V 

1 
+ V le V .n+1 n+1 n

Posons



Soit U donné. Prenons n = r + s .
r ~r~

si s c’est-à-dire n est suffisamment grand. Donc y + y + o . * + y + 
e U

’ ’ 
a~ n n+1 n+p r

si n a N . Donc l y converge, et i y = y e E+ . On a alors: 1

Donc T(x ~ ~ 0 .
~ 

C. Q. F. D.

PROPOSITION 3. - Soit E un espace localement convexe métrisable, ordonné par un

cône E complet, tel que :

(a) E=E~-E~ ; (b) E est un espace de Baire.

Soit F un espace sépare ordonné tel que t

Alors :

(1) Toute a plication linéaire positive T : E --> F est continue.

(2~ E est un espace de Fréchet.

Démonstration de (2~. - soit V un système fondamental de voisinages de 0
n

convexes équilibrés, dans E , tels que + Vn . Posons

Les W forment un système fondamental de voisinages de 0 pour une topologie
n

’~ sur E , plus fine que sa topologie initiale V , séparée, y localement convexe et

métrisable, car

" (03B1) : y E W ~ 03A3yn converge pour w " est vérifiée, alors

w est complète (la réciproque est vraie).

Soit en effet xn de Cauchy. Il existe une sous-suite 

xn 
telle que

y - x - x E W . Donc 03A3 y converge pour ? , donc x converge, donc

x aussi.
n



Démontrons que R est complète, en démontrant (OE) .
n

soit y é ’é , y = U - V , U et V G V n E~ , si S = 1 U , S
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

est une suite de Cauchy de E+ pour V , croissante, donc converge vers S e E+ .*

Mais comme la convergence a lieu en croissant , elle a lieu pour R . Donc 1 un et

£ v convergent pour E , donc 1 y converge pour B .
n n

/ c

Si on considère alors la bijection : ° 1 ° ° E R -> E , V elle est continue, Ew
est un Fréchet, et Ey est métrisable de Baire. Donc, d’après le théorème de

Banach, lfi = V , et E est un Fréchet.

Démonstration de (1 ) ’ * - Les Wn forment un système fondamental de voisinages de

0 pour V *

Soit x - 0 "vite", c’est-à-dire x G bI o Àlo rs x = u - v , u et
n n n n n n n

v e V n E+ *
n n

D’après la proposition 2, T(u) et T(v ) - 0 , donc T(x ) - 0 quand n -+m,
n n n

et T est continue.

Co Qo P. D*

PROPOSITION 4. - - Soit E = lim ind E , où ies E 
a 

sont des Fréchet. 0n suppose

lll ordonné par E+ tel que :

Soit F séparé ordonné tel que: t

Alors toute application T linéaire positive T : E ~ F est continue.

Démonstration. - Il suffit de montrer que Va, T/E : E --> F est conti-

nue, y ce qui résulte de la proposition 3.

. C. Q.F. D.

On trouvera à l’appendice quelques propriétés supplémentaires d’une classe de

Banach réticulés à laquelle nous allons nous intéresser plus particulièrement dans

ce qui suit.

2. Es aces de mesures.

DÉFINITION 1. - Dans un espace vectoriel topologique séparé E , un chapeau d’un
cône convexe P est un convexe compact de P, y dont le complémentaire dans P est



convexe. Le cône P est dit bien coiffé s’il est réunion de ses chapeaux. Un cha-

peau est universel s’il engendre le cône.

Si K est un chapeau du cône P , on appellera col de K 1’ensemble : t

LEMME 1. - Dans un espace vectoriel localement convexe séparé E 9 un cône P

convexe bien coiffé possède des génératrices extrémales, et, si P est fermé, P

est l’enveloppe convexe fermée de la réunion ë(P) de ses génératrices extrémales.

On montre que si K est un chapeau de P , alors ë(K) ~ 9 ensemble des points ex-

trémaux de K, 9 est inclus dans &#x26;(P) , y qui est donc non vide (la méthode pour étu-
dier un chapeau consiste à couper par des sous-espaces vectoriels de dimension 2 ,

et à étudier les chapeaux des cônes de R2 ).
Ensuite, on utilise le théorème de Krein et Milmann ([2J).

DEFINITION 2. - Soit E localement convexe séparé réticulé. Si E possède un

chapeau universel K (fixé dans la suite), on appellera cospectre de E l’ensem-

ble : r

LEMME 2. -Soit E vérifiant les hypothèses de la définition 2, Si &#x26;(E+) est

fermé, L(K) , ê(K) et X sont des boréliens de K

En effet : 1

est un Gs a

est donc un borélien, et de même

C, Q.F. D.

Nous allons maintenant utiliser le théorème de représentation intégrale de
G. CHOQUET, dont nous rappelons l’énoncé (~3~~ ~

0 0

(1) Soit H un convexe compact de E localement convexe séparé. On définit sur

M(H) un ordre par 1



~ ~ v ===> ~(;~) ~ v(~) , ~ c~ convexe continue sur H .

Alors tout point x de H est barycentre d’une mesure  0 de masse 1 maximale

pour cet ordre. Toute mesure maximale est portée et toute mesure portée

par §(H) est maximale.

(2) On dit que H est un simplexe si tout x E H est barycentre d’une mesure

maximale x unique. 0 Alors l’application x ~ x : H ---> M(H) est scalai-

rement de Ire c las s e.

THÉORÈME 1. - Sait E un espace localement convexe séparée réticulé, vérifiant : t

(a) E+ possède un chapeau universel K ~ i

(b) ~(E+) est fermé. o

Alors ~ i

1° Les mesures > 0 de masses 1 sur K ~ 9 maximales au sens de G. CHOQUET, sont

les mesures > 0 de masse 1 portées par ~(K) .

2° E est isomor he, en tant qu’espace vectoriel réticulé, à l’espace 
des mesures sur le compact X, y portées par X ( X est le cospectre de E ).

Démonstration. - D’abord, le fait que E soit réticulé pour l’ordre de E~ ,
prouve que K est un simplexe ([3J).

10 Toute mesure maximale est portée donc par X u ~0~ , donc par
~(E+) n K .

Soit ~ maximale, 9 soit r() son barycentre. r(~) E K . Donc

~ x E L(K) tel que r(~) = Àx + (1 - h ~0 . D’où, puisque K est

un simplexe 1

où  x est la mesure maximale de barycentre x.  x est portée

, 

appartient à K 0 Le barycentre x de x s’obtient comme un

barycentre de y et d’un autre point z de K (le barycentre de
, | K  Kn ) , et ne saurait donc appartenir à L(K) , ce qui est ab-x n

surde. 0 , V n , et x est done portée par X si

x ~ L(K) .

Donc ~, = + ( 1 - ~ ~ ~ 0 est portée par ~( K~ ,

La réciproque résulte du théorème de représentation intégrale.



2° Soit x ~ x+ - x~ , et x+ - ax’ , 
x’ et y’ E L(K) Q De plus x’ , y’ , a , sont uniques pour x donné, si on

impose inf(x’ , y’) =0 .

Posons m(x) = ~~, t et n(0) = 0). m(x) E MX(X) , et sa résultante est
x y X

x .

m est linéaire, car on voit, en coupant par le plan (0 , x , y) que si x et

yeE , m(x + y) = m(x) +m(y) .

m est surjective t à toute ~ ~ M-,(x) ~ on fait correspondre sa résultante, et

si p, ~0 ~ 

m est injective i si m(x) =0 ~ a t =P~ ~ y d’où a=p ~ t =~ ~ ,
~ 

x y x y
d’où x’ = y’ (unicité de la représentation intégrale), donc x = 0 .

Enfin 9 il est clair que

C. Q.F. D.

THÉORÈME 2.

1° Soit E un espace vérifiant les hypothèses du théorème 1. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes : ô

x ~ x est continue de K dans M(K) muni de la topologie vague,

(03B2) ë(K) est fermé,

(y) l’espace A des fonctions affines continues sur K 9 ordonné par

est réticuléo

2° Si E vérifie l’une des hypothèses (a), (p) ou (y), alors deux cas, et deux

seulement, se présentent ~ i

(r) X est fermé, et E est isomorphe à M(X~ .
y et E est isomorphe à espace des mesures bornées sur

X localement compact non compact.

3° Enfin, on a ~ 1

et si ces conditions sont vérifiées, E a une base compacte.



Démonstration.

lo (p) ==:> (y) résulte d’un théorème de H. BAVER que nous ne démontrerons

pas ici : 1

(ici, K est déjà un simplexe) (~1~~.

==> (~) e .- Les mesures maximales sont les éléments de ~d2 + 1 ~~(K~~ , y compact

vague. ~, -> r(~~ - "barycentre est une application bijective continue

de sur K, donc sa réciproque x ~--> ~ x est continue (la topologie
de K est identique à la trace sur K de a(E , E’) .

2° ~(K~ - X u {~0) est fermé. Donc deux cas sont possibles :

(I) X est fermé. Alors = M(X) .
( Il) X = X u ~ 0~ . Alors M x (~~ ~ 

30 Si ~(K~ est fermé, et si 0 ~ L K), alors 0 ~ X , car X c L(K) . Donc

X = X : s (I) .

Si on a (I), X - X , donc ~(K~ est fermé. De plus, enveloppe convexe

fermée de X , est compacte, et ~~d x~~ - X . Or, si 0 E 0 serait extré-

mal, donc 0 appartiendrait à X , ce qui est faux. Donc 0 ~ ~ X~ .

Or, puisque V x E L(K) , ~ 
x 

est portée par X , .- a X~ . Donc 0 ~ L K~.

Montrons qu’alors E+ a une base compacte.

Soit H un hyperplan fermé séparant 0 de L(K) . Alors H n K est une base

compacte de E+ .
C. Q. F. D.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précède au cas où E est le dual d’un

espace de Banach réticulé. o Nous en tirerons, par dualité, la représentation de tels

espaces comme espaces de fonctions continues sur un compact.

3. Espac e s de fonctions.

PROPOSITION 5. - Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant les conditions : 1



Alors : i

1 ° x -> ~|x|~ est une norme sur E , 9 équivalente à x -> 

2° E est fermé, 9 et x -~-> ~ x ~ est unif ormém.ent continue.

3° Si E’ est le dual topologique de E 9 on a E’ = E’+ .- E’+ et E’~ - E’+ .

4° E’ est un Banach complètement réticulée tel que E’+ soit fermée et que

l’on ait les propriétés ~ 1

De plus si E vérifie

alors E’ vérifie aussi

Démonstrationo 0

uniformément continue, et E est ferme.

3° Soit l e E’ , de norme ~l~ . o Si x ~ E+ , |l(y)| Î $))y)j ~l~ et

ttyt) 2))!y)jj ,$ 2’ijxti . Donc |l(y)|  2’,jxj) ~l~ , c’est-à-dire que l est relative-

ment bornée. Donc l = l+ - l- , l+ et l- e E*+ . Or la proposition 1 nous

prouve que E~ = E’~ . Donc

4° E’, étant donc le dual relativement borné de E , est complètement réticulé
pour l’ordre défini par E’ + - E,‘+ , E’ est un Banach, bien sûr ( cf . [2]).

Si O~~~A’ : 1



Donc est vérifiéeo

Si on n’a que (NV) sur E , y alors le dernier terme est majoré par

Si E vérifie (V) , le dernier terme est ))£ fil, , d’où, en prenant l = £’ 1 i

lll£" 11 * llL’ll , ’ et avec Nv’>B, , On déduit v)s, pour E’ &#x26;

Enfin, (NV")p, ===> . Donc l 2014> ~|l|~ est une norme

équivalente sur E’ , et on voit, comme pour E , 9 que l 2014> |l| est continue,

donc E’ ferme. 0

C. Q. F. D.

LEMME 3. -Soit E un Banach réticule, vérifiant (NC) et (NV) . Alors
 l ~ E’+ ,

Remarque. - On peut exhiber des Banach réticulés vérifiant (NC) et (NV) , et

non (V) . Exemple 1 E = R2 , y ordonné par R2 , où l’on prend pour boule unité : >



DEFINITION 3. -Soit E un espace normé réticule. 0 On dira que E vérifie la

condition (F) si B+ = B nE y ensemble des éléments > 0 de la boule unité B, y

est filtrant croissant 0

On dira que E vérifie la condition (U~ si B+ possède un plus grand élément

e , appelé élément unité. Bien sûr, (U) => (F) .

Bien entendu, la condition de Kakutani : 1

implique (F) (en fait, (K) et (F) sont équivalentes si (NC) est vraie).

Remarque 1. - E peut vérifier (F) pour une norme, 1 et non pour une autre norme

équivalente. 0

Exemple i Si E = R2 avec deux boules unités différentes : >

Remarque 2. - Si E = y X localement compact non compact, E vérifie

(F) et non (U)o

PROPOSITION 6. - Soit E un Banach réticulé vérifiant les conditions (NV), (NC)
et (F). Alors la norme sur E’ est additive sur E’

Démonstration. - En effet, d’après le lemme 3, si l ~ E’+ , on a :1

puisque, d’après (F), B est filtrante croissante.

D’où l’additivité de cette norme. 0

C. Q. F. D.

THÉORÈME 3. - Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant (NC), 9 (NV) et (F).
Alors E’ vérifie les hypothèses (a) et (b) du théorème 1, y pour la topologie fai-

ble a(E’ , E) , p et avec comme chapeau universel 1 
°

K ~ ~ K~ ~ ~0~ , cospectre de Et , s’appellera le spectre de E .



Donc on a le résultat du théorème 1 1

et cet isomorphisme conserve la norme des éléments de E’+ . .

Démonstration. - La topologie 9 E) est localement convexe séparée, et E’+
est fermé pour cette topologie. 0 E’ est réticulé (et même complètement réticulé). 0
K est l’intersection de E’+ avec la boule unité de E’ , , donc est y E)-
compact, et il résulte de la proposition 6 que K et E’+  K sont convexes. Donc

K est un chapeau, évidemment universelo Il reste à montrer que ~(E’+~ est

a(E’ y E)-fermé. Nous aurons besoin pour cela de deux lemmes classiques, qui figu-
rent par exemple dans et qui reserviront plus loin °

LEMME 4. - Soit E un espace vectoriel réticulé.  u ~ E+
3 g E E*+ telle que : g  f , g(u) = f(u) , g(x) = 0 9 x  0 étranger à u.

LEMME 5. - Soit E un espace vectoriel réticulé. Soit à E E . Les quatre pro-
priétés suivantes sont équivalentes pour b ~ t

~i~ ~ ~, 0 et si x, y > 0 sont étrangers 9 9 s(y~~ - 0 .

(ii) à est un homomorphisme d’espaces réticulés : i E --> R .

(iii) 9 0  ~ .~ s ====> ;~ proportionnelle à b ,

(iv) ô est sur une génératrice extrémale de E ~ à E ë(E" ) .

Admettons ces deux lemmes pour un instanto Alors : 1

" 

comme l 2014> J&#x26;(y)j est u(E’ , E)-continue, e(E’+) est a(E’ , E)-
fermé.

. 

C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 5 0 - (i) => (ii) est facile (on considère
x - inf(x , y) et y- inf(x , y) ). o

(ii) ===> (iii) i Soit 0 ~~~ 6 . 0 Soit xe E tel que 5x= 0, x =x~- x",
et ~0 . Or 6(x~)- ô(x") = 0 o Donc ô(x~) = 0 .

0 $~~ô , donc J~(x~) ==~(x") = 0 , donc ~(x) = 0 . Donc ô(x) ~0 ===> ja(x)=0.
=~5 .

(iii) => Ci) : 1 Soient x et y~O , étrangers. Si ô(x) =ô(y) = 0 , il n’y
a rien à démontrer. Supposons 6(x) ~ 0 par exemple. D’après le lemme 4, il existe

g telle que O~g-~6 , g(x) =ô(x) , g(y) = 0, O~g-~6 , donc



g =À6 , et g(x) =8(x) , donc À= 1 . Donc g =5 ; g(y) =0 , donc ô(y) = 0 ,

donc inf[ô(x) , ô(y)J = 0 .

( i i i ) ==> (iv) : i Suppo s o ns que 6 =~L~JL , u et v eE’ ; alors -~~ 6 ,
donc -~=~ô , et ~- = (l -B)ô , et 5 est extrémale.

est proportionnel à ô .

C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 4. - Pour tout x O , y posons

g(x) = sup(f(y) ‘ O  y  x et  t  0 : à y  tu} , g(x)  0 .

Si x et y a 0 , p alors g(x + y~  g(x) + g(y) . Soit en effet z tel que

0~ zx+y, et z~tu . z=a+b avec a~ tu ,

b ~ tu (théorème de partition).

donc g(x + y) ~ g(x) + g(y) .

Si x et y ~ 0 , 9 alors g(x) + g(y~ ,~ g(x + y) . Si 0 ,~ a ~ x, a  tu , et

o  b  y, b~su , alors et a+b~ (s +t)u . Donc

f(a) + f(b) = f(a + b~  g(x + y) .

D’où g(x) + g(X + y) . .

x > 0 et t O .--~=> g(tx) = tg(x) .

Donc g s’étend en une forme linéaire % 0 notée encore g o

Donc g  f .

g(u) = f(u) est évident.

Soient x > 0 étranger à u , et y tel que 9 y ~ tu .

THÉORÈME 4.

1° Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC), et (F) , et soit X son spec-

tre. Si on pose9 ~ x E E ~ 1



alors on a ô

2° E est isomorphe pour l’ordre et la norme à un sous-espace fermé réticulé de

C(X) , espace des fonctions continues sur le compact X .

3° Les trois conditions suivantes sont équivalentes s

~~~ ~ L’isomorphisme précédent est une isométrie.

4° Si E y Banach réticulé, vérifie et (NV), l’hypothèse de Kakutani

est équivalente à o On a donc t

Démonstration.

1° D’abord, 9 on a = En effet , 2 ---> ~ ~ j x ~ ~ est linéaire
2 ~K

continue sur K, y donc atteint son maximum sur ~~ K~ - X ~ ~ 0~ . Si x = 0 , l’éga-
lité est évidente, y sinon le sup a lieu sur X .

Puis

Si E vérifie on a vu que E’ vérifie (V)EI (proposition 5), 9 d’où dispari-
tion du facteur -r ~ et

2° Donc E est isomorphe à un sous-espace de C(X) , fermé y car on a aussi

De plus, comme ~~E’+~ ~ X , on voit, d’après le lemme 5, que

Donc E est isomorphe à un sous-espace réticulé de C(X) e



3° Dire que = 
, c’ est dire que l’isomorphisme est une isométrie. On

sait donc déjà : > (V) => (V)E’ => ( ~) ; > et comme = (g) =>(v).

~.° Enfin, si (V), et donc (~)y 9 est vérifiée, l’hypothèse (K) est vraie sur E ,

car elle l’est sur C(X) . Donc, pour la norme x ---> , (K) est vérifiée,

et comme cette norme est la même que sur E y (K) est vérifiée pour 

Donc (F) => (K), y et la réciproque est évidente. 0

C- Q. F. D.

Remarque 1. - Il est faux 9 et (NV) étant tou jours vérifiées, que ( K) ===?> (V).
Contre-exemple pour E = R ~ 9 avec pour boule unité :

Cette norme vérifie (NC), (NV), (U) et (K), et non (V).

Remarque 2. - Il est facile de démontrer directement que (F) ====> (K) , sans

passer par le plongement dans C(x) . o

Remarque 3. - On trouvera dans j~4] une hypothèse

KAKUTANI, par un plongement aussi, montre que (NC), (V) et (Kt) ==> (K) . Cela
reste vrai pour (NV) seulement, donc on a 1

40 Caractérisation du sous-es ace E de C(h) o

Pour caractériser E 9 nous utiliserons le théorème 3, y qui caractérise E’ comme

espace de mesures sur X . o Etudions d’abord ce qui se passe dans un cas simple. 0

THÉORÈME 50 0

1° Soit E un espace de Banach réticulé satisfaisant aux conditions (NC), 
et (F), et soit X son spectre. Si E’ satisfait l’une des conditions Ca), ou

(y) du théorème 2, y alors deux cas seulement sont possibles : t

(I) X est fermé, et E est isomorphe à C(X) .
(II) X=X 9 et E est isomorphe à espace des fonctions continues

tendant vers 0 à l’infini sur X localement compact non compact.

2° Si E vérifie de plus la condition c’est le cas (I) qui a lieu, et la

réciproque est vraie si (V) est vérifiée.



Démonstration.

1,° D’après le théorème 2, deux cas sont possibles :

(I) X est fermé, et E~ -~ M(X) .
X == X u {0~ ~ et E= -~ M 0 ~X~ 9 espace des mesures bornées sur X .

2° Si E possède un élément unité e, L(K) = K i 1~ est fermé

pour E) , donc X est fermé. Réciproquement, si (V) est vérifiée,
E -~ C(X) est une isométrie, et l’élément e de E qui correspond à la fonc-

tion constante 1 de C(X) est un élément unité de E .

C. Q. F. D.

Reste à étudier le cas général. Pour ce faire, donnons d’abord une définition..

Soient X un espace compact, et X : X ~ (0 , 1) une application semi-

continue inférieurement (s. c. i.), nulle en au plus un point (noté a s’il exis-

te). On suppose que X = X"" ((l)) y qui est un G de X~ est dense dans X . On

posera Y = X ~ X . On suppose de plus qu’on s’est donné une application

u ~ Y --a X (ou u ~ Y ~, ~a~ --~ X , si a existe), borélienne.

DÉFINITION 4. - On dit que le sous-espace de C(~)

est un espace K-canonique s’il sépare les points de X. On le note alors

c’est un sous-espace réticulé fermé de C(x) .

On dit que c’est un espace K-canonique fort, s’il vérifie de plus une condition
de séparation forte :

V x ~ X y  f ~ E telle que 0  f  1 et f(x) = 1 .

Il est facile de voir que, si E vérifie cette condition, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(s) : E~ sépare X,



Le théorème 6 va affirmer qu’un espace de Banach réticulé vérifiant (NC), (NV) et

(F) est de ce type.

THÉORÈME 6. - Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant (NC), (NV) et (F).
Si X est son spectre y alors E est isomorphe à un espace K-canonique

et cet isomorphisme est une isométrie à la condition nécessaire et suffisante que

(V) soit vérifiée.

Démonstration.

1° On suppose qu’on n’est pas dans les conditions du théorème 5, c’est-à-dire que

X n’est ni X u (0) , ni X lui-même. Posons X, X = Y . X est un borélien

dense de X (lemme 2). Y ~ ~(E’~~ , donc ? y E Y v ~0~ ~ ~ ~0 ~ 1( ,
unique, et u(y) unique, tels que y = u(y) . On peut poser, si 0 e Y ~

~(0~ = 0 . X et u sont bien reliés par les conditions (1~ et (2), E sépare

bien les points de X, et ~ x E E , x(y) = X(y) x[u(y)] .

Donc, dès que l’on aura montré que X est s. o c. i. et que u est borélienne, on

pourra affirmer que

est un s. c. i., car ~^1~ - ~ a)) = aK , qui est fermé, 
et À est s. c. i. Donc u est borélienne (cela résulte d’un lemme sur les espa-
ces vectoriels topologiques).

Remarque. - En fait, on peut montrer que l’espace C x ~K , ~ ~ u) est K-canonique

fort (cf. [8]).

3° Nous sommes donc dans la situation suivante 1

Soit 03C6 : F’ -2014"5> E’ l’application restriction.

Soit ,~ ~ E’ -.-~ F’ l’ application composée : E’ = ~ ~~I X ~~~ 2014~ F’ .

Alors 03C6 o u = Donc 03C8 est injective. Nous allons montrer que 03C8 est sur-

jective.



Comme toutes les fonctions de F sont nulles en 0 si 0 E ~. , on peut supposer

que ~(~0~~ - 0 .

Définissons la mesure ~ comme suity si ~ > 0 ~ a

Ceci a un sens, y car u est borélienne et À borélienne bornée. Si   0 ,
aussi, donc  est une mesure > 0 . Sinon1 on pose  = + -
Si cp E F ,

C. Q. F. D.

5’ Applications.

On trouvera dans [~4J de nombreuses applications. Donnons-en quelques unes.

A. THÉORÈME de Stone-Weierstrass. - Soit X un espace compact et soit E un sous-

espace fermé réticulé de C(X) , contenant 1 ~ et séparant X. Alors E=C(x) . o

Démonstration. - Posons

E ayant un élément unité, Y est compact, et il existe une isométrie c~ ~ t

E --~ C(Y) . Déplus, 9 X ---~-~ Y par x --~ ~ , , car E sépare X . Donc on

a la situation suivante ?



Soit alors u E C(X) o Il existe un prolongement u de u à E C(Y)

(URYSOHN)0 o Il existe alors f E E telle que ~(f ~ - u .

C. Q.F. D.

B. 9 ~~ est isomorphe à un espace de fonctions continues sur un compact.

E = ~~ vérifie (NC), (V), (K) et (U). Donc il existe un espace compact
y c E’+ tel que ~,~ ~ C(Y) (c’est même une isométrie). On peut y en

fait, décrire Y comme espace des ~-filtres maximaux sur X o

. C. Compactifié de Stone-Cecho - Soient Z un espace topologique séparé, et

E = l’espace des fonctions continues bornées sur E , y muni de la norme uni-

forme.

Soit X le spectre de E . Il est compact, car E vérifie (V), (NC), (K) et (u).
Donc E -~> C(X) 0 De plus, ~ ~ i Z ---~ X ~ t x --~ b x est continue si X

est muni de la topologie E) o

Si Cb(Z) sépare les points de Z , alors (p est injective. De plus, si Z est

complètement régulier, sa topologie est la topologie initiale pour les fonctions de

donc i Z -~ X est un homéomorphisme.

Montrons que c~(Z~ est dense dans X , ~p(z) c: x . Le bipolaire A de 

est l’enveloppe convexe fermée de 0 et de c~ Z~ , et ë(A) c: (p(z) 

Donc

Enfin, si u ë Z -~-~ Y compact est continue, u se prolonge uniquement à

X i a E X ~~c~(Z~ détermine un élément de limite d’éléments donc

un élément de Y, et on voit facilement que le prolongement est continu. 8

D. Banach réticulés qui sont des espaces de mesures. - Nous avons vu que si E

est un Banach réticulé vérifiant (NC), (V) et (F), E’ est un Banach réticulé vé-

rifiant (NC), (V) et (A~ ~ la norme est additive sur E’+ . La réciproque est vrais..

Précisément :



PROPOSITION 7. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC), (V) et Alors

E’ est un Banach réticulé vérifiant (NC~, (V) et (U~9 et donc (K)o

Démonstration. - Nous savons déjà que (NC) et (V) pour E impliquent (NC) et (V)

pour E’ . Si (A) est vérifiée, l’application x --~ ô E+ 2014~ ~ se pro-

longe uniquement à E en une forme linéaire e , positive, donc continue (par la

proposition 19 9 ou parce que x --~ x+ et x -~-~ x - sont continues, et que e

est continue sur E~ ). Donc e E E’+ , 9 et = 1 évidemment. 

avec Si x E E+, k(x~  = e(x) . Donc e > ~ . Par suite e est

un élément unité de E’ , qui vérifie (U), donc (K)o
C. Q. F. D.

THÉORÈME 7. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC), (V) et (A)o Alors il

existe un espace compact X tel que E soit isomorphe (et même isomètre) à un

sous-espace fermé réticulé de M(X) (pour la norme).

Démonstration. - E’ vérifie (NC), (V) et (U), donc E’ est isomètre à un es-

pace C(X) , X compact. Donc E" 2014~> lVi(X) est une isométrie. 0 Admettons pour un

instant que E est un sous-espace réticulé de E" o Comme E est un sous-espace

fermé, avec même norme, de E" , on en déduit le théorème.

Si i : 1 E -~ E" est l’injection canonique, il reste donc à montrer que

et il suffit de le montrer pour x et y étrangers, 9 c’est-à-dire qu’on a alors

Pour cela~ il faut montrer que si a E E" ? 9 a  i(x) et i(y) dans E" , 9 alors

03B1  0 dans E" .

Soit £ E E’+ . D’après le lemme 4~ 3 m E E’+ telle que 0  m  ,~ 9

m(x~ - ,~(x~ 9 m(y) =0 . Si on pose m~ =~-m , y m’ E E’+ 9 m’(y) = ~(Y~
m’(x) =0 ,

et

Donc 03B1(l) = 03B1(m + m’)  0 , c’est-à-dire 03B1  0 dans E" .

C. Q. F. D.



Remarque. - On trouvera dans [4J ou [5J le complément suivant au théorème 7 ~ 1

X est totalement discontinu et stonien, et E est isomorphe à l’espace des me-

sures sur X nulles sur tout borélien maigre de X . o

Démonstration partielleo - Montrons que X est totalement discontinu et stonieno

Soit U ouvert de X . o E’ ~ C~X~ est complètement réticulé. Donc, si

g ~ sup B où B =(f Î f = 0 9 et

g = 1 sur U, 0 sur C U . Donc o Donc, si U est ouvert, U

est à la fois ouvert et fermé, ce qui prouve que X est totalement discontinu et

stonien (cf. [2], exercices).

Montrons que si x E E+ 9 et si R est un borélien rare de X , y alors i(x)(R)==0.
En effet 9 si B = ~ f E C(X) Î f = 0 sur R~ , on a aussi

B =(f ( 9 f=0 sur R~ , et, comme ci-dessus,

car C R est dense.

Soit ~ > 0 ,  feB telle que ~ > i(x)[1 - f]  0 . 0 Puisque 1 - f _ 1 sur

R , on a donc i(x)(R)  ~ . o D~où i(x)(R) =0 .

Pour la réciproque (toute mesure sur X nulle sur tout ensemble borélien maigre

appartient à i(E) )9 on se reportera à [4] ~ ou ~5~, appendix.

Exemple. - On a vu que L~(X , ) C y , Y espace compact 0 Comme 

Y est totalement discontinu stonien, et L1 est isomorphe aux mesures sur Y

nulles sur tout borélien maigre.

E. Opérateur hermitien dans un espace de Hilbert. - On peut montrer le résultat

suivant i

Soit H un espace de Hilbert, et soit A un opérateur hermitien. La plus petite

algèbre réelle fermée pour la norme d’opérateurs, contenant A, est un Banach ré-

ticulé vérifiant (NC), (V) et (K), dont le spectre est isomorphe au spectre de A .

La plus petite algèbre réelle d’opérateurs contenant A et fermée pour la conver-

gence forte, y est un Banach réticulé dual d’un Banach réticulé vérifiant (NC), (V)
et (A), donc vérifiant (NC)~ 9 (V), (K) et (U).

C’est essentiellement le théorème spectral (cf. [7J).

F. Signalons enfin la possibilité d’appliquer les théorèmes 5, 6 et 7 à la théorie
du potentiel, à la théorie des frontières de Silov et au problème de Dirichlet gé-
néralisé (cf. [8]).



6. Problème réciproque.

Dans le théorème de Kakutani que nous citions au débuta le sous-espace E de

C(Z) , y Z compacta était caractérise comme suit i A est un ensemble d’indices

quelconque y et on se donne une famille de triplets (x , x’ , À ) , où x et
a c~ et

Nous avons vu que l’on pouvait préciser ces résultats (en utilisant les fonctions
boréliennes 03BB et  ). Il était a priori évident que Z et la famille

(x , x’ , ~ ~ ne pouvaient être quelconques, puisque construits canoniquement
à partir de l’espace E abstrait.

Exemple. -- Z = (0 , 1 ] , 9 A = rJ , 03BBp = 1 p , les x sont une suite quelconque
. 

- n n n

d’irrationnels9 9 les x’n forment une numérotation bijective des rationnels de

(0 , 1) . On voit alors facilement que C(Z, x , x’ , ~ , N ~ - 0 . o Or, si on
n n n ~ ~ ~ ’

pose

X = Z , y et on voit que toutes les hypothèses de la définition 4 sont vérifiées,
sauf la dernière : 1 (0) ne sépare pas (0, 1) .

On peut donc se poser le problème suivant r

Soit C.(x , ~ , u) = E un espace K-canonique. La construction que nous avons
faite i E ~ CSY(Y , À’ , u’) redonne-t-elle la situation initiale c’est-à-
dire a-t-on X = Y, X = Y, 03BB = 03BB’ , u=u’?

PROPOSITION 8. - Soit E = C (Y , B , u) un espace K-canonique fort. Alors l’ap-

.plication 03C8 : MX(X) ~ E’ :  ~ 03C8( ) , définie par 03C8( )(f) = (f) ,
V f ~ E , est une isométrie d’espaces de Banach réticulés.

Démonstration.

1~ ~ est bien sûr linéaire, 0 ====> ~(~) ~0 . La surjectivité de ~
se démontre comme dans la démonstration du théorème 6.

2~ Pour montrer que ); est injective~ nous procéderons en plusieurs étapes : 1

3 h E E telle que h(a) > h(b) , par exemple 1



Soit ~ telle que = 1 , = 1 . Si gl (a)  1 , g~ =g con-

vient. Sinon = 1 .

Donc g = E E+, 9 g(b) = 1, g(a) = 0  1 . (Ceci permet de démontrer l’équi-
valence de (S) et (AU) énoncée dans la définition 4.)

Soient f et g construites au (a). Posons f - g = h E E , h(a) = 1 - g(a)>0,
h(b) .- f ( b) - 1  C . Donc h+ E E+ , h+(a) > 0, h+ - 0 dans un voisinage de b.

E E+ , u(a) = 1, u = 0 dans un voisinage de b. 

w(a) = 1 . Posons v = inf (u , w) ~ E+ . ~ v(a) =1,
v = 0 dans un voisinage de b .

(d) V K compact C X , il existe une fonction v ~ nulle sur K égale à 1

sur X ~ K , comprise entre 0 et 1 sur Y , et qui est un sup de fonc-

tions de E

On pose vK = sup va K ." 

aeX’K ’

(e) Si ~, et v sont deux mesures % 0 portées p~r X X - v X si

~(~) =~(~) .



(g~ ~ ~ est injective.

3° Montrons que si ~(~) ~ 0 , alors ~ ~ 0 . ~, = ~,+ .. ~,"‘ , Supposons
’~~~~ - ~(~ ) - ~(~~~ > 0 . Cela signifie que ? f E E~, p~(f) ~~"(f) .
Nous allons voir que c’est impossible si 0 . ~+ est portée par un boré-

lien ;jT est portée par un borélien A n B =  . Si ~,~ ~ 0 ,
3 H compact c B tel > E + ’~~ , Soit K compact ~ A tel que

K) ~ ~l .

E’ et vérifiant (v~, I~ est une isométrie.

C. Q. F. D.



PROPOSITION 9. - 9 u) un espace K-canonique fort, Alors le
procédé de construction du théorème 6 redonne X , X, 03BB et u .

Démonstration. - Posons en effet

Alors, d’après le théorème 6 : 1 E ~ C (Y , À’ , u~) . Or x 2014> 5 plonge X
dans K , et X dans L(K), car 116 Il jj i =1 si xe X o De plus

Soit y e Y , 03C6(03B4y)(f) = f e E . 03C6(03B4y) est une mesure  0 de masse
Y Y ’

1 portée par X y donc par K .

Donc 03C6(03B4y) , mesure  0 de masse 1 portée par X , donc par Y , est maxi-
Y

male au sens de CHOQUET, et a y pour résultante. K étant un simplexe, on a donc

03C6(03B4y) = à ,donc y e X o Donc X = Y , et par sui te X = Î , À = X’ , u = u’ .Y Y

Co Qe Fo D.

7. Compléments ; problème du meilleur quotient.

PROPOSITION 10. - Si le spectre X de E , Banach réticulé vérifiant (NC), y (NY)
et (F) , comporte n points isolés x1 , ... , y alors E = Rn ~ F ,où F est - ,_
un Banach réticulé vérifiant (FIC) , (NY) et (F) , avec E~ = R~ © F~ , le spectre de-...- . - étant X, .. 9 00. , xn} . 

- - . -+ ’ --- . --. 
- .

F étant X ’ {x1 9 °°° ’ xn} °

C’est à peu prés évident.

Deux exemples: i

i° E1 = lf e C (0 , il Î f(0) = f(i)1 . Alors on voit que 03B40 = 03B41 , et le pro-
cédé du théorème 6 consiste à faire le quotient de (0 , 1) par la relation d’é-

quivalence dont les classes sont (0) u (1) et les points de )0 , lÙ . 0n obtient



Soit ~ ~ i E 2014> E ~ i =f(x) -f(l) x~ , c’est une bijection li-
de E sur E~ , et on obtient donc El ~ C(~) , et El

est ainsi caractérisé comme un espace plus simple que celui fourni par le procédé

du théorème 6. Plus généralement 1

PROPOSITION 11. - Soit E un espace de fonctions continues sur X obtenu par le

procédé du théorème 6 : E =C (X , À , u) ( K-canonique). Si u est injective et
si Y~ fO) est fini, alors, si Z est l’espace compact obtenu en identifiant les

points y et u(y) , V (0) , il existe une application linéaire bijective

bicontinue de E sur C(Z) si 0~ Y sur si Oe Y est l’es-

pace des fonctions continues sur Z nulles en 0 ).

Démonstration. - V y e Y  {0} , soit 03C6y une fonction continue, 0  03C6y  1 , y

(par exemple, y supp Üy voisinage de u(y) qui ne coupe Y u qu’en

u(y) , et supp 03C6
y 

n supp 03C6
z 
= ø ).

Pour tout f E E y posons

E C(X) , et y(f~(0~ = 0 si 0 E X . Donc V(f) passe au quotient par iden-

tification de y et u(y) , et on peut écrire ~(f) E C(Z) ou 

est linéaire, injective.

~ est continue 1

03C8 est surjective : i si ou C0(Z) , on pose

(on considère g comme fonction sur X, 9 égale en y et u(y) ). Alors f E C(x) ,

f(y) = f[u(y)] pour y E Y ~. {0~ 9 f(0) = 0 si 0 EX, et ~r~~ = g ,
f E E .



Enfin 9 1 est continue. Cela résulte du théorème de Banach, mais c’est évident

directement :

C. o Q. F. D.

Remarque. - Bien entendu, 03C8 ne conserve pas l’ordre.

Le problème se pose de savoir si l’on peut généraliser cette propositiono Si l’on

conserve l’hypothèse de finitude pour Y , on peut supprimer l’injectivité pour Uo

On ramène d’abord g à avoir même valeu.r en 0 et 1 ~ 1 on pose

est une courbe en cloche autour de 1 e Puis, ] étant une courbe à deux

cloches autour de 0 et 1 ~ y on pose 1

et on obtient = h(l) = h(2) . h E C(Z) , où Z est un espace compact "en 8"

On utilise donc le fait que est fini si x E u(Y B ~) , 9 pour procéder de

proche en proche.

Par contre, la proposition 11 devient fausse si on supprime l’hypothèse de fini-

tude pour Y.

Soit (p une famille de fonctions en cloches, y à supports dis joints 2 à 2 9 au-

tour des points -~2014 y et nulles aux points Z- s



Posons, ? f E F ô

Posons Z = quotient de (0 y 1) par l’identification et -~ y

V n ~ 1 . ~ : E 2014~ est linéaire injective continue g j~~ ~ 2 , comme
dans la démonstration de la proposition 11. o Nais

, bien sûr. Si Î posons

qui est bien continue sur (0 , 1) , car ng(1 2n) ~ 0 quand feE , et

~(f) = g évidemment.

En eff et y c ’ es t évident à T.=/- s un s ers ( F £% E Banach => F compl et , donc

fermé), y et dans 1. ’ autre , c’est le théorème de Banach.

Montrons que F fermé.

F est l’espace des foncti.ons continues sur (0 , 1 ) , vérifiant g(à) =g(£)
et ng(£) - 0 quand n - m (ceci -> g(o) = o ) o

Soi t h la fonction constante sur [1 2n + 1 , £) y égale à 1 n sur cet inter-

valle, et linéaire entre ,,-=- et 1 1 ’ 

2n + 2 2n + 1

h~F ~ 9 car

Or soit g 
p 

la fonction qui coïncide avec h sur !2014201420142014- , 1] , qui est nulle

sur (0 ~ 2p~2~ ’ et linéaire sur (-~2014~ , 2p~ 1~ ’



Alors g et tjh-g t) =2014201420142014-~0 quand p-~+oo . Donc F n’est pas fer-

mé, et 03C8 n’est pas continue. Pourtant À et u sont injectives, et

u[~Y ~ u ~Y ~ (0)J est un sous-espace discret de X.

Donc, dans le cas générale il ne semble pas possible de trouver un "meilleur quo-

tient" que celui fourni par le théorème 6. 0

D’autre part, si l’on veut conserver l’ordre de E g le "meilleur quotient" est

évidemment celui fourni par le théorème 6.

8. * Appendice sur les Banach réticulés.

DÉFINITION 5. - Soit E un Banach réticule vérifiant (NC) et (NV). Un sous-cône
r de E est dit étrangement riche si V R (x ) ( x er , V n , y

les x étrangers 2 à 2), tels que 
-

(si (A) est vérifiée, on a r;xl‘ - 03A3 ~xn~ ) °

n

DÉFINITION 6. ~ Soit E un espace réticulé° Un sous-cône r de E+ est dit

module de domination si ~ x E E+ ,  y E E+ tel que ~ ~ > 0 , 3 z E r tel
- s -

que a  x - sy ; on dit que y domine x modulo 0393 : i x « y (mod 0393 ).

PROPOSITION 12. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC) et ~NV~ , Tout sous-
cône T’ de E+ étrangement riche est un module de domination.

Démonstration. -- Soit x E E+ , x = 03A3xn , 03A3 x  ~ . Soit a > 0 ,

a r + ~ , telle que 03A3 a ~xp ~  co . Soit y = 03A3 a x . Montrons que x « yn n n n n

(mod r ) .

Soit ~ > 0 . Posons z - ( x -1~ y~ + . z 
e 

E E ~ + z 
E 

> x .. 

x - z ~ Comme dans un espace réticulé x -~--~ x+ est croissante, 0  x - z .E E

Il reste à montrer que 



Or, grâce à (NC) et (NV), x ---~ x+ est continue dans E . e Donc

parce que les xn sont étrangers 2 à 2.

D’où

PROPOSITION 13. - Soit E un espace réticulé muni d’un sous-cône r de E+ qui

est un module de domination. Si T est linéaire positive T : i E ---~ F où F

est un espace vectoriel archimédien, alors V x E E~ 9

Exemples.

2° E y mesures bornées sur X localement compact. M+K = r , mesures
> 0 à support compact, est étrangement riche : 1

3° E = r = est un module de domination °
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