MARC ROGALSKI
Représentations fonctionnelles d’espaces vectoriels réticulés

Séminaire Choquet. Initiation a I’analyse, tome 5, n° 1 (1965-1966), exp. n°2, p. 1-31
<http://www.numdam.org/item?id=SC_1965-1966__5 1_A2_0>

© Séminaire Choquet. Initiation a ’analyse

(Secrétariat mathématique, Paris), 1965-1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SC_1965-1966__5_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire C:iIOQUET 2.-01
(Initiation & 1'Analyse)
5¢ année, 1965/66, no° 2 9 et 16 décembre 1965

REPRESENTATIONS FONCTIONNELLES D'ESPACES VECTORIELS RETICULES
par Marc ROGALSKI

Le but de cet exposé est d'améliorer un théoréme de Kakutani, datant de 1941

([4]) -

THEOREME. - Soit E un espace de Banach réticulé, vérifiant :

(1) x —> ||z est croissante sur Bt et Wl = lx] 5

(2) v x,yeB , |sup(x, y)| =suw(lx] , ||Ivl) -

Alors il existe un espace compact Z et une isométrie de E sur un sous-espace

fermé réticulé de C(Z) , orthogonal d'une famille de mesures biponctuelles

(850 = Ay, 8g oep » A, € (0, 10
o4 o

Nous affaiblirons 1'hypothése (1) en la remplagant par HlXIH-S llxl| , et nous
utiliserons (2) sous la forme : Si B est la boule unité de E, B' =B nE" est
filtrante croissante. Nous utiliserons une démonstration nouvelle, s'appuyant sur
le théoréme de représentation intégrale de G. CHOQUET, ce qui nous permettra de
beaucoup mieux caractériser le sous-espace E de C(Z) , ainsi que son dual E' ,

et de résoudre le probléme réciproque.

Nous aurons besoin de résultats préliminaires portant sur la continuité des ap-
plications linéaires positives dans certains espaces ordonnés, puis nous démontre—
rons un théoréme de représentation d'espaces localement convexes réticulés comme
espaces de mesures sur un compact. Nous terminerons par quelques applications du
théoréme de Kakutani, et nous donnerons dans un appendice quelques propriétés de

certains Banach réticulés.

1. Applications linéaires positives.

PROPOSITION 1. - Soit E un Banach ordonné réticulé tel que

(a) ET est fermé,
(v) Il < =l

Soit F un espace normé réticulé tel que

(a') oOgxsy => |lx <yl -
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Alors toute application linéaire positive T : E —> F est continue.

Démonstration. - I1 suffit de montrer que si X, - 0 "vite", c'est-a-dire avec

2 HX H~S Xy
O'n

alors T(xn) -0 .

Mais on a alors 2 H’xnln <o , S0it a, >0, a, 7 4+ quand n - o , telle

que zﬁan“lxnln <o,

ot
Posons y = Z.anlxni €8 2

7Gx )| < 2l ]) = 2 e lx ) s = 1(y) .

or, si xeF, x=x -%x , |x| =x +x . Donc, d'aprés (a'), ”X+H et
|=7|| sont majorés par ﬁlxln . Donc ||x|| < ZHIXIH , YxeF . Dou
126l < 22 < = G = 0 quand n = v
C. Q. F. D.

Ce résultat nous suffira dans la suite. Nous allons gquand méme donner la démons-

tration d'un théoréme plus fort ([6]).

PROPOSITION 2. - Soit E un espace localement convexe métrisable, ordonné par un

cdne ET complet. Soit F wun espace vectoriel topologique séparé ordonné, tel que

0« un‘s v, et v, 0 => u - 0 , alors toute application linéaire positive

T: E —> F est continue & droite, c'est-a-dire que si y —> x, y>=>x,

alors T(y) —> T(x) .

Démonstration. - I1 suffit de montrer que si X, >0, X, = 0 "vite", alors

T(xn) -0 . Ici, "vite" signifiera :

Soit Vn un systeme fondamental de voisinages de O dans E , convexes équili-

brés, tels que Vn+1 + Vn+1 c Vn .

x 20, x -0 vite <=> x €V_n E =10 .
n n n n

Posons Y, = Q—)n X_ e

3\0r oy 3 3\p 3\n
Vo * Tppg *oeee * Yntp € 65) [bn + g Up + eee t CZ) Un] c 4(5) U,

1
(car Un+P c ;5 Un ).
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Soit U, donné. Prenons n =7 + S .
3\n 3\r 3y\s
457U c4x (3 x(F)7 xU, T,
si s , c'est-a-dire n , est suffisamgent grand. Donc Y, t Ypeq + ce. + yn+p € Ur

+
si n>N . Donc Z:yn converge, et 2 Yy, =V eE . On a alors :
0

0g(x) = (%)n (y,) < (—§-)n T(y) -0 quand n -+ .

Donc T(xn) -0 .
C. Q. F. D.

PROPOSITION 3. - Soit E un espace localement convexe métrisable, ordonné par un

céne ET complet, tel que :

(a) E=E -E'; (b) E est un espace de Baire.

Soit F un espace séparé ordonné tel que :

0 < uy < v, et v~ 0 => u - o .

Alors

(1) Toute application linéaire positive T : E —> F est continue.

(2) E est un espace de Fréchet.

Démonstration de (2). - Soit Vn un systéme fondamental de voisinages de O
convexes équilibrés, dans E , tels que Vn+1 + Vn+1 c Vn . Posons
+ +
Wn = Vn nkE - Vn nk .

Les Wn forment un systdme fondamental de voisinages de O pour une topologie
% sur E , plus fine que sa topologie initiale ¥ , séparée, localement convexe et

métrisable, car

W vV et W + W W .
n n n-1

LEMME. - 8i " (o) 2 v, € Wn = 2 y, converge pour ¥ " est vérifide, alors

® est compldte (la réciproque est vraie).

Soit en effet X de Cauchy. Il existe une sous-suite X telle que

b

yp = Xn - Xn € Wp . Donc 2 yp converge pour ¥ , donc Xn converge, donc

b p-1 o)
X aussi.
n
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Démontrons que ¥ est compléte, en démontrant (a).

n
+ .
i 1 = - € n . =
Soit y €W . Yy =, -V, W, et v €V NE Si s ﬁzi U S,
+
est une suite de Cauchy de B" pour ¥ , croissante, donc converge vers SekE .

Mais comme la convergence a lieu en croissant, elle a lieu pour ® . Donc Z.un et

Z'vn convergent pour ¥ , donc 2 y, converge pour ¥ .

. c ‘
Si on considére alors la bijection : 1 ¢ EW —_— E? , elle est continue, EW
est un Fréchet, et EV est métrisable de Baire. Donc, d'aprés le théoréme de

Banach, ® =Y , et E est un Fréchet.

Démonstration de (1). - Les Wn forment un systéme fondamental de voisinages de

0 pour Y .

Soit x - O "vite", c'est-d-dire x € W_ . Alors X_=u_ =V , u_ et
9
n n n n n n

v €V nET.
n n

D'apres la proposition 2, T(un) et T(vn) - 0 , donc T(xn) -0 quand n -+,

et T est continue.

C. Q. F. D.

PROPOSITION 4. - Soit E = lim ind Ea , ou les Ea sont des Fréchet. On suppose
E ordonné par EY tel que :

+ + ,
(a) Ea = Ea nEk est fermé dans Ea ’
+ +
(b) E, =B, -E, -
Soit F séparé ordonné tel que :
1 - = -
(a') 0 <L u, < v, et v, 0 > u, o .

Alors toute application T linéaire positive T : E —> F est continue.

Démonstration. - Il suffit de montrer que V « , T/Ea : Ea —> F est conti-

nue, ce qui résulte de la proposition 2.
C. Q. F. D.

On trouvera i l'appendice quelques propriétés supplémentaires d'une classe de
Banach réticulés & laquelle nous allons nous intéresser plus particuliérement dans

ce qui suit.

2. Espaces de mesures.

DEFINITION 1. - Dans un espace vectoriel topologique séparé E , un chapeau d'un

cdne convexe P est un convexe compact de P , dont le complémentaire dans P est
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convexe. Le cdne P est dit bien coiffé s'il est réunion de ses chapeaux, Un cha-

peau est universel s'il engendre le cdne.

Si K est un chapeau du cone P , on appellera col de X 1'ensemble :

LK) ={x#0| x€K et ¥A>1, Ax¢gK} .

LEMME 1. - Dans un espace vectoriel localement convexe séparé E , un clne P

convexe bien coiffé possdde des génératrices extrémales, et, si P est fermé, P

est 1'enveloppe convexe fermée de la réunion &(P) de ses génératrices extrémales.

On montre que si K est un chapeau de P , alors S(K) , ensemble des points ex-
trémaux de K , est inclus dans &(P) , qui est donc non vide (1a méthode pour étu-
dier un chapeau consiste & couper par des sous-espaces vectoriels de dimension 2 ,

et a4 étudier les chapeaux des cOnes de 32 ).

Ensuite, on utilise le théordme de Krein et Milmann ([2]).

DEFINITION 2. - Soit E localement convexe séparé réticulé. Si g* posseéde un

chapeau universel K (fixé dans la suite), on appellera cospectre d¢ E 1'ensem-
ble :

X = &Kx) « {0} .

LEMME 2. - Soit E vérifiant les hypothéses de la définition 2, Si 8(E+) est
fermé, L(K) , &(X) et X sont des boréliens de K

En effet :
L(K) = N CK(l - %)K
n>1
t o
est un G6
X = L(k) n &E")

est donc un borélien, et de méme
5(K) =X u {0} .
C. Q. Fo Do

Nous allons maintenant utiliser le théoréme de représentation intégrale de
G. CHOQUET, dont nous rappelons 1'énoncé ([3]) :

THEOREME O.

(1) Soit H un convexe compact de E localement convexe sépard. On définit sur

M(H) un ordre par :
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bw<v <=> uly) <v(p) , Vo convexe continue sur H ,

Alors tout point x de H est barycentre d'une mesure > O de masse 1 maximale

pour cet ordre. Toute mesure maximale est portée par &(H) , et toute mesure portée

par &(H) est maximale.

(2) On dit que H est un simplexe si tout x € H est barycentre d'une mesure

maximale My unique. Alors l'application x —> by H —> M(H) est scalai-

remnent de lre classe,

THEOREME 1. - Soit E un espace localement convexe séparé, réticuld, vérifiant :

(a) BT posséde un chapeau universel K ;
(b) 8(E+) est fermé.

Alors :

1° Les mesures >0 de masses 1 sur K , maximales au sens de G, CHOQUET, sont

les mesures > 0 de masse 1 portées par S(K) .

2° E est isomorphe, en tant qu'espace vectoriel réticulé, a l'espace MX(E)

des mesures sur le compact X , portées par X ( X est le cospectre de E ).

Démonstration. - D'abord, le fait que E soit réticulé pour l'ordre de gt ,

prouve que K est un simplexe ([3]).

1° Toute mesure maximale est portée par 5(K) , donc par X u {0} , donc par
5E") nk .

Soit | maximale, soit r(u) son barycentre. r(u) € K . Donc

X
1 x e LK) tel que r(p) = Ax + (1 - A)0 . D'ol, puisque K est

r(w)

un simplexe :
LL=}\P'X+(1')\)5O ’

ou by est la mesure maximale de barycentre x . My est portée
par &E') nK.

or, soit K =(1-2)K, nx1 .51 Inx1 tel que u (K ) >0, le barycen-
tre y de quKn appartient a Kn . Le barycentre x de By stobtient comme un
barycentre de y et d'un autre point z de K (le barycentre de
ﬂ p,XIK S K ), et ne saurait donc appartenir & L(K) , ce qui est ab-
K\ surde. Donc pX(Kn) =0, ¥n, et p_ est done portée par X _si

x € L(X) .

Donc p = Ap + (1 - A)GO est portée par &(K) .

La réciproque résulte du théordme de représentation intégrale.
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20 Soit x e B~ {0}, x = xf-x ,et xt=ox', ¥ =8y', o et B0,
x' et y' e L(K) . De plus x' , y', o , B sont uniques pour x donné, si on

impose inf(x' , y') =0 .

Posons m(x) = ST Buy, et n(0) =0). m(x) e Mx(f) , et sa résultante est
X .

m: E —> MX(X) = {mesures sur X , portées par X} ,

m est lindaire, car on voit, en coupant par le plan {0 , x , y} que si x et

yeB , n(x+y) =n(x)+nly) .

m est surjective : & toute p € MX(X) , on fait correspondre sa résultante, et

si w>=0, r(w e B .

m est injective : si m(x) =0 , oM, = pr, , d'ol o =8, d'ou by = bt
d'od x' =y' (unicité de la représentation intégrale), donc x = O .
Enfin, il est clair que
n(E") =@ .
C. Q. F. D.

THEOREME 2.

1° Soit E un espace vérifiant les hypothéses du théordme 1. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

(¢) x —> My est continue de K dans M(X) muni de la topologie vague,
(6) &(K) est fermd,

(y) 1l'espace A des fonctions affines continues sur K , ordonné par

A"={fer| £20 sur K} ,

g

est réticulé.

20 Si E vérifie 1l'une des hypothdses (@), (B) ou (y), alors deux cas, et deux

seulement, se préseantent :

(I) X est fermé, et E est isomorphe a M(x) .

(1I) X=X u {0} , et E est isomorphe & MC(X) , espace des mesures bornées sur

X localement compact non compact.

3° Bnfin, on a :
{8(K) fermé et 0 ¢ L(K)} <=> (I) ,

et si ces conditions sont vérifiées, E a une base compacte.
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Démonstration.

10 (B) <=> (y) résulte d'un théoréme de H. BAUER que nous ne démontrerons

pas ici :
{(p) et X simplexe} <=> (y)
(ici, K est déja un simplexe) ([1]).

(B) => (a) . - Les mesures maximales sont les éléments de M;[S(K)J , compact
vague. u —> r(u) = "parycentre de u " est une application bijective continue
de M:[&(K)] sur K , donc sa réciproque x —> My est continue (la topologie

de K est identique a la trace sur K de o(E , B') .

(@) => (B) . - Soit x € &) . Soit x; € &(K) , x; —> x . Done
- = ° — . 6 _— °
o > px . Or By éx Donc 6X > B Or % > 6X Donc

=1 i i i

i
by = 6X , donc x € SKK) .

20 g(K) =X u {0} est fermé. Donc deux cas sont possibles :
(1) X est fermé. Alors Mx(i) = M(X) .
(11) X =xu {0} . alors M (X) =n,(x) .

30 3i &K) est fermé, et si O ¢ T(X) , alors O ¢X, car X < L(X) . Donc
x=X: (1).

Siona (I), X=X, donc &(K) est fermé. De plus, A(X) , enveloppe convexe
fermée de X , est compacte, et EEA(X)] =X .0r, si 0€A(X), O serait extré-
mal, donc O appartiendrait a X , ce qui est faux. Donc O ¢ 0(X) .

Or, puisque V x e L(K) , b est portée par X , IL(K) = A(X) . Domc O £ I(X).
Montrons qu'alors E' a une base compacte.

Soit H un hyperplan fermé séparant O de L(K) . Alors H n K est une base

compacte de B .

C. Q. . D.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précéde au cas ou E est le dual d'un
espace de Banach réticulé. Nous en tirerons, par dualité, la représentation de tels

espaces comme espaces de fonctions continues sur un compact.

3. Espaces de fonctions.

PROPOSITION 5. — Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant les conditions :
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(N¢) x —> x| est croissante sur B,

() il <

1° x —> HIX!H est une norme sur E , équivalente & x —> |x| .
20 E+ est fermé, et x —> lxl est uniformément continue.
3° 81 B' est le dual topologique de E , ona E' = gt o get et g* = gt

4° E' est un Banach complétement réticulé, tel que B'T soit fermé, et que

l'on ait les propriétés :

(NC)E' 4 —> ||#|| est croissante sur B'T

(g, e < el
(v, el < el = |Jlel) < 2o -

O

De plus si E vérifie

(v) =l ==l

alors E' vérifie aussi

(V) el = el
Démonstration.
1o 0ona [l et x| < [l ,

H]XIH < =l < 2ffl=l]
20 | < |lx - y| . Done I | - Iy[ﬂ 2lx - y|| , done x —> |x| est

. . . +
uniformément continue, et E est ferme.

30 Soit 4 € E', de norme |4 .51 lylsx, xe® , |e(y)] <llsf |all et
vl < 2Hlyln 2zl . Done |&(y)]| < < 2)|x| ”L” , c'est-d-dire que £ est relative—
ment bornée. Donc 4 = z -4, z et 47 € g*t . Or la proposition 1 nous

prouve que E*' = E'T | Donc

4° E' , étant donc le dual relativement borné de E , est compldtement réticulé
pour l'ordre défini par E'+ =gt , E' est un Banach, bien sfir (cf. [2]).

Si 024

ol = sup el < swp 2(lxD) s swp [0 < swp 100G = |2)

IS et | I§>(l) - i<t
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Donc (NC)g, est vérifide.
o) | < Lol ClxD) < el =l < Heli =l
Donc ||4]| < |llelj = (wwo)g, .
soit el < lov],

el

_sup l|£|(X)| < sup ‘zl(lxl) S |2"(ixl)
lxlist =<1 Ixlst

sup [2'1(z) = sup sup 2'(y) s sup [2'(y)] (ef. [2]).
0<z osz lylsz Wy llist
2l B

Si on n'a que (NV) sur E , alors le dernier terme est majoré par

sup |41 (y)] = 2lj21)]

llyils2
Dlow (wvm)., : 4l < lot] = Well| < 2let -
Si E vérifie (V) , le dernier terme est ||£4']] , d'ol, en prenant 4% = lg1]

H‘L'ln.s 121l » et avec (NV')E, , on déduit (V)E, pour E' :

el = {1l

Enfin, (NV“)E, => |4 € H12|H < 2jg]| - Done 4 —> HIElH est une norme
équivalente sur E' , et on voit, comme pour E , que 4 —> IEI est continue,
donc E'" fermé.

C. Q. F. D.

LEMME 3. - Soit E wun Banach réticuld, vérifiant (NC) et (NV) . Alors
v g et

||| = sup 4(x)
x>0
IS
C'est évident ( ||4|| = sup ez = 2() ] € sup suple(xh) , 2(x7)] ).
ixll<t B!

H>

Remarque. - On peut exhiber des Banach réticulés vérifiant (ne) et (WV) , et

non (V) . Exemple : E = 32 , ordonné par Ei , ou 1l'on prend pour boule unité :

~.
\
<1yn{ly -zl <1} S

N7

B= (x4 52
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DEFINITION 3. - Soit E un espace normé réticulé. On dira que E vérifie la

condition (F) si 8" = B nET , ensemble des &léments >0 de la boule unité B,

est filtrant croissant.

On dira que E vérifie la condition (U) si Bt posséde un plus grand élément

e , appelé élément unité. Bien sfir, (U) => (F7)

Bien entendu, la condition de Kakutani :

(K) : _Eii X _?i y=20, Hsup(x 9 Y);i = sup(“xﬂ ’ HYH) 9

implique (F) (en fait, (K) et (F) sont équivalentes si (NC) est vraie).

Remarque 1. = E peut vérifier (F) pour une norme, et non pour une autre norme

équivalente.
Exemple : 81 E = R2 , avec deux boules unités différentes :

~~

EEI ar
/ L/

= {sup(lx| , ly) <1} n{ly - x| g 1} = (2% + 3% < 1)

Remarque 2. - Si E =C.(X) , X 1localement compact non compact, E vérifie
femarque 0
(F) et non (U).

PROPOSITION 6. ~ Soit E un Banach réticulé vérifiant les conditions (NV), (NC)

et (F). Alors la norme sur E' est additive sur E'T .

Démonstration. ~ En effet, d'aprés le lemme 3, si £ € gt , on a

Hﬂﬁ = sup z(x) = llm z(x)
O<x
S|
puisque, d'aprés (F), B+ est filtrante croissante.
D'ol 1'additivité de cette norme.

C. Q. F. D.

THEOREME 3. - Soit E un espace de Banach réticulé vérifiant (M), (Wv) et (F).

Alors E' vérifie les hypothdses (a) et (b) du théordme 1, pour la topologie fai-

ble o(E' , E) , et avec comme chapeau universel :

={ten™| | gt

= &XK) ~ {0} , cospectre de E' , s'appellera le spectre de E .




2-12

Donc on a le résultat du théoréme 1

B = MX(SE) ,

. . (2 +
et cet isomorphisme conserve la norme des éléments de E' .

Démonstration. - La topologie o(E' , E) est localement convexe séparée, et g

est fermé pour cette topologie. E' est réticulé (et méme complétement réticulé).
K est 1'intersection de E'+ avec la boule unité de E' , donc est G(E' s E)-
compact, et il résulte de la proposition 6 que K et RN ¢ sont convexes. Donc
K est un chapeau, évidemment universel. Il reste & montrer que S(E'+) est

O(E' ’ E)-fermé. Nous aurons besoin pour cela de deux lemmes classiques, qui figu-

rent par exemple dans [5], et qui reserviront plus loin -

#*
LEMME 4. - Soit E un espace vectoriel réticulé. V u € BY et VfeER T ,

1ge E'x'+ telle que : g f , glu) = £(u) , g(x) =0, Vx>0 étranger & u.

i3

LEMME 5. - Soit E un espace vectoriel réticulé. Soit § € Eq . Les quatre pro-

priétés suivantes sont équivalentes pour & :

(i) 620 etsi x, y =0 sont étrangers, inf[6(x) , 6(y)] =0

e

(ii) & est un homomorphisme d'espaces réticulés : B —> R .

(iii) 6 >0 et 74 eB , 0<4 <6 ==> 4 proportionnelle & § .

(iv) 6 est sur une génératrice extrémale de EY  : § e 8(E*+) )

Admettons ces deux lemmes pour un instant. Alors :

Le8ET) <=> Vx,y20 &trangers inf{4(x) , 4(y)] =0

1

"comme £ —> inf(4(x) , 4(y)] est o(E' , E)-continue, &(E'T) est o(B! , E)=
fermé.

C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 5. - (i) => (ii) est facile (on considdre

x - inf(x , y) et y - inf(x , y) ).

tel que 8x =0, x=1x -x,

. Donc &(x") = 8(x") =0 .
0 . Donc &(x) =0 => Hx)=0.

(ii) => (iii) : Soit 0< £ < 6 . Soit x e
et inf[6(x") , 8(x7)] =0 . 0r o&(x') - 5(x7) =
0<4 <6, done £(x) =4(x") =0, done £(x)
D'ou £ = A§ .

[S I |
]

]

(iii) => (i) : Soient x et ¥y 20 , étrangers. Si &(x) = s(y) = 0 , il n'y
a rien a démontrer. Supposons G(X) # 0 par exemple. D'aprés le lemme 4, il existe

e
geE telleque Oggsd, gx)=6(x), ely) =0, 0<eg< s, done



g=\6, et g(x) =6(x), donc A =1.Donc g =25 ; gly) =0, donc 8(y) =0,
donc inf[é(x) ’ 6(y)] =0 .,

*

(iii) ==> (div) : Supposons que & = 2 JZFV , u et veE T ; alors %S 5 ,
done %": Ao, et %= (1 -=2)8 , et & est extrémale.

(iv) => (iii) : Soit 0< £ <6 . Donc & =££_:;__229 2 e B . Done %@-zz

est proportionnel & § .
C. Q. F. D.

Démonstration du lemme 4. - Pour tout x > 0 , posons

g(x) =sup{f(y) | 0<ysx et 3t20: y<tu}, &lx)20 .

Si x et y =0, alors g(x +y) < g(x) + gly) . Soit en effet 2z tel que

z<x+y,et z<gtu. =a+b avec 0Lagx, 0gbgx, agtu,

< z
< tu  (théordme de partition).

£(z) = f(a) + £(b) < glx) + gly) ;
donec g(x +y) < a(x) + gly) .

Si x et y20, alors g(x) +g(y) <glx+y) .88 0gasgx, < tu, et
0Osbgy, bs

su,alors 0<a+bg<x+y,et a+bg (s+t)u.Donc
f(a) + f(b) = fla +Db) < glx +y) .
Dot g(x) + g(y) € e(x +y) .
x>0 et t20 => g(tx) = tglx) .
Donc g s'étend en une forme linéaire = 0 notée encore g .
¥x>0, g(x)=sup f(y) pour des y < X .
Donc gg T .
g(u) = f(u) est évident.
Soient x >0 étranger & u , et y tel que 0Ly<x, y< tu.
0<y<inf(x, tu) =0 => f£(y) =0 ; donc g(x) =0 .
C. Q. F. D.
THEOREME 4.

19 Soit E wun Banach réticulé vérifiant (NC), (WV) et (F), et soit X son spec-
tre. Si on pose, V x € E s

Mh=zgﬂﬂﬂ)
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alors on a :

il < M=y < Wxl) < Pl -

2° E est isomorphe pour 1'ordre et la norme & un sous-espace fermé réticulé de

¢(X) , espace des fonctions continues sur le compact X.

30 Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(v) : vxeB, |lxl|=|xl.
(3) ¢ L'isomorphisme précédent est une isométrie.
(Mg ¢ 1o eB , [l =[] -

4° Si E , Banach réticulé, vérifie (NC) et (NV), 1'hypoth®se de Kakutani

(K) : "x,y20 de E, |sup(x, y)| = sup(||z|| , ||7|})

est équivalente & (F). On a donc :

(1) => (K) <=> (F)

Démonstration.

1° D'abord, on a lxn = sup 4(1x|) . En effet, £ —> 4(|x|) est lindaire
L€K

continue sur K , donc atteint son maximum sur S(K) =X U {O} .81 x =0, 1'éga-

1ité est évidente, sinon le sup a lieu sur X .

Puis
Lig| =& (x s-l— su 3 sl su p'
Sl =3 H l L) <5 “2“21 ) €3 \|£|ﬁ<2 |2l (]x])
= sup 4(|z]) = {|xiiy < (=l < =l .
LK

Si B vérifie (V), on a vu que B' vérifie (V)E' (proposition 5), d'ou dispari-

tion du facteur -% , et
=l < =y < W=l < Q=] = =g = = -
Donec (V) => (V)E' => HXHX = ||| -
2° Donc E est isomorphe & un sous-espace de C(X) , fermé, car on a aussi

HXHX = sup 4(lx]) = norme de x dans c(X) .
LeX

De plus, comme 8(E'+) -X, on voit, d'aprés le lemme 5, que
linf(x , y)] = inf[4(x) , 2(y)] pour £ € X .

Donc E est isomorphe & un sous-espace réticulé de C(X) .
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3° Dire que x|, = |jxj| , c'est dire que 1'isomorphisme est une isométrie. On
sait donc déja : (V) => (V)E' => (9) ; et comme HXHX = H‘Xl“x , (9) =)
4° Enfin, si (V), et donc (J), est vérifide, 1'hypothése (K) est vraie sur E ,

car elle 1l'est sur C(X) . Donc, pour la norme X =—> H|XIH , (K) est vérifiée,

11 + Ve . . 7
et comme cette norme est la méme que ||x|| sur E , (K) est vérifide pour I|=|
Donec (F) => (X) , et la réciproque est évidente.
C. Q. F. D.

Remarque 1. - Il est faux, (NC) et (WV) étant toujours vérifides, que (¥) = (V).

2 .
Contre-exemple pour E = R~ , avec pour boule unite :

B

]

{sup(|x| , lyl) €1} n {ly - x|l <1}

Cette norme vérifie (NC), (Wv), (U) et (K), et non (V).

Remarque 2. - Il est facile de démontrer directement que (r) => (K) , sans

passer par le plongement dans C(X) .
Remarque 3. - On trouvera dans [4J une hypothése
(k') inf(x , y) =0 => |sup(z , y)|| = sup(|lx}| , jizl) -

KAKUTANI, par un plongement aussi, montre que (nec), (V) et (K') => (K) . Cela

reste vrai pour (NV) seulement, donc on a :

(1) = (F) <= (x) <=> (x') .

4. Caractérisation du sous-espace E de C(X) .

Pour caractériser E , nous utiliserons le théordme 3, qui caractérise E'!' comme

espace de mesures sur X . Etudions d'abord ce qui se passe dans un cas simple.

THEOREME 5.

1° Soit E un espace de Banach réticulé satisfaisant aux conditions (NC), (V)

et (F), et soit X son spectre. Si E' satisfait 1'une des conditions (a), () ou

(y) du théoréme 2, alors deux cas seulement sont possibles :

(I) X est fermé, et E est isomorphe & C(X) .

(II) X=X u {0} , et E est isomorphe & 'CO(X) , espace des fonctions continues

tendant vers 0 & 1'infini sur X localement compact non compact.

20 8i E vérifie de plus la condition (U), c'est le cas (I) qui a lieu, et la

réciproque est vraie si (V) est vérifide.
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Démonstration.

1° D'aprés le théortme 2, deux cas sont possibles :

(I) X est fermé, et E' -=> M(X) .
(11) X=Xu {0}, et E' -=5 MO(X) , espace des mesures borndes sur X .

Dans le cas (I), B —= C(X) et E' - M(X) = C(X)! . Donc E = C(X) .
Dans le cas (II), E ——> Co(X) , et E' > M (X) = G (X)' . Donc B = Cy(X).

20 8i E possdde un élément unité e, L(K) =K n {2 | 4(e) = 1} est fermé
pour o(E* , B) , donc X est fermé. Réciproquement, si (V) est vérifide,

E —=> C(X) est une isométrie, et 1'élément e de E qui correspond & la fonc—

tion constante 1 de C(X) est un élément unité de E .
C. Q. F. D.

Reste & étudier le cas géndral. Pour ce faire, donnons d'abord une définition.

Soient X un espace compact, et A s X = (0 N 1) une application semi-

continue inférieurement (s. c. i.), nulle en au plus un point (noté a s'il exis-

—

te). On suppose que X = h-l({l}) , qui est un G, de X, est dense dans X . On
posera Y = X +vX.0n suppose de plus qu'on s'est donné une application
u: ¥ = X (ou us Y ~f{a} =» X, si a existe), borélienne.

DEFINITION 4. — On dit que le sous—espace de C(i}

E={f]| vyeY {a}, £(y) =y fluly)] (et f(a) =0 si Aa) =0 )}

est un espace K-canonique s'il sépare les points de X . On le note alors

CX(X.’ Ao, u) ’

c'est un sous—espace réticulé fermé de c(X) .

On dit que c'est un espace K-canonique fort, s'il vérifie de plus une condition

de séparation forte :

FxeX, 3feB telleque 0Kf 1l et f(x) =1

I1 est facile de voir que, si E vérifie cette condition, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

+ s
(s) : B sépare X,

’ (1) u est injective sur k“l(t) , v teiY ~{a}],

(av) -1
(2) A est injective continue sur u (x) , ¥ xe€ Imu .
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Le théordme 6 va affirmer qu'un espace de Banach réticulé vérifiant (NC), (NV) et

(FP) est de ce type.

THREOREME 6. — Soit E un espace de Banach réticuléd vérifiant (NC), (WV) et (F).

8i X est son spectre, alors E est isomorphe & un espace K-canonique

cx(i, A, u)

et cet isomorphisme est une isométrie & la condition nécessaire et suffisante que

(V) soit vérifide.

Démonstration.

1° On suppose qu'on n'est pas dans les conditions du théoréme 5, c'est-a=dire que
X ntestni X u {0}, ni X 1lui-méme. Posons X \X=Y. X estun borélien
dense de X (lemme 2). X < &(E'™) , donc vye Y {0}, 3A(y) e)o, i(,
unique, et u(y) € Z , unique, tels que y = A(y) u(y) . On peut poser, si 0 €Y,
AM0) =0 . X et u sont bien relids par les conditions (1) et (2), E sépare
bien les points de X , et ¥ xe B, x(y) = My) Luly)] .

Donc, d&s que l'on aura montré que A est s. c. i. et que u est borélienne, on

pourra affirmer que

c -—
B - cX(x,x,u) .

20 XA est un s. c. i., car A—l(]— ®, a)) =ak , qui est ferm§, u(y) = 7(%7 ,
et A est s. c. i. Donc u est bordliemne (cela résulte d'un lemme sur les espa-

ces vectoriels topologiques).

Remarque. — En fait, on peut montrer que 1l'espace CX(E s Ay u) est K-canonique
fort (cf. [8]).

30 Nous sommes donc dans la situation suivante s

c

E > X, ,u)=F - ¢ et B S w (X .

Soit ¢ ¢ F' -—» E' 1'application restriction.
Soit ¢ : E' -—» F' 1'application composée : E!' -=s Hx(i) —> F',
4 ~> u ~=> (1) définie par $(2)(£) = u(f) .

Alors @ o § = lgy » Donc ¢ est injective. Nous allons montrer que ¢{ est sur-

jective.
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Vo eF', 3pueiX) telle que, ¥V f €F , on ait :
p(f) = alf) (HAHN-BANACH) .

Comme toutes les fonctions de F sont nulles en O si 0O € X , on peut supposer
que w({0}) =0 .

Définissons la mesure I comme suit, si p >

i o eo® , Te) =y pop o) @) + Iy M) Su] wl)

’ . 7 . rd 3 ~
Ceci a un sens, car u est borélienne et A\ Dborélienne bornée. Si pu 20, u

aussi, donc E' est une mesure >0 . Sinon, on pose W=pu - p-
Si ¢ eF,

w(e) .

5@) = Iy 90 w0 + o) o) w)

Donc EWF = pIF =a . Or

Bay) = (o) +Jp g 0 @ =0 .

~ ~

Done §' €M (X) > E', et T|F = a, clest-a-dire ¢(I)

]

o . Donc ¢ est sur-

jective.
Donc ¢ : E' -=> F' . D'ol (HAHI-BANACH) :

E=CX(X,)\,u) .
C. Q. F. D.

5. Applications.

On trouvera dans [4] de nombreuses applications. Donnons—en quelques unes.

A. THEOREME de Stone-Weierstrass. - Soit X un espace compact et soit E un sous-

espace fermé réticulé de C(X) , contenant 1 , et séparant X . Alors E = C(X) .

Démonstration. - Posons

K={seB" | |4} <1) et YT =8&(K) x{0} .

E ayant un élément unité, Y est compact, et il existe une isométrie o :
E <> c(Y) . De plus, X —> Y par x —> 6, » car E sépare X . Donc on

a la situation suivante :
C
x——»arl
B —S> C(X) avec @(f)lx =1 .

N ov) |
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Soit alors u e C(X) . Il existe un prolongement ¥ de uw & Y : U € C(Y)
(URYSOHN). Il existe alors f € B telle que o(f) =71 .

~

u="1l, = @(f)]x =feB .

x

Donc u €E , et E=CX)=¢(Y), X=Y.
C. Q. F. D.

B. ﬁn(X ’ u) est isomorphe & un espace de fonctions continues sur un compact.
E=1(X, p) vérifie (8c), (v), (K) et (U). Donc il existe un espace compact
YcB'r tel que L°(X , p) —> C(Y) (c'est mdme une isométrie). On peut, en

fait, décrire Y comme espace des p-filtres maximaux sur X .

C. Compactifié de Stone-Cech. - Soient Z un espace topologique séparé, et

E = cb(z) 1l'espace des fonctions continues bornées sur E , muni de la norme uni-

forme.

Soit X 1le spectre de E . Il est compact, car E vérifie (V), (N¢), (K) et (U).
Donc E = c(X) . De plus, ® : Z —= X : X —> 6X est continue si X

est muni de la topologie o(E' , BE) .

Si Cb(Z) sépare les points de Z , alors ¢ est injective. De plus, si Z est
compldtement régulier, sa topologie est la topologie initiale pour les fonctions de

Cb(Z) , donc @ : Z —S> X est un homéomorphisme.
Montrons que 9(2) est dense dans X , @ZZ) c X . Le bipolaire A de @(Z)
est l'enveloppe convexe fermée de 0O et de ¢iz) , et &(a) c QZZ) u {0} . Or
TO 0 7 . +,
9(Z2)° =9(2)" ={t | Txez, f(x)s1}=(c] [f]<1} .

=93 = ()P cmrt .

Donc
A={sei| vrg1, af)g1y=x={s x| |2 1} .
Donc &(4) = &(K) = X u {0} . Donc (Z) = X .

Enfin, si u: Z —> Y compact est continue, u se prolonge uniquement &
X: aeX>~ o(z) détermine un éiément de C(Y)'" 1limite d'éléments &_ , donc

un élément u(a) de Y , et on voit facilement que le prolongement est continu.

D. Banach réticuléds qui sont des esvaces de mesures. — Nous avons vu que si E

est un Banach réticulé vérifiant (NC), (V) et (F), E' est un Banach réticulé vé-
rifiant (NC), (V) et (A) : la norme est additive sur B't . La réciproque est vraise.

Précisément
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PROPOSITION 7. — Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC), (V) et (A). Alors
B' est un Banach réticulé vérifiant (W¢), (V) et (U), et donc (X).

Démonstration. - Nous savons déja que (wc) et (V) pour E impliquent (ve) et (V)

pour EB' . Si (A) est vérifide, 1l'application x —> Hxﬁ : Bf —> R, se pro-
longe uniquement & E en une forme linéaire e , positive, donc continue (par 1la

s + - .
proposition 1, ou parce que x —> x et x —3> x sont continues, et que e

est continue sur ET ). Donc e € E't | et Heﬂ = 1 évidemment. Soit 4 € E'Y,
avec |4 €1 .81 xe€ Bt ., 4(x) < x| = e(x) . Donc e > £ . Par suite e est
un élément unité de E' , qui vérifie (U), donc (K).

C. Q. F. D.

THEOREME 7. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (HC), (V) et (4). Alors il

existe un espace compact X tel que E soit isomorphe (et méme isomdtre) & un

sous-espace fermé réticulé de M(xX) (pour 1a norme) .

Démonstration. - E' vérifie (¥C), (V) et (U), donc E' est isomdtre & un es-

pace C(X) , X compact. Donc E" =N M(X) est une isométrie. Admettons pour un
instant que E est un sous-espace réticulé de E" . Comme E est un sous-espace

fermé, avec méme norme, de E" , on en déduit le théordme.
. . < L. . . . N
Si i : E —> E" est l'injection canonique, il reste donc a montrer que

ifinf(x , y)] = infli(x) , i(y)] pour x et y >0 ,
E EH
et il suffit de le montrer pour x et y étrangers, c'est-a-dire qu'on a alors
inf(i(z) , i(y)]=0 .
E"
Pour cela, il faut montrer que si « € B" , o < i(x) et i(y) dans E" , alors
« <0 dens E" .

Soit 4 € B'Y . D'aprés le lemme 4, I1m € E't telle que 0 mg 4

S 9

n(x) = £4(x) , m(y) =0 .Sionpose m' =4 -m, m' eB'V, nu(y) =4y,
m'(X) =0,

o <i(x) et i(y) => olm) gml(y) =0 ,
et
e(m') < n'(x) =0 .

Donc o(4) = o(m + m') <0, clest-a-dire o < O dans E"

~

C. Q. F. D.
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Remarque. - On trouvera dans [4] ou [5] le complément suivant au théordme 7 :

X est totalement discontinu et stonien, et E est isomorphe & l'espace des me-

sures sur X nulles sur tout borélien maigre de X .

Démonstration partielle. - Montrons que X est totalement discontinu et stonien.

Soit U ouvert de X . E' > 0(X) est complétement réticulé. Donc, si
g=supB ot B={fecC(X) | 0gfg1, £=0 sur CU}, gec(x), et
g=1 sur U, O sur CU . Donc g = I5 € c(X) . Donc, si U est ouvert, U

il

est a la fois ouvert et fermé, ce qui prouve que X est totalement discontinu et

stonien (cf. [2], exercices).

Montrons que si x € E+ , et si R est un borélien rare de X , alors i(x)(R)=Q
En effet, si B={feC(X) | 0gfg1l, £=0 sur R}, on a aussi

~

B={fecCX)| ogfg1, £=0 sur 'ﬁ} , et, comme ci-dessus,

~

L,

il

g:supB:l_:—:l
_ g *
car ( R est dense.
Soit € >0, 3feB telleque e >i(x)[1 -f] >0 . Puisque 1 - f

R, onadonc i(x)(R) <e¢ . D'ou i(x)(R) =0 .

i
fu—y

sur

Pour la réciproque (toute mesure sur X nulle sur tout ensemble borélien maigre

appartient & i(E) ), on se reportera & [4], ou [5), appendix.

Exemple. — On a vu que L (X , p) <> ¢(Y) , Y espace compact. Comme L =L ,
Y est totalement discontinu stonien, et L1 est isomorphe aux mesures sur Y

nulles sur tout borélien maigre.

E. Opérateur hermitien dans un espace de Hilbert. - On peut montrer le résultat

suivant :

Soit H un espace de Hilbert, et soit A un opérateur hermitien. La plus petite

algdbre réelle fermée pour la norme d'opérateurs, contenant A , est un Banach ré-

ticulé vérifiant (NC), (V) et (K), dont le spectre est isomorphe au spectre de A .

La plus petite algébre réelle d'opérateurs contenant A et fermée pour la conver-

gence forte, est un Banach réticulé dual d'un Banach réticulé vérifiant (NC), (V)
et (A), donc vérifiant (NC), (V), (K) et (U).

C'est essentiellement le théordme spectral (cf. [7]).

F. Signalons enfin la possibilité d'appliquer les théorémes 5, 6 et 7 & la théorie
du potentiel, & la théorie des frontidres de Silov et au probléme de Dirichlet gé-
néralisé (cf. [8]).
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6. Probleme réciproque.

Dans le théoréme de Kakutani que nous citions au début, le sous-espace E de
c(z) , Z compact, était caractérisé comme suit : A est un ensemble d'indices
quelconque, et on se donne une famille de triplets (x@ , X& , A)

o wEA
x!e€Z, A € (o, 1(;

, OU x et
o

E=c(z, x,,x, A, s A) = (fec(y) | v oo f(x&) =1, f(xa)} (ef. [4]).

Nous avons vu que l'on pouvait préciser ces résultats (en utilisant les fonctions

boréliennes A et u ). Il était a priori évident que Z et la famille

(xa ’ X& ’ ka)aeA

a4 partir de l'espace E abstrait.

ne pouvaient étre quelconques, puisque construits canoniquement

Sl

3*
Exemple. - Z=(0, 1), A= N, kn =

d'irrationnels, les Xé forment une numérotation bijective des rationnels de

, les X, sont une suite quelconque

3
(0, 1) . On voit alors facilement que C(Z , S ,'% , ') = {0} . Or, si on
pose
3
X={x'] ne N} = {rationnels de (0, 1)} ,

n
X=2, et on voit que toutes les hypothéses de la définition 4 sont vérifides,

sauf la dernidre : {0} ne sépare pas (0, 1) .
On peut donc se poser le probléme suivant :

Soit CX(X', A, u) = E un espace K-canonique. La construction que nous avons
faite : E C?(T , A' , u') redonne-t-elle la situation initiale, c'est-i-

dire a-t-on X =Y, X = Y', A=A', u=u'?

PROPOSITION 8. - Soit E = CX(XI, A , u) un espace K-canonique fort, Alors 1l'ap-

plication ¢ : My(X) —2E' : u — §(u) , &éfinie par y(p)(£) = u(f) ,
VEeE, est une isométrie d'espaces de Banach réticulés.

Démonstration.

1° ¢ est bien sir lindaire, et u >0 => ¢(u) 20 . La surjectivité de

se démontre comme dans la démonstration du théordme 6.
2° Pour montrer que | est injective, nous procéderons en plusieurs étapes :

(a) [Va,beX, a#b, 3f, gel tellesque fla) =1, f(b) <1,
gla) <1, gp) =1.

ihekrt telle que h(a) > h(p) , par exemple 3
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f=xebB", fla)=1, f(b) <1 .
Soit g € EY telle que gl(b) =1, Hgln =1 .81 gl(a) <1, g =g con-
vient. Sinon gl(a) =1.

Posons g, =g, - f . g2(a) =0, gz(b) =1-1(b) >0 .
+ +
gs(a) =0, g3(b) >0 .

Donc g = h'gz eE", gv) =1, gla)=0<1 . (Ceci permet de démontrer 1'équi-

valence de (S) et (AU) énoncée dans la définition 4.)

(b)) [Va,beX, a#b, 3vek telleque |[v|=1, v(a) =1,
v = 0 dans un voisinage de b .

Soient f et g construites au (a). Posons f - g=heE, h(a) =1 - g(a)>0,
+

h(b) = f(b) - 1< C . Donc h+ € E+ , h+(a) >0, h =0 dans un voisinage de t.
u=A"er", ula) =1 , u=0 dans un voisinage de b, Or Awe R ,

1, veE , v(a) =1,

1]
Il

flw|| =1, w(a) =1 . Posons v = inf(u, w) € E' . vl
v = 0 dans un voisinage de b .

+
(¢) | V K compact c X , VaeX~NK, 3 Va,K ek , Hva,KH =1, va,K(a) =1,

va,K =0 sur XK.
En effet, ¥ xe X, 1 u_ € BT, Huxﬁ =1, u =0 dans un voisinage v, de
x , ux(a) =1, VX y eee s VX recouvrant K , on pose
1 n
. + _ _ _
VoK = 1nf(uXl y vee uxn) ek, ”Va,K“ =1, va,K(a) =1, Va,K = 0 sur K.

(d) | ¥ K compact < X , il existe une fonction Vg » nulle sur X , égale a 1
sur X ~ K, comprise entre 0 et 1 sur Y, et qui est un sup de fonc-
tions de E' .

On pose v, = sup v

K a€XNK a,K

Il

(e) | Si w et v sont deux mesures > O portées per X, u(X) = v(X) si

yu) = y(v) .

i

+
VxeX, 3f el , |ff=1, f,(x)=1. p=swpf . p=1 suw X,

ospg. *X
b(1y) = wlply) = wlp) = sup u(£) = sup v(f,) = v(1) .

Donc w(X) = w(X) .



2-24

(£) [ Si p et ve M;(i) , et si y(u) = 9(v) , p(K) =v(K) , ¥ K compagt < K.

w(K) = w(x) - w@& > K) =v(X) -uEx~x) .
D'apres (d), w(X v K) =v(&X s~ K), d'od p(K) = w(K) .
() [¥ est injective.
P) =0 <= 4" = @) .

Soit A un borélien d ¥ . wa) =0 anx) = sup SF(K) . Drob
wi(a) = u7@a) , aton weuT =0, KcompactcArk

3° Montrons que si ¢(p) >0, alors 20, p= M - u . Supposons
y() =yt - (7)) 2 0 . Cela 31gn1f1e que 7 f ek, wT(E) 3 >u (f) .

Nous allons voir que c'est impossible si u~ # 0 . u+ est portée par un boré-
lien A< X, W est portée par un borélien BcSX , et AnB=g¢ , Si p~ £0,
3H compact < 3B tel que uw (H) >e + T . Soit K compact < A tel que
WA~ E) <1 .

+
v Xp o oeee s X €38, 3 Ty cox €F “fx eedX =1, Ty cesX (Xi) =1,
1 n 1 n 1 n
f ..x =0 sur K (ef. (c))
1 n
w(sup £, ) =supu (£, ) =u7(B) .
l.B‘n 1.'.n
Done 3¢ =f  _ telleque w(9) >u (H) -¢. =0 sur K, donc

p+(¢) <M . Dol : wh(e) <N<pu (@) -e<p (o), P e BT, ce qui est contraire
\ + -
a (W) 29w .

Done si ¢(p) =0, w>=0.

4° Si € M;(i) , on a enfin :

Il =w@) =ul swo £3=ul sup £] = sup wu(f) = flulu)| ,

£ ll=1 lI£il=1 lI£il=1

£ eE® fegt rer’
fv(x)=1

xeX

E' et MX(X) vérifiant (V), ¥ est une isométrie.
C. Q. F, D,
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PROPOSITION 9. - Soit E = CX(')E s A , u) un espace K-canonique fort. Alors le

procédé de construction du théordme 6 redonne X , X , A et u.,

Démonstration. - Posons en effet

K={s e | lof <1}, v=28xK- {0 .

Alors, d'aprdés le théordime 6 : E > C?(? , A',u') . 0r x —> 5, plonge X
dans K , et X dans L(K) , car H@XH =1 si x e X . De plus

6 Linf(f , )] = inf[o_(£) , o (&)] ,

- C - N
donc, d'aprés le lemme 5, 6X e 8(B'F) , et X —> EE'*) . D'ow XY , Xcvy,.

Soit o MY(Y) — MX(Y) = M (X) , ainsi définie :

© I«LY(Y) —> B — i (Y) .

6
Si pe M;(T) , 6(p) e B'Y ) et lle(w)l| = llul] + Puis, si «e Bt
V) e i@ et ol = v
done, si w e (T , o)l = |lu] -

Soit yeY. @(6y)(f) =f(y) , VfekE . m(éy) est une mesure > 0 de masse
1 portée par X , donc par K .

Donc @(6y) » mesure >0 de masse 1 portée par X , donc par Y , est maxi-
male au sens de CHOQUET, et a y pour résultante. K é&tant un simplexe, on a donc

w(éy) = 6y » donc y €X . Donc X =Y, et par suite X =Y, A =A', u=nu'.

C. Q. F. D.

7. Compléments ; probléme du meilleur quotient.

PROPOSITION 10. - Si le spectre X de E , Banach réticulé vérifiant (nc), (V)

et (F), comporte n points isolés Xy oeee s X, alors E = EP @F,ou F est

——

un Banach réticulé vérifiant (NC), (NV) et (F), avec BT = Eﬁ C>F+ , le spectre de

F étant X N {Xl s eee Xn} .
C'est 4 peu pres évident.

Deux exemples :

1° B, = {fecl, 1] £0)=r(1)} . Alors on voit que 8, =106, , et le pro-
cédé du théordme 6 consiste & faire le quotient de (0, 1) par la relation 4'é-

quivalence dont les classes sont {0} u {1} et les points de )0 , 1{ . On obtient
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=1
2o —{fec[o,1)|f(

0) f
treXest J0,1) , et X=(0, 1), Y={o},>\(o)=é-,u(o

Soit § : E, —> E_: y(f)(x) = f(x) - £(1) x 5, c'est une bijection 1li-

1 2
néaire bicontinue de E, sur E2 , et on obtient donc E, —> C(:lll) , et B

1 1 1
est ainsi caractérisé comme un espace plus simple que celui fourni par le procédé

=-12- (1)} . Alors on obtient 60 =

du théoréme 6. Plus généralement :

PROPOSITION 11. - Soit E un espace de fonctions continues sur X obtenu par le

procédé du théordme 6 : E = CX(-X. , A, u) ( K-canonigue). Si u est injective et

si YN {0} est fini, alors, si Z est 1'espace compact obtenu en idemntifiant les

points y et u(y) , ¥ yeY~ {0}, il existe une application linéaire bijective
bicontinue de E sur C(z) si O¢ 7Y, sur CO(Z) si 0€eY (CO(Z) est 1'es-

pace des fonctions continues sur Z nulles en O ).

Démonstration. - ¥ y € Y ~ {0} , soit ¢_ une fonction continue, O < cpy <1,

CPy[u(y):]=1, CPy(Z)=O,VZ€Y, cpy[u(z)]:O.VzEY\{O},z#y
(par exemple, supp @< V_ voisinage de u(y) qui ne coupe Y U u[Y ~ {O}] qu'en

u(y) , et supp 9, N supp @, = g).

Pour tout f € E , posons

() (x) =f(x) - X [1-A(y)] QPy(X) fluly)], 9(£)(y) = £(y) = ¥(H)[uly)] .
ye¥~{0}

\‘-;(f) e ¢(X) , et xi,:(f)(O) =0 si 0eX . Donc \b(f) passe au quotient par iden-
03 . 3 N
tification de y et u(y) , et on peut crire ¢(f) € €(Z) ou CO(Z) .
T: E — 0(2) ou C,(2)
est lindaire, injective.

T est continue :

I < i SuPEH e (=) <2,
Y{o}

yeixs

done |[{]] < 2

'\}' est surjective : si g € ¢(z) ou CO(Z) , On pose

£x) = gx) + T [1-a)] g x) x .Xg%}

yet~{0}

(on considdre g comme fonction sur X , égale en y et u(y) ). Alors fe C¢(X) ,

£(y) = A(y) fluly)] pour yetv~ {0}, £(0) =0 si 0eX, et ng,

feE.
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Enfin, ¢_1 est continue. Cela résulte du théoréme de Banach, mais c'est évident

directement :

C. Q. F. D,

Remarque. - Bien entendu, | ne conserve pas 1l'ordre.

Le probléme se pose de savoir si l'on peut généraliser cette proposition. Si 1l'on

conserve l'hypothdse de finitude pour Y , on peut supprimer l'injectivité pour u.

Exemple : E = {f e C(0, 2) | ﬂ@=%fﬁ),f@)=%ﬂﬂ}.

w(0) =u(2) =1, A0 =1, a2 =1 .
On raméne d'abord g & avoir méme valeur en O et 1 : on pose
1
s(x) = £(x) - L ox) 2(1)

ou ¢ est une courbe en cloche autour de 1 . Puis, ¢ étant une courbe a deux

cloches autour de O et 1 , on pose :
m(x) = g(x) - 5 ¥(x) g(0) ,

et on obtient h(0) = h(1) =h(2) . he ¢(Z) , oi Z est un espace compact "en 8"
2

X s + 4 Z s (}:><::> .
0 2 0

1

On utilise donc le fait que u—l(x) est fini si x € u(Yy ~ {O}) , pour procéder de

proche en proche.

Par contre, la proposition 11 devient fausse si on supprime 1'hypothése de fini-

tude pour Y .

Contre-exemple ¢ E = {f € C(0 , 1) | voz1, fle——) ='% f(+)} . En par-

ticulier, si fe E, f£(0)=0.

Soit 9, une famille de fonctions en cloches, & supports disjoints 2 & 2 , au-

. 1 . 1
tour des points 55 0 et nulles aux points FramEi
N
e = = = = = = = - -
Y !
NN . N
I S U




Posons, 7 f e€BE :

o) = () () = 26 - 3 (1 - 1) g (x) x £(%) , contime car £(z) -0 .
n=1

g(iﬁf%f_f) = f(§§;¥;‘f) = gC%H)

ng(l;) = nf(-—¢L~—J = f(;LQ -0 quand n - o .

2n 2n + 1 2n
. o . 1 1
= i ) 1 1 [N, S —_
Posons Z = quotient de (o, 1) par 1l'identification de o1 et 5
Yyn>1. §: E — CO(Z) est lindaire injective continue : l|y|| € 2 , comme

dans la démonstration de la proposition 11. Mais

, 1
In § = {g = Cy(z) | lin ng(z) =0} =7 .
n—oo

Imy < F, bien slr. Si g & F , posons

£f(x) = glx) + 2 (1-3) o (x) nel5)

i ns

1
L

qui est bien continue sur [O ; 1] , car ng(%;) -0 quand n-» , f €8, et

¢(f) = g évidemment.
Or ¢_1 : P —= E ccatinve <==> F fermé.

En effet, c'est évident dnrs un sens (F =5 E Banach => F complet, donc

fermé), et dans l'autre, c'est le théoréme de Banach.

Montrons que F n'est pas ferné.

F est l'espace des fonctions continues sur (0, 1), vérifiant g(ﬁﬁ%rf) =gC§H)

et ng(%;) -0 quand n - o« (ceci ==> g(0) =0 ).

Soit h 1la fonction Cuﬁuu??be sur [29 T1°' on

valle, et lindaire entre ——i— et —=—0w0r:
’ 2n + 2 2n + 1

g

), égale & S sur cet inter-
n

h é F , car
4
lim na(35-) = linJ/n = +o .
-0 nN—
Or soit gp la fonction qui coincide avec h sur E?E%:—f , 1), qui est nulle

sur (0, Eﬁ;%r—gj , et lindaire sur [2p1+ 50 t-lj :
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Alors £, €F, et |h- gp“ = -0 quand p - +® , Donc F n'est pas fer-

1
AJp + 1

mné, et w“l n'est pas continue. Pourtant A et u sont injectives, et
u[Y ~ {0}] u[Y > {0}] est un sous-espace discret de X .

Donc, dans le cas général, il ne semble pas possible de trouver un "meilleur quo-

tient" que celui fourni par le théoréme 6.

D'autre part, si 1'on veut conserver l'ordre de E , le "meilleur quotient" est

évidemment celui fourni par le théoréme 6.

8. Appendice sur les Banach réticulés.

DEFINITION 5. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC) et (NV). Un sous-cdne

I de E' est dit étrangement riche si ¥ x € E' , 1 (x

( x, el"r, Vn,

n neﬁ
les x = étrangers 2 & 2), tels que
[o0] <0
2 HX ﬁ < ® et X =2 X
o ™ o 2
[ee]
(si (A) est vérifiée, on a (x| =2 Hxnﬂ ).
0

DEFINITION 6. - Soit E un espace réticulé. Un sous-cdne T de EY est dit

. . . + n+
module de domination si Vxe€E , 3y e€BE tel que Ve>0, 1 zZg €T tel
que 0 g x - ze.s ey 3 on dit que y domine x modulo T : x <<y (mod r ).

PROPOSITION 12. - Soit E un Banach réticulé vérifiant (NC) et (NV). Tout sous-

cbne T de E* étrangement riche est un module de domination.

Démonstration. - Soit x € BT . x = X X s 2 Hxnu <@ .Soit a >0,

a 7+, telleque 2a |x| <o .BS0it y=2 a X . Montrons que x <<y
(mod T ).

. ' + + s qs
Soit € > O . Posons ze = (X - ey) . z€ ek , z€ > X - gy , clest-a-dire
X - Z, < ey . Comme dans un espace réticulé x —> xt est croissante, 0< X=2 .

I1 reste a montrer que z_ € r .
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Or, grace & (NC) et (NV), x —> x' est continue dans E . Donc

n
z_ = (x - ey)" = <Z (1 - ean)Xn>+ =1im Y [(1 - eap)xp]+

n-e p=0
parce que les X sont étrangers 2 a 2.
n
z = lim 2 (1 - €8 )+
Nn—c p:o

X .

Or ap 7 +® , Donc 1 n tel que
P> n => (1 - sap)+ =0, pgn => 1l-e¢€a =20 .

D'ou

C. Q. F. D.

PROPOSITION 13. - Soit E un espace réticulé muni d'un sous-cOne I de oul qui

est un module de domination. Si T est linéaire positive T : E —> F, ou F

. s +
est un espace vectoriel archimédien, alors V x € B,

T(X) = sup T(z) .
zel
7<x
Vxe E+ s, 3y E€E BV tel que ¥V e >0, 1 z, € I' tel que 0L x~-2 <L ey,
done T(x) - eT{y) < T(zg).s T(x) .

Soit veF, a>2M™Mz), Vzel, 2% . a2 T(Ze) > T(x) - ¢T(y) , donc
o - T(x) > - eT(y) , Ve . Donc o z,T(x) , car F est archimédien.
C. Q. F. D.

Exemples.

1+ 1

1° E Ll(X , ) « =1L A L7 est étrangement riche. Si f € L+ R

f=2f x1 =2 f .
n

{ng<f<n+1}

20 E = MO(X) , mesures bornées sur X localement compact. ME =T , mesures

> 0 a support compact, est étrangement riche :

b= 2 WX 1K N Kn compacts
n+l n

30 E = CO(X) y I''= CE(X) est un module de domination :

ho=(t-ef)er .
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