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Séminaire CHOQUET 1-01
(Initiation & 1'Analyse)
5e année, 1965/66, n® 1 25 novembre et 2 décembre 1965

APPROXIMATION DANS LES ALGEBRES BORNOLOGIQUES

par Jean-Pierre FERRIER

1. = Le but de 1'étude qui suit est de généraliser le probléme de 1l'approxima-
tion des fonctions continues sur un espace topologique non nécessairement compact ;
ce probleme a €té déja abordé sous une forme assez générale par F. W. ANDERSON et
J. E. FENSTAD (voir, par exemple, ANDERSON [2]), seulement, 1'approximation y est
considérée, soit au sens de la convergence uniforme, soit pour la “m-topologie",
dans laquelle un systéme fondamental de voisinages de zéro est constitué par les
ensembles {fl lfl € m} ol m est une fonction continue positive ne s'annulant
pas. La deuxiéme topologie est compatible avec la structure d'anneau de 1'ensemble
des fonctions continues, mais aucune des deux n'est compatible avec la multiplica-
tion par les scalaires ; elles sont d'autre part trop fines et conduisent & des hy-

pothdses trop restrictives pour l'obtention de résultaté d'approximation.

Un cas bien plus particulier est celui du probléme classique de Bernstein. Rappe-
lons que, si g désigne 1l'application identique de R et Cb(g) 1'algebre des
fonctions numériques continues sur R tendant vers zéro & 1l'infini, munie de la
norme uniforme, on dit qu'une fonction w de Gb(ﬁ) est un poids si elle décroit
plus vite que les inverses dg polyndmes, c'est-d-dire si WB[i] c GO(E) , et qu'un
poids w est fondamental si 1l'espace vectoriel wﬁ[g] est dense dans GO(E) . Le
probléme de Bernstein consiste 4 donner des conditions sur la décroissance de w &
1'infini, pour qu'un poids w soit fondamental. Comme 1'a fait remarquer L. NACHBIN
[71], si on désigne par Gb(ﬁ) 1'algébre des fonctions numériques continues sur R
a croissance polynomiale, c'est-a-dire majorées par un polyndme, pour qu'un poids
w soit fondamental, il faut et il suffit qu'il ne s'annule pas et que g[g] soit

dense dans C%(E) pour la semi-norme f +—> | fuw|

« Sous cette forme, apparait
tout de suite une généralisation : Soit ™ une semi-norme finie sur CP(R) s on
dira que T est fondamentale si B[g] est dense dans Cb(ﬁ) pour cette semi-

norme.

2. - Le théoréme qui suit a été démontré par H. POLLARD [ 9] dans le cas ou
était 1l'une des semi-normes : f —> fwl| et £ &> [I (fw)2 dx]l/2 . La aé-
monstration qui suit s'inspire de celles de H. POLLARD dont 1'analogie faisait

pressentir une unification.
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THEOREME 1. - Pour gqu'une semi-norme finie croissante m sur C%(E) soit fonda-

mentale, il suffit que :

log" |p(x)] y
oup (J 228 LB ax | peg(z], mlp) st} =+e .
1 +x

Rappelons que m est dite croissante si Ifl < g entralne ﬂ(f) < n(g) ; dlau-
tre part, on a posé : log+ = sup(log , 0) et de méme log = - inf(log , O) . Ce-
la étant dit, supposons que m ne soit pas fondamentale ; il existe alors d'apres
HAHN-BANACH une forme lindaire continue non nulle u sur C%(E) telle que
p(p) = 0 pour tout pE€ §£§] . Il nous faudra savoir qu'une telle forme lindaire

est une intégrale ; de fagon précise :

LEMME 1. - Soit p une forme linéaire sur C@(E) bornée pour la bornologie de

1'ordre, et soit du 1la mesure de Radon définie par la restriction de w a 1l'es-

pace GK(E) des fonctions continues & support compact. Alors :

(1) Toute fonction de Gf(ﬁ) est du-intégrable ;

(1) 2 e G , | £(x) @) =ul0) ;
(111) 51 fe R) et £20, [ 2(x) lalx) = sw |l .

glsr
£€C,(R)

Preuve de (i). - Remarquons d'abord que (iii) est vrai lorsque f € Ck<ﬁ) par

définition de

dul . D'autre part, il suffit de prouver (i) lorsque f est posi-
tive ; f est alors limite simple d'une suite croissante (fn) de fonctions de

Gk(g) telles que O < fn-s .
On s donc successivement :

I e(x) au(x)]

sup | £_(x) lau|(x) = sup sup
neEN neN (g éfh

<G (R)

< swp e aux) g s lule)l <+ .
gi<f lglst

g€ G (R) geCp(R)

Par suite, d'aprés FATOU, f = sup £ est |du|-intégrable, donc du-intégrable.

Preuve de (ii). — La relation est vraie si f € CK(E) 3 or CK(E) est dense au

sens de MACKEY dans GP(B) pour la bornologie de l'ordre, et p et du sont tou-

tes deux bornées pour cette dernieére.
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Preuve de (iii). - Compte tenu de (ii), c'est un simple résultat d'intégration.

Dans un sens, on a

sup [ ex) wx)| < s S le@)] lalx) < 2 lalkx) .

lglst glst
geCo(R) g<CL(R)

Dans l'autre, on écrit f comme limite d'une suite croissante de fonctions fn de

GK(g) telles que 0 < fn.s f . Alors :

[2) laplx) = sup [ £ (x) lal(x)
neN

et

J£,() lapl(x) = sup [ e @] < sup 1 a®) )] .
gist glst

gEGK(E) gGGK(E)

I1 résulte de (iii) que, pour toute fonction f € Cb(g) , la mesure f dy est
bornée ; de plus, pour toute semi-norme bornée pour la bornologie de l'ordre sur

G%(E) , on g @

£ aull < [lefi-flull

Revenons & la preuve du théoréme ; pour prouver que

+
[2og” [p()] 40 ¢y

sup 5 y

n(p)<t 1 +x

il suffit, par FATOU, de voir que la fonction

+ .
v o sup Jlog lp(x : i) | 4y
n(p)st 1 +x

est bornée au voisinage de zéro dans 1l'intervalle JO , »( . Introduisons la fonc-

tion analytique H(z) = J %EéE% . On a clairement :

[ 2og” Ip(2)| 4 o f log” In(z) B(e)| o , [ l1og [B()II 4,
2 = 2 2 :
1 +x 1 +x 1 +x

Pour majorer chaque terme, il nous faudra utiliser un lemme approprié :

LEMME 2 (TITCHMARSH). - Il existe des constantes positives Vo » M, avec y,>0,

telles que pour toute mesure p de norme < 1 sur R, si on pose
H(z) = I %EéE% , Oon ait :
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f |8(z) ]}/

2

dx <M pour Im z € )0 , yo) .
1 +x

Ce lemme se trouve énoncé dans POLLARD [ 9] sans démonstration ; celle~ci se fonde
sur un argument de TITCHMARSH ([11], p. 144-145).

N 3 . ’ 3 +
On peut d'abord se ramener au cas ou y est positive, en écrivant p=p -p .

Posons alors pour tout nombre positif a :

a
I I - -
g (2) = f_a el Re(H,) =U, et Im(H) =V_ .
On a clairement :

a
Va(z) = I —F _ du(x) >0 pour a assez grand

-3 hl— 212
et si on choisit la déterminstion de 21/2 qui, pour z non imaginaire négatif,
prend des valeurs dont l'argument est compris entre O et m , on peut éerire :
2 2 2
R I S O OIS A O
— ax £ P dx + - S dx .
1l +x 1 +x 1 +x

Pour majorer le premier terme du second membre, remarquens que si s € R,
teR ,ona: |Js+it-.J5|<t+2,Eneffet st |s|>1,

fs+it

. Elstsw
2/z

s+t - 5| = |

Sl

et si |s|.$i1 ’

Vs +1it -5l sJT+E+1gt+2 ,

Par suite

/% -nw)
2 = s
1 +x 1 +x

Va(z) + 2
2

dxs»rva(z) x + 2n

’ a
Or, par FUBINI, I Va(z) dx = m I;a du(x) € ™, de sorte que le premier terme est
majoré par 3m . Par ailleurs

- 1/2
JiU
w2 e e ey
‘ 1 + z2 a 2[(x2 - y2 + 1)2 + 4x2 y2]

et un calcul simple montre qu'il existe deux constantes strictement pesitives Yo

et K telles que, pour tout y € J)O , yo[ , on ait :
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Donc, si ¥y € )0 ’ yo[ :

2 2
v (2)]1/2 O S UL L E T O
[ e 11[ a 1|2 a + = dx
—— 3 & sy z x| sx 2 T 5
1 +x 1+ 2z 1 +2 1 +z2
8/20) - %) 1 E ) 1 B2
\<—1- 2a Xty 2dx $3TT+-KI 2dx .
K 1 +x 1+ 2z 1 + 2
Or, par les résidus, il vient :
1/2( )
z
& —a B (1)1/2
1 + 2
et comme :
a
B (1) = [ o [ [, ww s,
le second terme est majoré par 3m + '%
Q. E. D.

COROLLAIRE 1. - Avec les notations du lemme 2 :

<+
f lEéL.lEﬁ%ll dx <M pour y € )0, VO[ .
1 +x

En effet, clairement : log+ x.s,JE .

LEMME 3 (POLLARD). - Si H est une fonction analytique non nulle dans le demi-

plan Im z > O , bornde inférieurement dans tout demi-plan Imz>7>0, alors la

fonction y +> f lBﬁngiéll dx est bornée au voisinage de zére dans 1l'inter-
valle )0 , —( . L+x

Pour tout 1 > 0 , soit H,P la fonction analytique 2z ¥—> H(z + im) définie
|

dans le demi-plan Im z > - T} et soit Kn la composée de la transformation con-

forme z +—> 1 i ; Z et de ILn . On est ramené & prouver que l'application

N > IO log lK (ele)l do est bornee inférieurement dans un voisinage de zéro,
K,n est analytique et bornée dans le disque |z1 sauf au point -1 , et 1'en-

semble des zéros de K., sur le cercle [zl = est dénombrable.

l



1-06

Supposons d'abord H(i) # 0 . Alors, comme K_(0) = H(l(l + 1)) , il existe un

voisinage V de zéro pour 17 dans lequel |K l l
de Jensen, pour tout r € (0, 1( et tout 1 e Ve

I . D'aprés le théordme

2n . ’
Io log lKn(Tele)I as > 2m log lKﬁ(O)I > 21 log ]Hgl)‘

I1 suffit alors de passer a la limite pour r tendant vers 1 , ce qui est pos-

sible puisque K, est bornée dans le disque Izl <1 et que

I

lim log |K (re )| = log (Kn(eie))
]

sauf peut-8tre sur un ensemble dénombrable.
Enfin si H(i) =0, on écrit H(z) = (z - 1)P H (z) ob H (i) # 0 et le méme
raisonnement marche.

COROLLAIRE 2. - Avec les notations du lemme 1, la fonction

;s J rog [B(2)I] 4
1+ x°

est bornée au voisinage de zére, pour toute mesure bornée y .

Cela résulte du corollaire 1, du lemme 3 et de 1'égalité
llog Xl =2 log+ Xx - log x 3

H vérifie bien les hypothéses du lemme 3 : en effet, l'espace vectoriel fermé en-

gendré par les fonctions t y—> i T (o Im z # 0 ) est une algtbre autoad-

Z
jointe qui sépare les points de R , donc est dense dans (%(E) 3 par suite, si H

était nulle, p le serait aussi.

Terminons enfin la démonstration du théoréme : on a H(z I un GgéE% » puisque
1 1 u uit u’ j m &
i e + = - et que u dp(u) =0 pour tout m ,
Z : Z z (u - z
Par suite

p(z) H(z) = j p(u) %E§E% pour tout p € R[g]

si nw(p) €1, |p(w) au(w)l s n(p) n(p) < nlw) , de sorte qu'on peut appliquer le
corollaire 1, ol du(u) est remplacée par p(u) du(u) , pour majorer le premier

terme ; enfin le corollaire 2 permet de majorer le second.



1-07

3. - Nous allons voir maintenant comment on peut retrouver un certain nombre
de critéres suffisants pour qu'une semi-norme finie croissante sur GP(E) soit

fond:-mentale.

PROPOSITION 1 (Critére de Paley-Wiener). - Pour gqu'une norme croissante m sur

GP(g) soit fondementale, il suffit que, si l'on pose n(xn) = An , 1'intégrale

Jx 2n ax
log (3 Xy S5
n=0 "2n 1 + X

soit divergente.

2n
Si 1t'intégrale J log ( Z: T )-— dx > diverge, il en est de méme de
on n=0 "2n 1 + x
JT logt ( 2 X ) dx 5 , comme on le voit en changeant x en L, et alors,
n=0 2" A 1+ x° 2
2n
par FATOU :
- , m X2n ax
s pJ, log (> = ) 5=+ .
relN n=0 27 A 1 +x
2n
on m XZn
Or, comme ﬂ(ifmd =1, nly -=—) <1, et tout résulte du théordme 1.
2n n=0 27 A
2n
Remarque. — Si la suite Ai est croissante, il suffit que 1l'intégrale
0
r log ( Z; ___Q‘__Q___ soit divergente.

PROPOSITION 2 (Critdre de Ca;leman—Denjoy). -~ Avec les notations précédentes, il
1/n 1/n

suffit enc~-: que la suite An soit croissante et la série A;

1/n

En effet, 3'il en est ainsi, posant a = An

divergente.

, on sait que la série

n(i— - ) est divergente. Or
a
n n+1 x
n
f in dx < fean+1 105(51) 2 n 1 1
log 2 Z5) ~=o 2 2 S, 2 dx CACRw
An 1 +x n=0 n 1 +x n=0 n n+1

Ce dernier résuitat :e déduisait d'lL-bitude des théordmes de quasianalyticité, En
revanche, 1'étude précédente permet de retrouver ces derniers en les généralisant.
On voit s'introduire :aturellement la *ransformation de Fourier, qui joue un réle
important dans certaines approches du probléme de Berstein. Rappelons qu'une fonc-

tion indéfiniment dérivable est dite quasianalytique si elle est nulle ou s'il
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n'existe aucun point en lequel elle soit nulle avec toutes ses dérivées ; un ensem-
ble de fonctions est dit quasianalytique s'il ne contient que des fonctions quasi-
analytiques. Dans les mémoires classiques (R. CARLEMAN [ 3], S. MANDELBROJT [5]), on
étudie la quas1analyt1c1te des sous-ensembles de ép(g) définis par des inégalités
du type : H H , ne N . En rdalité, au lieu de considérer senlement les
dérivées, on peut aussi s'intéresser & tous les opérateurs différentiels polyno-
migux. Si 1l'on désigne par D_ 1'opérateur différentiel défini par le polynbme p,
au lieu de se donner une suite (An) , on se donnera une semi-norme T sur les po-
lynbmes, et on étudiera la quasianalyticité de 1'ensemble des f de Cm(g) telles
que @ HD )| € n(p) , p e R[X]. Le cas classique correspond & la semi-norme
Ta X" v—> Ta A .

PROPOSITION 3. - Soit 1 une semi-norme finie fondamentale sur C (R) : 1l'ensem-

ble des f e G?(B) telles que ||D ( 2)(f)n2 < m(p) pour tout polynome p , est

Y
quasianalytique. Pil+s

Supposons qu'il existe une fonction f de G (R) telle que |D ( 2)(f)n255n(p)
p(14+X
et D (f)(O) = 0 pour tout polynSme p . Puisque m est finie, f appartient a

®E2 et par conséquent, pour toute fonction g de G (R) , le produit par g de
la transformée de Fourier f de f , appartient a E N 8 . En outre, d'apres
PLANCHEREL : HDp(f)HZ = ||pf||, - De 1'hypotndse |p(1 + ¢ 22| < nlp) pour tout po-
lynme p , il résulte, puisque m est fondamentale et 82 complet, que

Hg(l + gz)%n.s n(g) pour toute fonction g de GP(E) . Par suite la forme lindai-
re sur GP(E) : g > g(x) f(x) dx est continue pour m puisque, par 1'iné-

galité de Schwarz :

2\~
H 1 Hg(l + g )fHQ “ 2“2 < mle). — P2”2 .
+ g 1 +£
Comme Dp(f)(O) =0, il vient : I p(x) £(x) dx = 0 pour tout polyndme p , puis
par continuité I g(x) f(x) dx = 0 pour toute fonction g de CP(B) , dtou f =0
et enfin £ =0 .

COROLLAIRE 3 (CARLEMAN—DENJOY). - Soit An une suite de nombres strictement po-

sitifs telle gque la suite A; n soit croissante, et la série A;l/n divergente 3

dans ces conditions, la classe définie par les inégalités Hf(n

Hz.s A~ dans

@m(g) est quasianalytique.

En effet, il résulte de la proposition 2 et du théoréme de Plancherel que la
semi-norme sur GP(E) : g > el + §2)§H2 est fondamentale ; elle est en ef-

fet croissante, et le seul effet de 1 + § est de produire un décalage dans les



—
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(@]

0

An . On applique alors la proposition précédente.

Remarque. - Les conditions classiques font apparaltre la norme £° au lieu de la
norme 82 ; i1 est en effet facile de passer des unes aux autres (voir PALEY-WIENER
[6]). Pour se ramener & 1'intervalle (-~ 1 , 1), on peut utiliser un lemme de
N. LEVINSON disant que, si f € Gw[— 1, 1) vérifie la condition de Carleman-
Denjoy et s'annule pour les valeurs négatives de la variable, il en est de méme de

la fonction t —> eF (1 - e—t)

°

Nous avons vu comment on pouvait interpréter le probléme de Bernstein avec la
semi-norme f > ||fw]] . Toutefois, pour définir sur GP(E) une topologie compa-
tible avec la structure d'algébre, on est amené & considérer l'ensemble des semi-
normes f > nflw‘hn ot A parcourt l'intervalle Jo , -( s ce qui correspond
a chercher les poids w tels que, pour tout X\ € Jo s -( s ]w]h soit un poids

fondamental.

Si 1'on cherche maintenant & généraliser le probléme, pour retrouver le cas de
g? par exemple, on est amené, comme L. NACHBIN [7], & remplacer R par un espace
topologique localement compact X , et g[g] par une algébre d de fonctions nu-
mériques continues sur X , & se donner, au lieu d'un seul poids, une partie W de
1'algebre GO(X) des fonctions numériques continues sur X tendant vers zéro &
1t'infini telle que W c eo(x) , et & étudier la totalité de OW dans eo(x) . Bn
fait, le cas ou U est réduite & F

2
tous les sous-espaces fermés de CO(X) ; on est donc amené & le formuler dans le

montre que ce probléme englebe 1'étude de

cas général de fagon différente (voir [6] ou [7]). Cette autre formulation coincide
avec la précédente lorsque & sépare les points de X , mais, dans ce cas, les ré-
sultats de L. NACHBIN concernent en réalité le probléme beaucoup plus fort de la
densité de Ow dans GO(X) pour tout w € W , ou celui, équivalent & ce dernier
lorsque les fonctions w ne s'annulent pas, de la densité de @ dans 1'algdbre
qa(X) des fonctions continues sur X majorées par une fonction de @ , pour la
famille de semi-normes f +—> |Ifw| ol w parcourt W . Li encore, si 1'on veut
définir une topologie compatible avec la structure d'algébre, il faut supposer par
exemple que, pour toute fonction w de W , il en existe une autre w' telle que

w'2 < le .

On voit donc que la généralisation de nature topologique manque son but, et on
préférerait aborder le probldme par un quantificateur existentiel et non universel
devant w . Cela suggére 1'idée que la vraie généralisation est de nature bornolo-
gique. Par ailleurs, on aimerait s'abstraire davantage : d'une part, on peut rem-
placer la notion d'adhérence par celle de complété, d'autre part, considérer une

algebre @ non nécessairement réalisée comme une algébre de fonctions ; on sait,
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en effet, que le probléme posé est facile lorsque les fonctions de @ sont bornées,
et une méthode de démonstration de L. NACHBIN consiste & prouver que 1l'adhérence de
@ est aussi celle d'une algebre de fonctions bornées. On est conduit & poser la

définition suivante.

DEFINITION 1. - Soit ¢ une algdbre & bornés ; on dira que & est spectrale

s'il existe une partie G de @ telle que la sous-algébre engendrée par G soif

dense dans @ au sens de MACKEY, et dont tous les éléments sont réguliers.

Pour la définition d'une algdbre & bornés, on renvoie & L. WAELBROECK [ 12] et
pour les définitions générales sur les bornologies, & [ 10]. On rappelle qu'un é1é-
ment a de & est dit régulier si (a - z)-l est défini et borné au voisinage du

point & 1'infini de C (voir [12]ou [13]). On peut énoncer :

THEOREME 2. - Soient & une algdbre & bornés réelle unitaire compldte (ef. [12])

et G une partie de d telle que la sous-algebre engendrée par G soit dense au

sens de MACKEY dans { , et vérifiant la condition @

(i) Soient P, + 9, deux familles de B£§] telles que Ipal < lqai , ¢ x un
élément de G ; alors, si la famille qa(x) est bornée, la famille p@(x) 1'est

aussi.

Pour que @ soit spectrale, il suffit que G vérifie en outre au moins 1l'une

des conditions qui suivent :

(ii) Pour tout élément x de G, il existe un disque borné B tel que HXHHB

soit fini pour tout entier n , la suite Hxnné/n croissante et la série

B

divergente.

(ii') Pour tout élément x de G, il existe une suite A de nombres stricte-

1/n

ment positifs telle que la suite A;/n soit croissante, la série A; diver=

gente et la famille %2 bornée.
n

(iii) Pour tout élément x de G, il existe une suite (pn) dans B[g] , qui

soit bornée sur tout compact, et telle que la suite des degrés des P, tende vers

1'infini, gue la suite (pn(x)) soit bornée dans d et que

+
log' p, (%)
sup § —— 0 "

nel 1+ £°

dt = + o .,

Rappelons que la notation || HB désigne la jauge du disque B ; dans la condi-
tion (ii), il est admis que ||x™|™/™ puisse 8tre égal & + @ , ce qui rend la sé-
rie trivialement divergente ; enfin les conditions (ii) et (ii') sont équivalentes,

comme le lecteur s'en convaincra aisément.
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Preuve du cas (ii). - Soient x e G , et A, une suite de nombres strictement

positifs telle que la suite Al % soit croissante et la série A_l/n divergente,
xB b ) n
et que la suite = soit bornée. On a aussi
n
g A—l/Zn -
2n !
n=0
. . N n . 1/n

et on peut toujours supposer, quitte a remplacer An par n  , que la suite An

tend vers 1'infini ; on peut alors considérer sur R la fonction

© t2n
t b= f(t)= 2 -
n=0 2 A2n

Comme

@

n -1/2n _

est un poids fondamental sur R . Par suite, pour toute fonc-

=

la fonction w =

tion k de GP(E) , 11 existe une suite 128 de polyndmes telle que la suite

n(k - pn)wn tende vers zéro, d'ou une suite Xn de nombres strictement positifs

tendant vers zéro, telle que

e, - o st

Prouvons que la suite pn(x) est une suite de Cauchy-Mackey dans & ; il suffit

pour cela de voir que la famille h;l(pn(x) -7, )) est bornée, donc que 1l'en-

+m(X
semble des p(x) ol p est un polyndme tel que 'P|<S f , 1l'est. Or, si lpl.szf,

il existe un entier m tel que l'on ait :

m t2n
lp| <2 > o s
n=0 27 A
2n

en effet, si q est le degré de p , la fonction

q+1 2n
1 -
t > p(t).(3 ——)7
n=0 27 A
2n

tend vers zéro & 1'infini et il existe un intervalle compact I pour t en dehors

duquel elle est majorée par 1 .

2n
D'autre part, puisque la série - est normalement convergente dans I , il
27 A
2n

il existe un entier r tel que
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T t2n 1
(t) - > ———| < =— pour tout t de I .
n A
n=0 27 A 0
2n
m t2n
I1 suffit alors de prendre m = sup(q , r) . Par suite, comme la suite 2 =
n=0 27 A

est bornée, il en est de méme de l'ensemble B des p(x) ou p est un poly- 2n

ndme tel que |p| < f , d'aprés la condition (i). La suite de Cauchy-Mackey pn(x)
converge vers un élément de A que nous noterons k(x) ; il faut voir pour justi-
fier cette notation que k(x) ne dépend que de k et de X et non du choix des
suites An et P, - I1 est facile de vérifier que k(x) ne dépend pas de la suite
P, car si p£ est une autre suite de polyndmes telle que H(k - pé)w“ tende
vers zéro, il existe une suite décroissante hn de nombres strictement positifs
tendant vers zéro telle que |K;1(pn - P£)|-$ f 3 il s'ensuit que

X;l(pn(x) - pﬁ(x)) appartient & B et, si D est un disque borné complétant con-

tenant B , il vient :

p_, (x) - (x) e A, D ,

1]
n+m Pr+m
d'ol :

i i
lim pn+m(x) iiz pn+m(x) €A, D

m—co

et coome NA_ D=0,
n n

lim pn(x) = lim pé(x) .

n—o -

Enfin, k(x) ne dépend pas de la suite An , car 1l'ensemble des suites An de

nombres strictement positifs telles que Ai/n soit croissante, A;l/n divergente
n

et ~§- bornde, est filtrant décroissant, et si An , A' sent deux telles suites
n n © t2n

avec AQ-S.AH , toute suite p_ approchant k pour le poids (2 —?r———)_l ap-
on n=0 2 A2n

@
proche aussi k pour le poids (> L

— n !
n=0 2 A2n

1'application k —> k(x) de G?(ﬁ) dans @ est un homomorphisme d'algdbre qui

)™l . 11 résulte de cette unicité que

induit sur R[&] 1'homomorphisme canonique de R[] sur R[x] ; le seul point non
évident est le caractére multiplicatif : Soient k , 4 deux fonctions de CP(E) ,
p, une suite de polynbmes approchant k , q, une suite de polyndmes approchant

4 pour un méme poids gt s on a
et -, a | = 10 =)0+ (4 - a))p]

< (le-p |+ 1o = q D0kl + 12l +£) = oLk = p | + [ - a,)f]
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de sorte que P, 9y sera une suite de Cauchy-lMackey pour le borné {p(x) !

P e g[g] et lpl < f2} . Enfin, si 1l'on munit GP(E) de la bornologie engendrée
par les ensembles {p(x) | p e Rlg] et lp| < £8} , il est facile de voir que
1'homomorphisme défini plus haut est borné. Par suite, si pour un nombre réel a ,

k - a est inversible dans GP(E) et si 4 est son inverse, on a :
2(x) (x(x) - a) = (2(k - a))(x) =1

ce qui prouve que k(x) - a est inversible dans U . En particulier si k est
bornée, pour tout a > ||k|| , k(x) - a est inversible et (k(x) - a)—1 borné au
voisinage de 1'infini, ce qui prouve que k(x) est un élément régulier. Pour ache-
ver la démonstration, il nous reste & prouver que l'on peut approcher x par de
tels éléments. Il est clair qu'il existe une suite kn dans CP(E) formée de
fonctions bornées, et une suite Xn de nombres strictement positifs tendant vers

zéro telle que lx - knl < kn f ; pour tout n , il existe maintenant une suite
(pn,m)meN
tendant vers zéro, telles que |kn - P

de polyndmes, et une suite (X ) de nombres strictement positifs

n,
’ml

x - py L Oy 2 DE

mEN

m
<A £, d'ou

n n,m

I1 en résulte

kn(x) - pn,m(x) € kn,m D et X - pn,m(x) € (An + Xn’m)D ,

d'ot x -k (x) € (A_+ 2\ )D et, si on fait tendre m vers 1'infini
n n n,m
X - kn(x) € Xn D,

ce qui montre que x est limite au sens de MACKEY de la suite kn(x) .

Preuve du cas (iii). - Soient x wun élément de G et (pn) une suite de poly-

némes, bornde sur tout compact et telle que la suite des degrés soit non bornée,
que la suite (pn(x)) soit bornée dans d , et que
r log¥ p (%)

1 + t2

X

dt > ™ log 2 .

La construction précédente peut &tre reconduite avec

oo}
1 2
(1) = 3 L (5 ()7 .
n=0 2
Scholie. — Les conditions (i) et (iii) du théoréme expriment tout simplement que
la suite x° ne tend pas trés vite vers 1l'infini lorsque x appartient & G ;

X . n n . s .
elles généralisent le cas ou |[x' Il < a~ , qui correspond aux éléments bornés, ou,
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si 1'on préfére, aux algdbres de Banach. Quant & la condition (i), elle est réali-
sée, dans le cas commutatif, par les algdbres de fonctions qui ne font pas interve-
nir les dérivées (fonctions continues ou dans P ) ; dans le cas non commutatif,
il faut qu'il y ait suffisamment d'éléments semi-simples. On voit que le théordme
permet d'étudier des sommes pondérées (continues ou mesurables) de G*—algébres, ce

qui est une fagon d'étendre le probléme de Bernstein aux algdbres d'opérateurs.
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