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FILTRES LENTS BT ESPACES HYPERCOMPIETS

par Christian IECER

On définit une classe d'espaces uniformes (dits hypercomplets) qui contient les
espaces complets métrisables, les espaces compacts. On démontre qu'un espace hy-

percomplet a certaines des propriétés classiques des espaces uniformes complets
nétrisables.

1, Certaines c¢lasses de filtres dans les espaces uniformes.

(a) Procédé de construction. - Soit E un espace uniforme. Sur §(E) , ensemble

des filtres de E , il y a une structure uniforme naturelle ; une base d'entoura-
ges est constitude par les V (V , entourage de E ),

T={(0V) eFEP ; Xed => KeV, Ye¥ => V0iYed).

Cette structure est assez fine : deux filtres ne sont pas séparés si, et seulemont

si, ils ont le mfme régularisé (le régularisé de @& , r=g(®) , a pour base
{VX 3 Xed®, V entourage de E}; ¢ est régulier si o = reg(®) ).
Dans le paragraphe suivant, on trouve trois sous-ensembles spéciaux de F(E) :

dans chaque cas, on part d'un sous-ensemble ¢ de F(E) , et on étudie C o (On

fait les identifications naturelles qui conduisent & écrire E c PE)\{g} c T(E).)

1]

(b) ¢, = {points de E} => ¢, = {filtres de Cauchy de E},

G = {parties finies non vides de E}
ou

G = {parties précompactes non vides de E}

=> '% = {filtres précompacts de E} ,
avec la définition suivante :

DEFINITION. - Un filtre & de E est précompact s'il vérifie l'une des condi-
tions (équivalentes) :

() Tout ultrafiltre plus fin que & est de Cauchy ;
(B) VV entourage, 3 F finie cE avec V(F) € & ;
(y) VYV entourage, 3 K précompact cE avec V(K) € o .

Gy = {parties non vides de E} —> E; = {filtres lents de E}
avec la définition suivante :
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9-02 C. LEGER

DEFINITION 1. - Un filtre ¢ de E est lent si, pour tout entourage V , il
existe Y € & tel que

Xed => VX)>Y (ouencoresi YV, N V(X ed).
Xed

(c) On montre que dans de "bons" espaces les filtres obtenus ont des points

adhérents, et méme qu'ils ont un "bon type de convergence'.

DE')FINITION 2. - Un filtre & de E converge vers une partie A de E si :
() VV entourage, V(A) € ¢ ;
(B) VV entourage, VXed, V(X)>A;

ou encore si @

A#@P et ¢ et A sont non séparés dans J(E) .

Remarques :

® converge vers {x} <=> & converge vers x .

Si & converge vers A , alors (& converge vers B) <=> 'B':Z .

Si ¢ converge vers une partie, alors ¢ a un point adhérent, et méme :

PROPOSITION l. =~ Soit ¢ wun filtre de E . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) @ converge vers une partie ;

(p) ¢ converge vers son adhérence ;

(Y) VACE, si ¢ aune trace sur A , alors, dans tout voisinage uniforme

de A, & a un point adhérent.

Dans un espace uniforme, un filtre qui converge vers un point (resp. une partie
précompacte, une partie) est un filtre de Cauchy (resp. un filtre précompact, un
filtre lent). Inversement, dans un espace uniforme séparé complet, un filtre de
Cauchy (resp. un filtre précompact) converge vers un point (resp. un compact). Par
contre, il existe des espaces uniformes séparés complets ayant un filtre lent sans

point adhérent (voir exemples plus bas). Toutefois :

PROPOSITION 2. - Un espace uniforme complet écartisable est hypercomplet, en dé-
finissant "hypercomplet" comme suit :

DEFINITION 3. - Un espace uniforme E est hypercomplet (resp. hypercomplet au

sens faible) si tout filtre lent de E converge vers son adhérence (resp. a un

poiht adhérent).
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Démonstration de la proposition 2. - Soit & wun filtre lent de E , espace uni-
forme complet écartisable. (Question : ¢ converge-t—il vers son adhérence ?)

On peut supposer ¢ régulier (car & et reg & sont non séparés dans sE) ).

Soient A CE , avec sup(A , &) existe, et U un entourage de E o(Juestion :
® a-t-il un point adhérent dans UA ?)

Soit d un écart définissant la structure uniforme de E avec
dlxy) g1 = (xy) €U
pour n> 1,
V=169 € B abw) 51,
X =NV _X.
noyed B

(a) {Xn}' est une base de ¢ :
- & {&tant lent, Vn, X €o;
- ¢ étant régulier, VXe€o®, 3IYed, In avec X)VnY,d‘ob

XoX .
n

(B) Soit kl € AnX, (ona supposé sup(A®) existe). On définit par récurren—

3 T
ce x eV x nX (si X, €X ,alors x eV X . ).

() (xn) est une suite de Cauchy (car d(xn xml) sLn ), donc converge vers

s . 1 N
un point x €E .Ona xe UL (car x; €4, d(xn xn+l) <=5, et d'aprés le

choix de d ), et x est adhérent 3 & (car x € Xn s {Xn} étant une base de
% ).

2. Exemples de filtres lents.

(a) Un filtre de Cauchy, et mfme un filtre précompact, est lent. En particulier,
dans un espace précompact tout filtre est lent ; la réciproque est vraie. Plus gé-
néralement, soit c¢ un cardinal infini ; si E est un espace uniforme c-sépara--
ble (VV entourage, I FCE avec Card F€c et VF =E ), alors tout filtre
de E , stable par intersection de cardinaux strictement inférieurs & c , est
lent ; la réciproque est vraie, si ¢ n'est pas somme d'une famille de cardinaux

strictement inférieurs & c¢ , le cardinal de la famille étant strictement inférieur
a c . ;
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(b) PROPOSITION. - Le gquotient d'un groupe abélien topologique hypercomplet au

sens faible par un sous-groupe est hypercomplet au sens faible.(en particulier,
est complet).

Prewe. - Soit p : G - H le quotient de G par ur sous-groape. Soit & wun
. . -1 . ‘s
filtre lent de H, p ® est lent ; en effet, si U c¢st un voisinage de 0O de

G, ona

N U+Y)y=n (U+p—LX)3p~1[ N (pU + X)] Ep-l d .,
—1: Xed Xed

. . -1 . :
Donc, si G est hypercomplet au sens faible, p % a un point adhérent ; enfin,

-1 ,
$=pp ¢ a un point adhérent.

(c) PROPOSITION. - Soient G et H des groupes atéliens topologiques, f =

G - H un homonorphisrz de groupes continu. On suppose G hypercomplet, H sépa-

ré, et que VU voisinage de 0 de G, fU est un voisinage de C de H.

A est ouverte (théoréme des homomorphismes).
Alors, f t ouverte (*h eme des ! rphismes

Preuve. - Soient UO R VO des voisinages de O de G ; on montre méme que
f(UG + VO) > fU, .
Soit Yo € FIJ—.S . VW voisinage de 0 de H, ona
Al
(yO+W)non;é¢ ou £ (yO+W)nUO;£¢.

Soit ¢ le filtre de G engendré par les A= f—L(yO + W) .
() & a une trace sur Uy (on vient de le voir)
(p) ¢ est lent, en effet :

Soit U wun voisinage de 0 de G ; on vérifie que V W voisinage e 0 de H ,

U+AND'AE‘_5.

Soit x€ A__j; ona fxeyo-pﬁ,d'oh v W
U

fxeyo+h’+fU,
d'on VW
xef’l(y0+w)+U=U+Aw.

Donc, si G est hypercomplet, & converge vers son adhérence (d‘aprés (B)) ;

en particulier (d'aprés (o)), @ a un point adhérent x

o avec erU + V., .

0 0
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Enfin, X adhérent & & , H séparé, entratnent fx. = d'ou

0o~
Yo € f(UO +VO) .

- (d) PROPOSITION. - Soient X un espasce topologique, ¥ un espace uniforme,

r: X -E miltivogue s. c. i. avec V xe X, Ix est fermé non vide. On suppo-

se C“()E) hypercomplet au sens faible. Alors, dans les deux cas svivants, I a
une sélection continue :

(o) Tout recouvrement ouvert de X admet une partition ouverte plus fine (par
exemple, X compact totalement discontinu).
(p) X paracompact, E e. l. c., VY xe€eX

, Ix est convexe.

On vérifie que, V décrivant le filtre des. entovrages de E , les

sz{lp: X->E; ¢ contime, VxeX, ¢xe VIx}

décrivent une base d'un filtre lent de C‘:u(XE) , dont les points adhérents sont
les sélections continues de T .

3. Stabilité des filtres lents d'espaces uniformes.

(2) & lent <«=> reg & 1lent .
(b) Si EcF, & filtre de E , alors
¢ lent dans E <=> @ lent dans F .
(¢) L'image uniformément continue d'un filtre lent est un filtre lent.

(d) Soit p: E 5 F wvérifiant + p est surjective, et V U entourage de E ,
3V entourage de T tel que

-1 -1
YyeF, p (Vy) cUp 'y ;
alors,

¢ lent dans F =—=> p"1 % lent dans E .
(e) Une bornme inférieure (infinie) de filtres lents est un filtre lent.

Remarque. - La borne supérieure, quand elle existe, de deux filtres lents n'est
Jy : : L
- pas en général un filtre lent ; soient A c R, A:{n+;; n=2,3, ..},

¢ (resp. ¥ ) le filtre des voisinages uniformes dans R de A (resp. N) ; @
et ¥ sont des filtres lents, mais ’

sup(¥®) qui existe n'est pas lent ,

sup(N®) qui existe n'est pas lent .
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4. Stabilité des filtres qui comvergent vers leurs adhérences.

On peut, dans le paragraphe 3, remplacer "filtre lent" par "filtre convergeant

vers son adhérence".

5. Stabilité des espaces hypercomplets.

(a) Un sous-espace fermé d'un espace hypercomplet (resp. hypercomplet au sens
faible) est hypercomplet (resp. hypercomplet au sens faible).

(b) Un quotient d'espace hypercomplet (resp. hypercomplet au sens faible) est
hypercomplet (resp. hypercomplet au sens faible), oi on adopte la définition sui-

vante :

DEFINITION. - i F et F sont des espaces uniformes, p : E «+ F est un quo-
tient si :

(a) p est surjective.

(B) p est uniformément continue.

(y) Y U entourage de E, 3V entourage de F tel que, VyeF,

-1 =1
p VyclUp y.

(c) Une somme dénombrable de Banach (dans.la catégorie des espaces localement
convexes) peut avoir un quotient non complet (donc, ne pas 8tre hypercompléte au

sens faible) ; voir [ 2], page 265, ex. 5.

(4) Le produit de deux espaces uniformes hypercomplets peut ne pas &tre hyper—

complet au sens faible (on donue un exemple au paragraphe 7).

PROPOSITION, - EI est _hypercomplet (resp. hypercomplet au sens faible) si, et

seulement si, ‘I est fini ou dénombrable.

Premiérement, si I est fini ou dénombrable, BI est complet, métrisable, done

hypercomplet.

Deuxiémement, si _I}I est hypercomplet au sens faible, tout filtre de EI sta-

ble par intersection dénombrable étant lent (car EI est R-l-séparable), a un
‘point adhérent ; autrement dit, _I}I est un espace de Lindeldf, donc est paracom—
paet ([1], §4, ex. 23 c¢) ; enfin, I est fini ou dénombrable ([1], §4, ex. 10).

COROLIATRE. -~ Un produit non dénombrable d'e. v. t. séparés distincts de {0}
n'est pas hypercomplet au sens faible.
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6. Espaces presque écartisables.

On signale une-classc assez riche d'espaces hypercomplets, qui a de bonnes pro-
priétés de stebiliteé.
DEFIFITION 4. - Un éeart d sur un espace uniforme E est propre si :
(a0) a4 est uniformément continu ;

(B) Tout ultrafiltre de E dé Cauvchy pour 4 est déja de Cauchy dans E .

Un espace uniforme est presque écartisable s'il a un écart propre.

PROPOSITION 2', - ila classe des espaces uniformes complets presque écartisables,

(a) est contemue dans celle des espaces hypercomplets,
(B) contient les espaces métriques complets, les espaces uniformément localement
compacts (i. e. ayant un entcurage V tel que, pour tout point x , Vx soit re-

lativement compact), en particulier les compacts, les groupes abéliens localement
coumpacts,

(Y) est stable par : sous-espace fermé, produit dénombrable, et quotient.

7. Liaison avec la notion de paracompacité.

PROPOSITION 3. - la structure uniforme universelle d'un espace paracommpact est
hypercompléte.

Soit E un espace paracompact muni de sa structure uniforme universelle ‘UD .

(a) Tout filtre ¢ de E , tel gue V V entoursge

NnVEig,

Yed

a un point adhérent.

En effet, tout recouvrement ouvert de E est wni ({1], §4, ex. 19 a), donc
divisible ([1], §4, ex. 16 a) ; ainsi, tout voisinage de la diagonale dans E x B
est entourage pour ‘Lb .« Soit & un filtre de E sans point adhérent ; on trouve
qu'il existe V € UO tel que

nvw=g¢g,
Xed

en écrivant que le recouvrement ouvert de E , formé par les (X (e %), est
uni.

(b) Un espace uniforme vérifiant la condition (a) est hypercomplet.
Soient ¢ un filtre lent de E, ACE avec sup(A , &) existe, U un en~
tourage. (Question : ¢ a-t-il un point adghérent dans UA ?).

185



9-08 C. LEGER

Soit V¥ = sup(UA , @) .

V V entourage, N V(WA nX) £¢;
Xed

il suffit de le montrer pour V c U']' s or,

v eyt => V(UAnX)>AnVX;

?

1'inégalité en résulte, puisque & est lent et sup(A , ®) existe. Ainsi ¥ a

un point adhérent, ou encore ¢ a un point adhérent dans UA .

On a déja remarqué dans un cas particulier que :

PROPOSITION 4. - Un esnace uniforme séparé hypercomplet au sens faible R-1-
séparable a une topologie paracompacte (voir 5 (d)).

D'autre part, on peut montrer qu'un espace uniforme complet presque écartisable
sépare a une topologie paracompacte.

Enfin, soit I un espace paracompact ayant une suite partout dense, tel que }E:2
ne soit pas paracompact ([1}, §5, ex. 16). E muni de sa structure uniforme uni-
verselle est hypercomplet (prop. 3), mais le produit uniforme E° n'est pas hy-
percomplet (prop. 4).
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