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(Math, Semin., 1) 8-01

Séminaire CHORUET,
Initiation & 1'Analyse,

4e année, 1964/65, n° &, 20 p. 4 et 11 mars 1965

VMESURES INVARIANTES

par Catherine DOLEANS

Introduction. - Soient (X , 8) un espace mesurable, et © une application affine
de l'ensemble des mesures finies sur (X , 8) dans lui-mdme,; on s'intéresse a
1'existence de mesures invariantes par 6 . On expose ici les travaux de KAKUTANI,
HAJIAN et ITO, [1], [2], [3]. Dans ces travaux, on étudie le cas o © est définie
par une application T de X daﬁs X , puis le cas ou @ est définie par un noyau
markovien, et on cherche des conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'une
mesure vy invariante par 6 et telle qu'une mesure m donnéefsoit absolument con-
tinue par rapport & v (l).

4. Mesures invariantes par une application.

L. Position du probléme.

Soient (X , 8 , m) un espace mesuré, ou la mesure m est supposée o-finie et
T wune application de X dans X .

On dit qu'une appiication. T de X dans X conserve la mesurabilité, si Be @
entraine TB €8 .et T B e B . Une

telle application T est dite de plus non
singuliére par rapport & la mesure m , si Be€® et m(B) = O entraine

n(T8) = m(T"' B) = 0 .

On dit qu'une application T de X dans X conserve la mesure m (ou que m

est invariante par 1'application T ), si on a, pour tout B € 8 , les égalités

n(T8) = m(T"' B) = m(B) .

PROBLEME. - Soient X , 8, m un espace mesuré, oi m est une mesure o—finie,
et T une application bijective, conservant la mesurabilité et non singulidre par
rapport & m de X dans X . A quelles conditions sur m et T , existe-t-il

sur (X ’ 8) une mesure u finie, équivalente & m , et invariante par T ?

(1) Deux mesures m et y sur (X , 8) sont dites équivalentes si elles ont les
mdmes ensembles de mesure nulle. Si m et y sont deux fonctions d'ensembles défi-
nies sur ® , m est absolument continue par rapport & v si WB)=0 => m(B)=0:
elle est uniformément absolument continue par rapport & y si Vv e¢>0, 38§>0,
tel que v(B) <5 => m(B) <¢ .
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8-02 C. DOLEANS

Dans toute la suite de cet exposé, ou supposera l'application T bijective, con-
servant la mesurabilité, et non singulidre par rapport 8 m .

2. Définitions.

2.1 Un sous-ensemble mesurable W de X est dit faiblement itinérant pour

T , s'il existe une suite infinie {ni}i_o L A'entiers positifs, négatifs ou
ns =0,l,00e
nuls. telle que les ensembles T - W soient deux & deux disjoints.

2.2 1ln sous-ensemble mesurable S dc X est dit fortement récurrent pour

s'il existe un entier k positif tel que, pour tout n €

=3
-

Z , on ait

k.
a(™sn y T8 >0.
i=0

2.3 ©Pour tout n € 72 , on définit les mesures P, Sur (X, ® par
n
0,(B) = n(T" B)

et pour tout n € i , on définit les mesures o_ sur (X , B)

oy par
n-1
1
o, ® =1 I n(rB) .
k=0
Les mesures on* Cp sont toutes équivalentes & m , puisque T est non sin-

guliére.

3. Corditions sur T EE m

3.1 W faiblement itinérant => m(W) =0 .

3.2 Pour tout ¢ >0, il existe k e N , tel que :

m(W) > ¢ => il existe au plus k images distinctes de

W par des puissances
de T .

3.2 m(3) >0 = 3 fortement récurrent.

3.4 Pour toute suitc infinie d'entiers (ni)i—O i positifs, négdatifs ou
=0,1,...

nuls, et pour toute fonction mesurable f(x) , strictement positive presque partout,
on a

2 (T %) = presque partout.
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3.5 Pour toute partition (Ak , k=1,2, ...) de X en sous-ensembles
mesurables, pour toute suite infinie (ni) 1=0.1 d'entiers positifs, négatifs
=0,1,...
ou nuls et pour presque tout x € X , il existe un entier k = k(x) tel que

T!'xe Ak pour une infinité d'entiers i .
3.6 la famille de mesures {pn , ne?} est équi-uniformément absolument
continue par rapport 3 m (c'est-a-dire ¥ ¢ >0, 13§ > O tel que
n(B) <§ = pn(B) < e

pour tout n €

).

3]

4, THEOREME. - Si (X, 8, m eostun espace mesuré, si la mesure m est o-finie,

et si T cst une application bijective, conservant la mesurabilité, et non singu-
liére de X dans X , chacunc des conditions (3.l), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6) est une condition nécessaire et suffisante pour gu'il existe une mesure W

finie, équivalente & m , et invariante par T .

Les conditions (3.i) sont invariantes par le remplacement de la mesure m par

une mesure équivalente. On pourra donc, dans la suite, supposer la mesure m finie
de masse 1 . ’

5. lemies prélininaires.

IEMME 5.1. - Soit A unc fonction d'ensecmbles & valeur réelle positive, monotone,

sous~additive, définie sur ® . Si pour tout A €8 , ‘)\(A) =0 = m(4) =0,
alors pour tout ¢ >0, 1§ tel que

AA) <5 = n(a) <€ .

Si ce résultat était faux, il existerait ¢ > O et une suite {Bn s n=1,2,.}
d'ensembles mesurables tels que

)\(Bn) <-;? et m(Bn)as n=141,2, ... .

Pour tout n=1,2, ..., soit p, un entier positif supérieur & n et tel que

o pn
n(a ) <—=£ (o a_= U B\ U B ).
n 2n+l noo I _k k=n k

Ceci est possible puisque, par hypothése, la mesure mn est finie.

Posons
B¥* = n y B et B*=n y B .
n=1 k=n n=1l k=n

‘(Math. Semin., 1) 161



804 . C. DOLEANS

on a
<3 i) : © @ @ @
B*=n (uy \a)=>nN U B \Ua=B*\Una .
n=l k=n Bk n n=L k=n k n=l P n=t B
donc
3 3
n(B*) 2 n(B*¥) - %m(An) >3
et
Pn n o, 1
A(B*) g a(u Bk)s > < <=7 ©pour tout n,

k=n k=n o=t

donc A(B*¥) = 0, ce qui contredit les hypothéses.

IEMME 5.2. - Soient (X , ® un ensemble ncsurable, et A une fonction d'ensem—

bles définic sur ® & valeurs réelles positives, suradditive. 51 (Bn)neN est une

suite décroissante d'ensembles mesurables, alors, pour tout ¢ > 0, il Cxiste un

entier n, tel que }\(Bnc \ Bn) < e pour tout n>mn, .

A est suradditive, donc monotone, et 3 = lim )\(Bn) existe. On a )‘(Bn) >8

N0
pour tout n ; soient € > O donné et n, tel que )‘(Bn ) <B+€.0naalors
0

'A(Bno \ Bn) + ),(Bn) < )\(Bno) <@+ e pour n>n,

donc

x(Bno \ Bn) < x(BnO) - }\(Bn) <e .

IEME 5.3. - Soient (X , 8 , m) et T comme dans les hypothéses du théoréme 4,

et A un ensemble mesurable de mesure strictement positive tel gue

1im m(T® 4) =0,
4o

il existe alors un ensemble mesurable S < A, tel que S soit non fortement récur-

rent, et tel que m(S) > 0 .

Soit m(A)»=¢ > 0, et soit 0 < € < o ; posons
¢

k2

£, =

x = pour k=1,2, ... .

e

Pour tout k

1,2, ..., onchoisit un entier B, pour lequel on a

nk—i

m(T &) <g pour i=0,1,2, .. ,k=-1.

(Ceci est possible car les mesures Pn sont équivalentes & m .) Posons alors
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MESURES INVARTIANTES 8-05

o k-l ~-i
A' = u Tnk

U AnA.
k=L i=0
On a m(A') g 2 kek =

k:l
et si 1'onpose S =A\A',ona m(S) >0 et

nk-i nku-i

T SAsScT An(A\NA)=¢ pur i=0,1 ,..., k-1 et k=1,2 ,...

S n'es_t donc pas fortement récurrent.

IEMME 5.4. - Pour tout ensemble mesurable B et pour tout ensemble fini

{pi y 1=0,1, ..., r-1} d'entiers, positifs, négatifs ou nuls, on &

r-1 Py —_
limsup 2 o (T * B) = ro(B)
N4 i=0 B

r-1 P
lim inf 3 4 (T * B)
neto  i=0 P

rg(B)
(o4 F(B) = lim sup 0,(B) et o(B) = lim inf on(B) ).
oo o

En effet, on a

+n-L -1
o B = o, @1 = 1175 0 p) -1 a5 < 22 ago
=p k=

pour tout entier pe Z , et tout ne N . On a done

r-1 Ps r-1l : r-1 2|p,]
IS o028 cro Bl< 2 lo @ B) 0@ ¢ —n® — 0
i=0 n i=0 ™ n i=0

quand n - + o , d'olu les relations énoncées dans le lemme.

LEMME 5.5. - Soit A un ensemble mesvrable avec m(A) = o > 0 . Supposons que

n-1
a(a) = lint 3 m(Tk A) <5,
g dim -
n+o - k=0

et soit k un entier positif tel que ﬂl—‘-f—il § <a . Alors il existe un ensemble
mesurable A' € A, avec m(A') <l_:£k_;_ll )

images disjointes par des puissances de T .

, et tel que W =4\ A" ait k + 1L
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8-06 C. DOLEANS

P
Soit Py = 0 ; choisissons un entier positif p, , tel que m(T 1 A) < § . Ceci
est possible d'aprés 1'hypothése sur A . Soit 1 < i k , et supposons les entiers
0= Py< Py < ... <p;_ ) déja choisis. On prend un entier positif p, tel que
Py > Py et que
i-l p.-p.
o(y T4 J4)<is.
j=0
Ceci est possible, car d'aprés le lerme 5.4, on a
i-1 ~p. i-l -p. i-1 -p.
gl T 98 =1mo(u T 78 sln I (T J(A) =ig(8) <is .
j=0 e j=0 N4 j=0

1

De cette fagon, on obtient k + 1 entiers 0 = p. < < ... < tels que
s ; n < Py Py q

i-1 P;=Ps
n(u T ) <is pour i=1, ..., k.
j=0 :
Posons
k i-l p.-p,
A' = u Tt '](A)
i=L j:O
on a
k i-1 D:=P. k
ma) ¢ X m(u TP da) < 3 g5 =KErs
i=1 j=0 i=l 2
1

Si l'onpose B=2A\A',les T "B, i=0, ..., k sont disjoints car

P4p

Py-P. -p.
T BBt Yia@\A) =g .

€. Démonstration du théoréme.

Nous allons montrer lesa implications suivantes :
(3.1) = (3.3) = (3.4) = (3.5 = (3.1) .
(3.3) = (3.2) => (3.6) == 1l'existence d'une mesure finie p invariante

par T , équivalente &3 m => (3.1) .

a. L'existence de la mesure p == (3.1) . - Ceci est évident puisque la me-
sure u est finie, et que tous les ensembles ™ W ont méme pe-mesure.

b. (3.1) => (3.3) . - En effet, si un ensemble S de mesure m(S) > 0
est nop fortement récurrent, pour tout entier n o, il existe un entier Y
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8-07
tel que
ar ¥ s arkg) o,
o kel -n. .

Soit N= U U TF 78nsS.ona nN) =0, et W=8\N est faiblement
chio 2 k=1L j:].
itinérant.

c. (3.3) => (3.4) . -5i (3.4) est "non vraie", il existe une fonction

mesurable f(x) > O presque partout, une suite 4'entiers {ni , i=1,2, ...}
et un ensemble mesurable ‘A de mesure m(A) > O tel que

n

£f(T ' x) <+ pour tout x€ A .
1

M

e
[\

Soit ¢ > O arbitraire ; m est finie, et f(x) est presque partout strictement
positive, il existe donc un nombre g, > © et un ensemble mesurable Cl de mesure

m(C1)<e , tel que f(x) 26 >0 pour tout x €X\C, , etona

® n. Led n,
Zxxc(Tlx)sél—Z £(T * x) <+o pour tout x e 4 ,
1=l A\ 1 i=l

(ot Xx\c est la fonction caractéristique de X \ C; ) ; c'est-a-dire, pour tout
1
x € A, il existe un entier h = h(x) tel que

n,
Tlxec1 pour tout i > h(x):-.
Soit A(k) ={x| xeA, h(x) <k} pour k=1,2, ... et soit 7 un nom
bre >0 tel que O < 7 <a=m(A) ; il existe un indice k, tel que
ng
A =A(k) ca, mA\L)<n/2 et T xeC pour xeh et ixk .

Par suite, on a

n,
lim m(T ©~ 4;) < m(C)) <
140

Nfjm
.

Pour tout p=2, 3, ... , on refait la méme construction en remplagant e par

%, on obtient ainsi, pour tout p=2 ,3 , ... , un nombre 5_ > O et un ensem
\ €
ble mesurable C_ avec m(C ) << et f(x) > 56 sur tout x€ X \ C
sble C (p) 5 E(x) 2 o \ ¢

On peut alors construire Ap < Ap—l tel que

I
m(Ap_L \ Ap) < P
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8-08 C. DOLEANS

et

Soit A'= 0N A ,cna
1 P
p:
s n
lim m(T" A') =0,

I

et

m(A)-—m(P A)
p=l

a-M>0.

W

En vertu du lemme (5.%), (2.3) est non vraie.

d. (3.4) =- (3.5) . -5i (3.5) est non vraie, il existe une décomposition
{Ak k=1,2, ...5 de l'cspace X , une suite d'entiers {ni, i=1,2, ...
et un ensemble A de mo;urc m(4) > 0, tels que, pour tout x €A et pour tout
k=1L,2, ..., onait T X € Ak pour un nombre fini au plus de valeurs de 1 .
Soit m(A) = a > 0, pour tout ¢ avec O<e<a,ettout %-—1,2,...,:11
existe B, < A, et un entier M_ tel que m(B ) <= k ,et TTx €A, pour au
plus hk valeurs de i, si x €l \ B .

@©

Soit A|=A\kULEk.Dna n(A') > a=-¢ >0, soit

e = 3 Ay () .
k-leI‘uk A

f(x) est mesurable, on a f(x) > O presque partout, mais pour la suite (ni)

) n,
2 AT ) < 4w v x €A

s
i=1

ce qui contredit (3.4) .

e. (3.5) => (3.1) . - En effet, si W est un ensemble faiblement itinérant

pour la suite (n;) , posons

i=i,2,
n,

M1
AL_X\IK_JIT Uoet A =T W k=2,3, . .

{Ak , k=1,2, ...] estune partition de X en ensembles mesurables et, pour
la suite (ni) et pour tout xew,ona T x €A pour i=k+ 1 seulement,
ce qui, d'aprés (3.5) , entraine m(W) =
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f. (3.3) => (2.2) . -8i (3.2) n'est pas vérifide, il existe e > 0 tel
que, pour tout entier r , i1 existe un ensemble mesurable B de mesure m(Br)> €,
et ayant r images T 1 B

y 1=0, ... , r~1 deuxa deux disjointes. On a

alors, A'aprés le lemme (5. 4),

r-1 p r-l p.
rc(B)—-llm ZO(T B)-o(L'TlB)sm(X):
e i=0 i=0 r

0 . D'apres
le lemme (5.1), il existe donc A €2 tel que G(A) = 0 et m(4) > O, mais alors
on a

On obtient donc une snite Br , tellr que m(Br) >¢e, et ~’J(Br) —

lim m(T" 4) < 5(4) =

e
ce qui contredit (3.2) .
g. (3.2) => (3.6) . -3i (3.6) est non vraie, il existe € > O et une
suite (A, , p,) d'ensembles mesurables A, et d'entiers p, tels que
i i i i
’ .1 Py
m\Ai) <= et m(T Ai) 2 2¢ .

2
@

Soit Bk = U A, ,ona B~ et m(Bk) ~ 0, mais en vertu du lemme (5.5), la
i=k i

condition (3.2) entraine que, pour tout ¢ > 0, il existe & > O tel que
m(B) > ¢ => g(B) 25
De plus le lemme (5.2) entraine l'existerce d'un k., tel que g(B \ Bk) <8

pour k > k; . Choisissons alors k) >k, tel que m(T 0 B, ) < & (ceci est pos-
1

sible, car m(Bk) ~ 0). Si 1l'on pose
pkO
B* =T (}3k \ B, )
0 1
ona m(B*) > st o(B¥) <6 ce qui contredit le choix méme de & .
h. (3.6) =—> 1'existence d'une mesure finie p invariante par T , équiva-
lente & m . - Si (3.6) est vérifiée, posons

w(B) = lim pn(B) 13mite au sens de Banach (%)

( ) Si E = {x = {x , suite bornee} , il existe une application x — F(x) de
E dans R ( F(x) est dite limite au’ sens de Banach de la suite (x ) ) telle que:
1° F Est linéaire ;
2° llminfx <F(x3 <11msupx 3
n =~ Db
30 si™y - ¥y = (y) , 8vee ¥ =X . . ona F(x) = F(y) .
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p  est invariante par T , et finiment additive sur & . D'sutre part, pour tout

e>0, 36>0 tel que m(B) <8 => pn(B)<e pour tout n € % , donc

w(B) < € . Par suite u est o-additive, et absolument continue par rapport a4 m.

De plus, p(B) < & entraine o(T" B) < & pour un n au moins, d'ou
mB) =p_(T"B) <¢ .

Ce qui montre que p est équivalente & m .

B. Mesures invariantes par un noyau.

L. Terminologie.

Soit (X , 8 wun espace mesurable.

L.l Définition. - On appelle noyau markovien sur (¥ , 8) wune application

qui, & tout couple (x , B, x€X

, B ea3) , fait correspondre un nombre P(x ,B)
‘tel que :

(i) Pour tout B € 8 , l'application x — P(x , B)
(ii) Pour tout x € X , l'application
x,e.

est mesurable,

B -- P(x , B) est une probabilité sur

1.2 DNoyau non-singulier par rapport 4 une mesure m . - Soit m une mesure
de probabilité sur (X , B) , le noyau P(x , B) est dit non singulier par rapport
a m si

m(B) = 0 => P(x , B) m-presque partout.

1.3 Opérateurs définis par un noyau.

(a) Soit ILb(B) l'ensemble des mesures bornées sur (X , 8) ; le noyau markovien

définit une applicaticn de J."b(B) dans ZT;b(B) qui, 4 la.mesure p , fait corres-
pondre la mesure uP , définie par

wP(B) =,-[X P(x , B) du(x) .

La mesure uPn est alors donnée par

wB'(B) =)y Plx , ay) awto
aw Px, B =l P, 8 rx, ) .

(b) Si le noyau est non-singulier par rapport 3 m , l'opérateur, défini en 1.3 (a),
laisse invariant 1'espace des mesures bornées absolument continues par rapport & m .
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On peut donc définir 1'opérateur P* gde Ll(m) dans LL(m) par

P*f = ;—m ((£.m)P) ( % désigne la dérivée de Radon-Nykodim par rapport & m ).
P* est un opérateur linéaire, positif, de norme 1

(¢) Si le noyau est non-singulier par rapport & m , il définit une application
de L°(m) dans L(nm) par

e — P (on Pgle) = |\ Px, ay) £(z) ).

L'opérateur P est linéaire, positif, de morme L , et P et P* sont adjoints
1'un de 1l'autre.

2. Position du probléme.

Soient (X , & un espace mesuré, P(x , B) un noyau markovien sur (X , ® et
m une mesure de probabilité sur (X . ®) . On cherche s'il existe une mesure v

invariante par le noyau P(x , B) et telle que m soit absolument continue par
rapport a v . ’

R_emargﬁe_. - S1 T est une application mesurable de X dans X , elle définit un

noyau markovien P(x , B) =¥ L (x) . Une mesure v  est invariante par le noyau P
'3

si, et seulement si, elle est invariante par T ; le noyau P(x , B) est non-singu-

lier par rapport & une mesure m si, et seulement si, m(B) =0 => m(T" B) =0.

3. Restriction du problime.

3.1 Soit (X ,3) , m, P(x, B) donnés comme au § 2. Considérons les me-
sures mP® et la mesure de probabilité
< 1 .50 .
o = 5 —— mp" (o P~ = identité).
n+l
n=0 2

Le noyau P(x , B) est non-singulier pour cette mesure u* ; en effet, on a

L
1
P

[ PG, B) ant(x) = 2 i wP™'(B) < w(B)
n=0

la mesure m est absolument continue par rapport 3 la mesure m* , de plus, si v
est une mesure invariante par P , et telle que m soit absolument continue par

rapport 2 v , on a

v(B) = 0 => rxPn(x,B) av(x) = 0 Vn,
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8-12

donc
Pn(x , B) = 0 v-presque sOrement, donc m-presque slirement

et par suite m*(B) = O . la mesure mw* est absolument continue par rapport & la
mesure Vv .

On pourra donc toujours, sans restreindre la généralité du probléme, supposer le

noyau non-singulier par rapport &4 la mesure m donnée.

3.2 On peut alors se restreindre & chercher l'existence d'une mesure Vo in-
variante par P et équivalente & mn .

En effet, s'il existe une mesure Vv 1invariante par P , et telle que m soit
absolument continue par rapport & v , soient

C={B, Bcd, mn@B =3, v(B) >0 et «=supv(B) ,
BeC
C est statle par réunion dénombrable, il existe donc By € C, tel que o = v(BO) .

ona v(By) = jX P(x , Bo) av(x) > 0 et m(BO) = O ; comme le noyau P(x , B)
est non-singulier, ccci entrainc que
B={x| Pk, BO) >0lecC,
et par suite B c BO v-rresque sfirement.
Les relations v(EQ) = vP(BD) , 0g Plx, BO).s L, et P(x, BO) = 0 y-presque
sfirement hors de BO entrainent
P(x , BO) = XBO(x) v=presque sfirement.
Posons alors
VO(B):\)(B\BO) VBe B ;
vy est une mesure équivalente & m et elle est invariante par P .
En effet, on a

vo P = [y PG, B) avgld = fy [P, B) - B(x, B 0BT avg@)

¢
car :X XBO(X) dvo(x) =0

vo P(B) = dy P(x , B\ B dvy(x)

"
}

X P(x » B\ Bo) d\)(X) - J‘BO P(x ; B \ BO) d\’(x) = \’(B \ BO) = \IO(B)

1

car ona P(x, B\ BO) = 0 v-presque sfirement sur B, -
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Dans toute la suite, on considérera toujours un espace de probabilité (X , 8 , m)
et un noyau markovien non-singulier par rapport & m ; et on étudiera 1l'existence

d'une mesure de probabilité y invariante par P et équivalente & m .

4. THEOREME. - 81 (X, 8, m estun espace de probabilité, et P(x , B) un

noyau markovien sur (X , #) non-singulier par rapport & m , on a les équivalen-

ces suivantes :

(4.1) Il existe une mesure v finie, invariante par P , et équivalente 3 m .
{
P . . 3¢ 1
(4.2) Le théoréme ergodique moyen est vrai pour P dans L (m), et la mesure v

A L ot
définie par v = lim -x-l- 2 m est telle que m(B) >0 = v(B) >0 .
U e k=0

n-1
(4.3) m(B) >0 = limsup> 5 mwP(B) >0 .
N+ n k=0

5. Démonstration du théoréme.

5.1 Rappels.
~ Théoréme ergodigue moyen. - Soient ¥ un Banach, T un opérateur lindaire conti-
n-1 )
1 X
nu sur y , et An:F zﬂT .
k=0

On dit que le théorime ergodique moyen est vrai pour x » T si, pour tout x ey

les suites An x convergent fortement dans y .

Pour que le théoréme ergodique moyen soit vrai pour T dans X » il suffit que :

(1) Les moyennes An soient uniformément borndes,
(11) I1 existe un ensemble K ¢y , tel que le sous-espace vectoriel fermé engendré
par K soit x et tel que, pour tout x e K ,

n
T
(a)’ nx - 0,
(b) 1'ensemble {A, x, neX} alapropriété de faible compacité pour les sui-

tes (c'est-a-dire : de toute suite, on peut extraire une sous-suite convergente fai-
blement) .

- Pour qu'un sous-ensemble M de Ll (m) ait la propriété de faible compacité pour
les suites, il faut et il suffit qu'il soit borné dans Ll (m) et que la o-additivité
des mesures {f.m , f e M} soit uniforme, c'est-a-dire : si En ~ ¢ , alors

lim Jg £(x) am(x) = 0 uniformément pour f e M .
4o o n

171



8-14 C. DOLEANS

n_l
5.2 Montrons que (4. 2) => (4.1) . - Posons b - 2 PE , on suppose
D k=0
donc que, pour tout f e ! (m), on a .

& 1
lim U £ =U'f dans L (m) .
n-+co n

Cette fonction U*f est alors P* invariante, puisque

R sy ar 3 ) 1 =
[PUr - U'r] = | 1im Pu*f—u”;f;:llim;f’“
ke n oo

, 3¢
Considérons la mesure v =U l.m , on a

. -1
v(B) = ‘Ip W1 (x) dn(x) = .rB lim innz P¥ (%) am(x) = 11m -ﬁ Z P (B)
’ k=0 k=0

Nt
car la limite a lieu dans h (m) .

Lla mesure v est P-invariante, elle est absolument continue par rapport & m .
Par hypothése, m est supposéc absolument continue par rapport a

v , la mesure v
est donc une mesure finic, équivalente &

m , et invariante par P .

5.3 Yontrons que (4.1) => (4.3) . -Si (4.3)
B €3 tel que l'on =it

est non vraie, il existe

m(B) > 0 et 1lim sup mUn(B) =90 (ou Un :i
Trvieo _ m x=0

il existe donc une suitc ng telle que

n. r n,
mP 1(B) = “'X Px,B)dn(x) — O.

I1 existe donc une sous-suite (nj) telle que les fonctions

P I(x , B — 0O mpresque partout.

Si v est la mesure finie, 1nvar1ante par P, et équivalente & m , qui est sup-

posée exister, les fonctions P j(x , B) — 0 v-presque partout, et on a
r n.
v(B) = PI(x,B) dv(x) — O,

ce qui contredit l'hypotheése m(B) > O .

5.4 Montrons gque @ 3) =—> (4.2) . - Considérons le sous-ensemble

X = {yB , Be® de L (m) le sous—espace vectoriel fermé engendré par K est

(). De plus, les opérateurs U sont uniformément bornés, 1'ensemble
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3t
{Un Xg» BE€ N} est borné dans ik (m), et on a
*
LY

B 1

“ 1 S o

Pour montrer que lc théoréme ergodique rmoyen est vrai dans ) , il suffit done
de prouver que la o-additivité des mesures Ui Xp+m est uniforme pour nelN , et

ceci pour tout B fixé dans B . Et si y est défini comme en (4.2), la relation
(4.3) assure la relation :

n(B) >0 = v(B) >0.

U; XB(X) dn(x) = JX XE(X) Utl XB(x) dm(x) = J‘X )(B(x) i XE(X) dn(x)

~1
<Jy P ante) = o (e) =-j;:§ n*(E) .

Pour montrer la o-additivité uniforme des mesures UZ Xg » il suffit donc de mon-
trer que la fanille des mesures {mP" , ne Nj est équi-uniformément absolument
continue par rapport & m (c'est-3-dire que, pour tout ¢ > O, il existe & > O
tel que n(B) <5 => mP(B) <6, ¥ n).

Pour cela, on nontrera d'abord que n est uniformément absolument continue par
rapport & la fonction d'ensemble nU = 11m :mf mU , et on déduira 1'équi-uniforme

absolue continuité de la famille mp" , On ut1llbera le lemme suivant, qui sera dé-
montré plus loin.

IEME 5.4.1. - Si f est une fonction de L (m) , telle gue Uf = lim inf U £
soit invariante par P , il existe une suite gN de fonctions de L (I.{IS‘ telle que :

(1) o< sgyst, gl,(x) 7 £(x) n-presque sfirement.
(ii) Pour tout % , on a

UgN(x) = linm sup U gN(x) < ln inf U f(x) = Uf(x) m-presque sfirement.

T+ T+

LEMME 5.4.2. - (4.3) = n est uniformément absolument continue par rapport
4 la fonction d'ensemble nU .

Soit B € ® ; la fonction g = lim inf Un Xg vérifie Pg< g m-presque sfirement,
et on a 1'égalité presque sfire. Do

En effet, s'il existe € > 0, et Ee€ 3 , de mesure m(E) > 0, pour lesquels

ona g-Pg>¢€¢ sur E, on obtient
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n-i n-1 - n-1
T e < o) PR ) = LT e o
O \) * \

:.er (g - P g) dm < 2jjglj, <+«

(car - Fz & g presque sQrement ==> -p? g < g presque slrement), mais (4.3) en-
traine alors m(E) = O .

Pour tout B € & , la fonction g = lim inf Un Xp est P-invariante.
o+
la fonction d'ensemble mU = lim sup mb’n est sous-additive, la condition (4.3)
b
est donc équivalente & la condition suivante :

P e>0, 1o>0 tel que m(A)>-% => 1lin sup mU_(A) > & .
ey n

Soit B e & , vérifiant m(B) > ¢ , d'aprés le lemme 5.4.1, il existe une suite

gy f(x) presque stirement, et vérifiant 5.4.1(ii). Posons pcur tout N .

3, i

1
XEB’ XB"gN<E};
il existe N tel que 1l'on =zit

m{

On a alors

i 1 LS i 13 . .
5 lim svp L-n Xiﬁ_w < lim sup Un 8y < lim }nf Un Xz
ot R feat) N4
.

et, d'aprés le lemme de Fatou,

o, . s s e
& 7 lim sup :sun(EN) & lim inf mUn(B) .

oo

Ce qui démontre le lemme 5.4.2.

IEMME 5.4.3. - 81 m est uniformément absolument continue par rapport & mU ,
la famille {mP" , nc N}

est dqui-uniformément absolument continue par rapport

& m.

Si ce lemme était faux, il existerait ¢ > O et une suite Bi d'ensembles tels
que m(Bi) ~ 3 et sup mPn(Bi) >4y , 7 1. 0n peut toujours supposer la suite B;

n 1 .
décroissante (en supposant m(Bi) < = et en considérant les C) = SU By ).

I1 existe & > O tel que

n(B) > ¢ => 1lim inf mUn(B) > 8 .
Jomd 4]

-
~2
&~
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Soit &, =1 .
D'aprés le lemme 5.2 du chapitre sur les mesures invariantes par une application T,

11 existe i tel que *

i>1i, => liminf oy (B, \ Bi) <8y .
e+ 0

n

De plus, il existe njy € N, tel que of O(Bi ) > 4e , et i, > i, tel que
. . 0
n,
P OB, ) <& .
1
1
Soit E=B, \ B, .Ona
i, i,

n
1lim inf mUn(z-:) <4, et mP O(E) > 3¢ .
hemd

n
- 0
Soit B={x] P L(x , E) > T—E—E} , nous alions montrer que l'on a

n(€) > ¢ et 1lim inf mu (£) <& ,
I+e n

ce qui contredira les hypothé&ses.

On a les inégalités

o [ oo [ o A e A
Be<mP"(E):JEP (x , B) dm(x) + . _ P (x,E) dm(x)sm(E)+l_€m(X \ E)
O\ '

ce qui donne n(E) > e (si ¢ <-% ), et

- n. N
(y ,® Plx,ay) +J , P Ay, B) Px,dy) > Plx, B)

X\E

d'ol, pour tout entier n el ,

n-1 n-l . R . n-1 n.+1
L5 gt @) oL T T, B wifen <22=15 [0, B) wf(an)
B k=0 %0 € k=0
n-1 k+n +1
=totr s w0 (@),
€ k=0

c2 qui, avec un argument analogue & celui du lemme 5.4 démontré pour les applica-
tions T , donne :

L - ¢

lim inf 0 (E) € =5 lim inf U (E) <

1 - €
T 400 Jomry €

61 =38 .
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6. Démonstration dqu lemme 5.4.1.

IEMVE ¢.l. - Soit f € L'(m) , et, pour tout entier N > O , soit

n-1 . N
A, = 4{x ; max ZPkf(x)>O
ne{es mx 2 ;o

il existe alors des fonctions h et i de L°m)g telles que

(1) h™ g f

(ii) ¢20 et h=£f+Pe~¢,

s

(iii) h7(x) = 0 presque partout sur A

N

On définit par récurrence les fonctions hi et &, , pour tout entier i , par

h"J =f,
+
hi = Phi—l - hi-.l 9
i-1 .
.= 2 .
T k=0 "

Par récurrence, on vérifie que les fonctions hk et ‘Ek sont dans L~ (m), satis—
font & (i), (ii), et que h; a'Pk f m-presque partout pour tout k . On a donc
N +
A< U {hk(x) > 0} m-presgue slrement,
i k:O
2 + - P
mais hk(x)>0 = hj(x):(), i jz2k.

Il existe donc k £ ¥ , tel que by et &y vérifient (i), (ii), (iii).

IEMME 6.2. - Soit f € L~ (m), et pour tout ¥ entier positif, posons

. n-1 .
AN:ix| max Y P f(x) > ol .
\ l<ngN k=0

On _a alors
o armcty X ‘
liminf = ¥ J, f(y) P(x, dy) = O m-presque partout.
Ry Ay

On considére les fonctions h et & construites dans le lemme 6.1.

Les ensembles Ay n{h” >0} et (X \ Ay n {f* > 0] sont de m mesure nulle,

11s sont donc de Pk(x , +) mesure nulle, V k > 0, sauf pour x € N, ou N est
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un enscmble de m mesure nulle. On a alors, V k> 0 et V x £N,

e Faay < - Foww) Fegan < - v P < fx h(y) P*(x,dy)
X\ XA,

= 'rx [£(y) + Pa(y) - ()] Px,ay) -
Ce qui donne )

r ¢ .
T P P, ay) +y (Pely) - e(y) Plx, a) 20, Vk20 et T xgN.
N ’

Ce qui, compte. tcru de ce que l'on a

L o=l
1lin sup = N Iy (F2(v) - 8(y)) Fk(x , dy) = O m-presque partout
T4 S k=2 7

entraine

Lo
X .l, £(y) Pk(x , dy) 2 0 m~presque partout.

J L

n

I~

o s 1
lim inf =
B n 1,
=+ i

It

LEeE 6.3, = Soit ¢

n

(=), £ 30, supposons qu'il cxiste une fonction pe I(m
invariante par P , et telle gue

Nei
lin inf — T P £(x) < p(x) m-presque sfirement,

S k=0

il existe alors une suits de fonctions f.. € L*(m) , telles que

(1) 2%« fys £, ;‘.J.(.r.) » 0(x) m-presque slirement,
y :

(ii) Pour tout N ,

n-l
lim sup = kzj Pk fbl(x) < p(x) m-presque srement.

On considére, pour tout enticr N positif, lecs ensembles
s L sty 1
AI\'[ = {x | min -2 P oe(x) < p(x)}: .
lend® & k=0 ’
AN est une suite croissante d'ensembles qui tendent m-presque sfirement vers X .

Soient les fonctions

. Cf(x) si x e Ay

o=
HT p(x) si x¢ Ay

elles vérifient (i).
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n a . n-l . nel f
LE Fher)w =23 ) k) - e Fix, ay) .
} k=0 “ D=0 "y

Soit

N p ’ n-1 5
Ay = ix | max ¥ I"k(p-f)(x) >0l .
L lgngN k=0 ’

AN ct KN différent d'un ensemble de m mesure nulle, donc de Pk(x , )

mulle, sauf pour x € N , ensemble de

mesure

m mesure nulle, et en appliquant le lemme6.2
4 la fonction p - f , on obticnt le lemme 6.3.

.4 Démonstration du lemme 5.4.1. - Dans les conditions du lemme 5.4.1L, con-

sidérons Pj(x) = Ur(x) + é', et associons & Pj une suite fﬁ comme dans le

lemre €.3.

Pour teut j , il existe un entier Ni tel que

L

x| fx) -1 (x) >3 <=,
1\.| J J

< 2.

et si 1'on pose

g. = inf £
[ oy N,
gz ]

les foncticns gF satisfort aux conclusions du lemme 5.4.1.
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