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SEMI-NORMES ET ENSEMBLES CONVEXES DANS UN ESPACE VECTORIFL
SUR UN CORFS VALUE ULTRAMETRIQUE

par Jesn~Pierre CARFENTIFR

Premiére partie

Semi-normes dans un espace vectoriel

Cette premiére partie développe des résultats sur les semi-normes qui seront ap-

pliqués dans la suite & 1'étude des convexes au sens de MONNA [6] (*).

Aprés un premier paragraphe de gdnéralités, on trouvera au paragraphe 2 le théo-
réme d'Ingleton, analogue au théoréme de Hahn-Banach. Ce théoréme est 1'instrument
de MONNA pour 1'étude de la "séparation" des convexes. La partie essentielle est
le paragraphe 3, qui donne un théoréme de représentation des semi-normes. Ce théo-
réme est rapproché des théorémes analogues déji,connus, et il fournira, dans la

deuxiéme partie, des résultats sur la structure des convexes.

I.l. Notations et définitions.

I.l.l. Ecarts ultramétriques. - Soit (E , d) un ensemble mni d'un écart d ;
d sera ultramétrique si ’

Vx,y,z€E da(x , z) gmax(d(x , y) , dly , 2z)) »

On démontre facilement, si d est ultramétrique, que ;
- da(x, y) £dly , z) implique d(x , z) = mex(d(x , y) , d(y , z)) ("tout
triangle est isocéle et, s'il n'est pas équilatéral, la base est le plus court
cB8té") 3
- Tout point d'une boule peut en &tre pris comme centre ;
- Toute boule, fermée ou ouverte, est & la fois ouverte et fermée pour la topolo-
gie 3
- Si deux boules ont une intersection non vide, l'une est incluse dans l'autre.

Une valeur absolue sur un corps K , une semi-norme dans un espace vectoriel sur

un corps valué, seront dites ultramétriques si les écarts associés le sont. Ainsi:

(*) Les chiffres entre crochets renvoient 3 la bibliographie placée & la fin de
la troisiéme partie.
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s J.-I'. CARPENTIER

(i, v) est vn corps value ultrémétrique si v applique K dans EJ' et que

"

VX o, v viy) = v(x) v(y) et w(1) =1,
i x,ye K vix +y) g max(v(x) , v(y)) -
Nous noterons le'plus souvent v(x) = |£1 .

3i (£, p) est un espace vectoriel semi-norme ultramétrique, p n'étant pas
identiquement nulle, (X , v) est necessairement ultramétrique. (E , p) est un

espace vectoriel semi-norme ultramétrique si p applique E dans Bf tel que

i'x ,y€et p{x +y) g max(p(x) , p(y)) ,
vxeD, \NeKk p(Ax) = v(x) p(x) .
I1 est immédiat que, si A={x| xe X, |x| g1}, A estun sous-enmeau de

K ¢ ammeau des entiers de K . 31 @ ={x| xeX, |x| <1}, & est1l'idéal
propre maxirum de & , et le corps k = A/6 est dit corps résiduel de K . Si
Bl:{xler,p(x)il} et BO:{x!er,p(x)<1},Bl et B,
sont ues sous-A-modules de T . :

I.1.2. - Soit K wun corps valué commutatif, noh nécessaireément ultramétri-
que, la valeur absolue triviale n'etant pas exclue. 3o0it

Av) = @ | «e 5’1_*+ tel que v* soit une valeur absolue} .
Cn & immédiatement ¢
- 1 e a(v) H
- xehlv) et O<pgga = pehly);
- 51 o, € A(v) et que (a«n) tend vers o non nul, Iorsa_ue n tend vers 1'in-

fini, on a « € A(v) .

Posons ¢ = sup A(v) , pris dans E' . On voit que :

~ou A(v) =)04( , et 9, =+« 3 ce cas se produit si et seulement si v est
ultramétrique,
-ou A(v) =)0, M), et @, = M ; mais alors u = VM est une valeur absolue
équivalente & v et o =1 .

D'aprés un théoréme connu, on sait que :

(X, v) ou 9, = 1 est isomorphe & un sous-corps valué de C , avec la valeur
absolue ordinaire.

Soient maintenant (E , p) un espace semi-normé sur (XK , v) ,

B(p) = fu | aeﬁ:ff+ tel que ¥ x ,yekE: pa(x-o-y)épd(x)'l-pa(y)},
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et

¥, = sup B(p) , pris dans E .

Comme ci-dessus,
- ou B(p)

1

JO~(, et p est ultrametrique,

-ou B(p) =)0, M, et q,p.—_M.

i

Si p#£ 0, on voit facilement que q,p <o, -
Si wp est fini et vaut M, pM est une semi-norme dans E sur (K, v
et M= L .
P

b4

I.1.3. La propriété de Hahn-Banach. - Soient (K , v) un corps valué, (&, p

un espace vectoriel semi-normé sur ce corps. On dit que (K, v , E , p) vérifie
la propriété de Hahn-Banach si, pour tout sous-espace vectoriel F de E et

toute forme linéaire f sur F vérifiant
[ £(x)| = v(f(x)) < p(x) pour tout x dans F ,
il existe une forme lindaire f sur F prolongeant f , et telle que
V(-f(x)) < p(x) pour tout x de E .

I1 est faux que, si ke §+ et que (K, v, E, p) vérifie Hahn-Banach, il en
soit de méme de (X , v , E , kp) : on peut construire un contre-exemple avec
9, =+« et K complet. Par contre, la pfopriété est vraie si g, est finie et
K complet, comme il est facile de le voir (mais ce serait encore faux si X n'é-
tait pas complet). D'autre pert, si p=0, (K, v , E, p) vérifie la proprié-
té de Hahn-Banach, car alors f = O , et il suffit de prendre T = O .

Nous dirons que (K, v , E, p) a la propriété de Hahn-Banach forte si, pour
tout k dans R*, (K, v ,E, kp) a la propriété de Hahn-Banach.

PROPOSITION i. -8i (K, v , E, p) a la propriété de Hahn-Banach forte, on &

Py S by .
Si, en outre, p£A0,ona \ljp:cpv .
Les mémes conclusions sont valables si (K, v , E, p) a seulement la proprié-

té de Hahn-Banach et si v(K) est dense dans g)' .

8i v(K) n'est pas dense dans R' , il existe (E , p) espace vectoriel semi-

norme sur (K, v) tel que (K, v , E, p) ait la propriété de Hahn-Banach, et

d;p <@, .

Démonstration. - Soient «.€ A(v) , x et yeE, et supposons p(x + y) £0.
Soient T 1a droite engendrée par x +y , et f la forme linéaire sur F véri-
it f(x+y)=1.0na

33
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7-04 J.-P. CARPENTIER

o 1
|r(:)|\<mp(:) pour z € F .

si (K,v,E, p) alaproprieté de Hahn-Banach forte, il existe f , définie

sur E , prolongeant f , telle que
by (2)
lf(d)[§‘p—&—+7)- pour z €E .
Onen tire 1 = £f{x +y) = T(x +y) = T(x) + iy, et, puisque o € A(v) ,

1g £ 1€ + 1T < apa(x) + C:pa(y) ,
pPx+y) plx+y)

et plx +y) g ¥ (x) + p%(y) , inégalité qui est évidente si p(x +y) =0 .
Donc,
B(p) » A(v) et o PO

3i p £ 0, on sait déja que

p<gpv , donc on a ;pv:q;p .
3i (X, v,E, p) vérifie Hahn-Banach et v(K) dense, construisons £ comme
ci-dessus. Soient alors A e v(K) - {0} , et XA gplx+y):
) € == P(3) < 5 p(a)

Rpx +y) =N
Posons g = Af , on a |a(z)| ¢ p(z) pour z e F ; donc il existe g , forme li-
nésire sur E prolongeant ¢ , vérifiant pour z e B : |3(z)| g p(z) . Posons
‘f:% F: T prolonge f et vérifie |T(2) | g% p(z) pour tout z € E . Alors
on en tire 1% < pix) + (y) , et, A étant quelconque dans v(K) - {0} et vé-

rifient A g p(x+y) , ona

&

[£(

&y

pMx o+ y) g () ¢ 2,

N - +
puisque v(K) est dense dans R . On achéve de méme.

Pour démontrer 1z Jernidre partie, construisons un contre-exemple. K étant &
valuation discrite avee v(K) ={s° | ne 2} u{0} avec pglsi p=1,1la
valuation est triviale et, dans K x K , p aéfini par p(x , xz) :-%-(]xllﬂxz[)
vérifie Ha.hn—Ba.nach, et pourtant P, =t et \\,-p =1 , comme on peut le voir.

3i maintenant p <1 , ¥ est encore ultramétrique, o=+ » , et l'on peut

v
choisir k dans {'f L/k p <1 . Munissons alors E =K x K de

~ {0} pour que 2
N k) /%

le semi-norme p définie par p((x) , x,)) = (]xllk e , et notons q

la scmi-norme

Q((xl ) Xz)) _-max(lxl| ’ lle) °

94
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On a2 q(z) g p(z) g 21/k alz) , done p plz) < 4(z) g p{z) pour z £ 0: q(z)
est le plus grand élément de v(K) plus petit que p(z) . Soit £ une forme li-
néaire dsJinie sur un sous-espece F le X x K, vérifiant |[f£(z2)] g p(z) pour
z dans F ; on en dddvit |[F(z)| g a(2) + On verra plus loin que K,v,B,q
a la propriété Jde Hali-Bancch, done il existe T prolongeant f & E telle que
|£(2)| g a(z) pour z dens B, ce qui entraine |£(z)| < p(z) , donec (K,v,E,p)

a la propriété le hrhn-3anach. Pourtant, ’(:“'v =+« et = k , comme on peut le

ip
calculer.
COROLLAIAF (PROPCSITION 2), - 31 (X , v) est ultramétrique, (K, v, E, p)

vérific la propriété de Hahn-Benzch forte, entraine : p est ultramétrique.

" Exemples.

-Si (K, v) estultramétrique, et v(X) deuse dans E = K x K ,

2 |

ey, %)) = L Ik
ne vérifie pas Eahn-Bznach car by = L

2 o e
- Dans R xR, p(xl y x2) :J]xl| + /|x2| est une semi-norme sur R munie de
1

v v(x) :%/T; ( !

| désignant la valeur absolue usuelle) ; comme Py = 2 et
, (R, v,E, p nevérifie pas Hahn-Danach.

I.2. Le théoréme d'Ingleton.

Dorénavent, (K , v) est un corps valué ultramétrique : compte tenu de ce qui a
été dit, il est facile de voir que, si - est fini, "‘-’p:‘*'v’ et K complet, la pro-
pridte de Hahn-pancchest vroie pour: (¥,v,%,.p), ense ramenantau casde R ou G .
D'autre part, nous ne considérerons plus que des semi-normes ultramétriques sans

le préciser.

DEFINITION. - (E, p) est dit complet p-sphérique, ou maximalement complet,

si toute chaine de p-boules fermées non vides a une intersection non vide.

(Dans le cas d'un corps (K , v) , cette définition est équivalente & la défini-
tion habituelle des corps maximalement complets, voir [3], & partir de quoi on
achévers facilement la démonstration de 1'équivzlence.)

Remarques.

~

-31 (E, p) est complet p-sphérique, (E , p) est complet.
- 3i E est localement guasi-compact pour lz topologie définie ps;r P, E est

complet p-sphérique.
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- Dans ia définition 1, on peut se limiter & des suites décroissantes de boules

. fermzes ¢ si Ba = 3(x , pa) est une chaine de boules fermées, soient p =inf Py »
" ¢

et o, une suite telle que oy tend vers p en décroissant, cquand n tend vers

+ » 3 alors,

N B =N2R
[+ pa’
n n o
car si > ona B =217
pa’pcxn’ o ozn'

- On peut aussi supprimer la précision bovles fermées dans la définition, ou
prendre des Loules cuvertes, avec des suites, ou des chaines.
- 81 (E, p) est complet p-sphirique et ke B+ , (E, kp)

est aussi com~
plet kp-sphériques

IEMMEE (PROPO3ITION 3). - Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(1) (&, p) est couplet p-sphérique.
(2)

( , ») & la propriété de 1'intersection binaire pour les houles fer-
mées 3

3i une fenille de boules Ba vérifie

i v, B B&nB&,éﬁ, alorsgBa;é}ZS.

Démonstration.

(1) == (2) . Car, si (ch)aEA est une famille de boules fermées telle que
Juw, ek, BanB(_‘;:/ﬂj,ona, ou BuC'B" , ou BBCB(X , et par suite
(B ) , estune chaine et N B £ 4.

o "wER o

aeh
() == (1). Evident.

Yous allons démontrer maintenant une proposition plus zénérale que le théoréme
de Haln-Banach. Pour cela, on dira que : (E , p)

H vérifie la propriété d'exten-
sion si, pour tout (F , q) espace vectoriel semi-normé sur

(X, v) , pour tout
vVcrFr

telle que p(f(x)) < q(x)
vour x dans V , il existe T , application linéaire de F dens
£, et vérifiant p(f(x)) ¢ q(x) pour x dans F .

, et pour f application linéaire de V dans E

E prolongeant

THEOREME d'Ingleton (PROPOSITTON 4). - Les propriétés suivsntes sont £quivalen=
tes ¢

(1) (E, p) est complet p-sphérique.
() (&, p) a le propriété 4'extension.
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. o WYORST T S - sy s . .
CQROLLAIRY (PROPOSITIV &), - Les propridtés suivant.: gont 4ruivaleintes o

() £ est maximalement complet.

(7)) Payye : \ 4 pd ) rifi r0 S
() Pour tout (., u) ultranétrique, (K , v , I, ;) vdirific la propriété
de Hahn-ianach,
e sdhnoen

Le corcllaire n'est qu'une tridustion du theoréme, dans le 2as particulier

(E, p) = (K, v) . Dinontrons 1o thiordme.

(1) = (2) . cycrmant ure

“rplication de 1l'axicme de Zorn, on est ramené a

dirontrer le propricté quand 7 o= ¥ & {xgl y o x £V et {x] est le droite

engendrie par X . (n vz chois:ir un élément 7o de ¥, et l'cn posera

(x + )\xo) = £(x) + Ay s o A G ¥ et waV.,

tn v2ut alors @
p(f(x) - yo) s Q(x - :’:‘:’ +

en sarticulier, pour tout xe€ V .

Scit donc la famille des boules de (E , p) ,

Be={rl ves, -6 g

Cnoas

- Pour tout x : Bx;éﬁ;

- 51 ¥; et x, sont dans V: B, 0 P'x.\ £h, enr
Y < .

p(f(xl) - i‘(xz)) < q(x1 - x,) € mex(q(x. - x:\) y alx, = xo)) ’

i'd

1 xeV 7 xeV

done : on .::‘ eBx?- , OU x:,§ B, «epréslelerme, ¢ B £ @, soit yo€ N B, .
Alors, si B(x + xxo) = £(x) + AYg s T est linéaire ct prolon-e f ; de plus,

pour =X + Axg , p(f(2)) € az) st A =0, et, si K"é,o ’
pf(z) =p(£(x) +xyg) = || pE(—5) -¥p) € I -3 -xp) = dx+axg) =alz)

ce qui achéve la démonstration.

(2) == (1) . si, dans (E, p) , il existe une suite de boules remmées
(Bn)neN non vides, dont 1l'intersection soit vide, on introduit dans F = E x K

une semi-norme qui consiste "a placer" x, = (0, 1) dans - DI . Soit
’ neN
&n)neN la suite des centres des boules B . (En fait, 11 suffit de prendre

anB;.) Posons, pour ze F , z='x~kx0 avec xe B et Ne K,

(%) = 1im sup p(x + Axn) .
N
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aluz) = ful al) s

9
-
I

q(zl + 3,.) = lim sup p(xl+x2+()\1+).2)xn)

N—=

1im sup(m‘lx(p(xlulxn) , p(x2+>\2x'n)))

11

Vs

/N

nas (1im sup(p(xlh\lxn)),lim sup(p(x2+)\2xn))) = mﬂx(d(zl),q(zn)) :
n—m

o
q est une semi-norme ;
p(z) = «(z) pour z € B (identique & F x {0} ), car A = O domne :

a(z) = 1lim sup p(x) = p(z) *

N—xx

1t L'application lincaire de E < F dans E , qui est 1'identité, ne se

tout entier en f , ayant la propriété p(f(z)) < a(z) , car
si cela “tait, on aurait

p(Flx) = %) = p(Elxg = %) < Glxg = %)

= lim sup p(- % + xm) < sup plxy - x ) € on (rayon de B_ ) ;
Mo m3n - n

var suite, on anrait F(xo) S Bn et F(xo) e N Bn contrairement & 1l'hypothése.
neN

PROPOIITION 6. - 31 ¥ = {Ip(x)| | x e E} vérifie : "Toute suite décroissante

non statiomnaire tend vers O woo(@, p)

est complet p-sphérique si et seule-

ment 31 k. est comple

lvlp verifie la condition orécédente, en particulier quand O , au plus, est

point <d'cccumulation de ¥

Némonstration. ~ Quand la condition de la proposition est vérifide, une suite
décroissante de boules fermées est : ou statiomnaire, ou de diamétre tendent vers
0, comme il est immédiat.

Remarques. — La condition de 1a proposition % n'est pas nécessaire ; en particu-
LemaTaues prop bl H

lier, dens un corps, elle est équivalente 3 "&tre & valuation discréte", et il
existe des corps maximalement complets & valuation dense. De manidre générale, la
condition ne peut &tre vérifide par p £ O que si (K , v) est & valuation dis-
crite. Alors si N = {"] neN} U{O}],oh Ccp<l (en écartant le,cas de
le valuation triviale), il est fzcile de voir qu'elle est équivalente 2 "dans
Np n (p , 1) toute svite décroissante est stationnaire", donc & " Np n (o, 1]

est bien ordonné pour l'ordre usuel".

%
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La proposition suivante va nous permettre de construire des exemples d'espaces
complets sphériques ol la condition n'est pas vérifiée.

PROPOSITION 7. - Soit (Ei y pi)ieI une famille d'espaces vectoriels semi-unornés

sur (K , v) , indexée par un ensemble I . Soit F le sous-ensemble de |i E,
iel-
des (xi)ieI tels que i:}; pi(xi) <+o , et soit, sur F, la semi-norme :

q(x) = :sLtexg pi(xi) si x= (xi)ieI . Alors,

vi, (E;,p;) complet o, -sphérique <== (F, q) complet g-sphérique .

Démonstration. - Soit g la projection canonique de F sur E. . Soit B une
——— 1
boule fermée de F de centre (Xi)iel et de rayon p . On a

.‘Tj(B)C{ZI ZEEj’ pj(xj"z)<p}:'

<

car si y = (yi)iel'. est dans B, ni(y) =y; et alx - y) < p entratne
q‘(xi -y e pour tout i.51 2 Vérifi’e pylxs = 2) oy et sl y=(y)ers
oy, =x si itj, et yj:z,yverifle nj(y):z et qly -x) gp,

donc y€B.et z€ nj(B) . Par suite,

ﬂj(B) = {Z l z € Ej ’ pj(xj - Z) \< p} *

En outre, si y = (yi) appartient & [l E;

iel eI

et vérifie pi(x:.L - yi) € p pour

tout i, ona yieF,car

J'_EI; pi(yi) < max (p , ?_\;II) Pi(xi)) Ste, et aly - x) <p 3

on en déduit que B = Il iy (B) . Alors si B® est une chaine de boules de F
ieI

avec o €4 ,

= T . (B¥ = L (BY)Y .
0120. aga (ieiI (s E0)) 121 (0120. m &)

Pour i fixe, (ﬂi(Ba))ozea est une chaine de boules de (E; , p;) , donc :

H

Vi, (Ei , pi)_ complet pi—sphé;‘ique = (F, q) complet q-sphérique .

Réciproquement, si (F , q) est complet g-sphérique, soit une chaine de boule:
(CO!)wE q de _(Ej R pj) , de centre z et rayon P ; co(r:siderons 1ecsv bo1‘1les de
F de centre x, et de rayon p, définies par X, = (xi)iGI ou -y =7 et

=0 o1l i) .0ma nj(Ba)=C°‘.

99
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B "nB"™ =

1 %
H
i€l

(ﬁi(E&l) n ﬂi(Baz)) L,

car C n¢C #bﬁ,et,pour 143,
% @y,

1
o
- 4 0
‘hi(B ) n “i\Ea',‘) 20U .
D'aprés la proposition 3, 1 BY A f, done O . {E)=n C A0: (B, . op,)
aell e M el o 1 1

est complet pi-sphérique.

Remarques. - On peut aussi démortrer 1'dquival:

s en passant par la propricte
d'extension.

. e ot . . o .
S8i X e R est donné, soit (EX , px) o E =K et p =xv .Il est immé-

diat que Fq vérifie X c NO , et est compiet sphérique si K 1lest.

<

I.3. Théortmes de représentation des semi-normes.

Le but essentiel de ce paragraphe est de gzénéraliser la proposition 8 ci-dessous,
due & MONNA dans le cas séparable, et d FIEISHER dans le cas général ({1], [4] et

[5D.

Si (E, p) est un espace normé sur le corps valué (K, v) , et si (ei)iEI
est une famille de vecteurs de (E , p) , on notera

2 eizl%m'T s

iel [T

m M

oil & est l'ensemble ordonné des parties fermées de I et J € & , quand cette
limite existe.
I1 est immédiat qu'une condition ndcesssire pour aue 2 =, existe est : p(ei)

iel
tend vers O suivant le filtre § des complémentaires des parties fihies de I
Réciproquement, si (E , p) est complet et si p(ei) tend vers O suivant le
filtre §, 2 e; existe.
ieT

TIEOENE (PROPOSITION 8). ~ 84 (K, v) est 2 valuation discrite et complet, si

(E, p) est un espace normé tel que N ait au plus O comme point d'accumula-

tion (en particulier si Np = Nv ), il existe dans E une "base orthogonale®

(ei)ieI s tout x € E s'éerit de manidre unique ZI x, e; , 04 x €K, etde
i€

plus
p(x) = sup px; e.) .
3€T i1
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Nous ne démontrerons pas ce résultat maintenant puisque nous obtiendrons comme
corollaire de la proposition 10 un résultat un peu plus général, qui peut d'ail-
leurs sussi se démontrer par une méthode analogue & celle de FLEISHER.

On déduit irmédiatement de la proposition 8 le corollaire suivant [10] :

COROLLATRE (PROPOSITION 9). - Si (K , v) est complet & valuation discréte, si
(B , p) est un espace normé complet sur (K , v) tel que WNp = N, il existe un
isomorphisme de (E , p) avec 1'espace GI(K) des applications d'un ensemble I

dans kK tendant vers O, suivant le filtre des complémentaires des parties fi-
nies de I , muni de la norme

a(») = sup |x(i)] .
iel

Voici maintenant le théoréme général :

i )
THEOREME (PROPOSITION 10). - Soit (K , v) wun corps valué ultramétrique, maxi-
malement complet, dont 1l'anneau des entiers est A ={x | xe€K

s xl <13

Soient (I , p) un espace vectoriel semi-normé sur (K , v) , et

BO:{x[er,p(x)<l} Bl:{k] xeE, p(x)gl}.

Soit M un sous-A-module de E vérifiant BO cMc Bl .
Alors il existe un ensemble T de vecteurs de semi-normes non nmulles de B

s
et, pour tout t € T , une projection Ty de E sur la droite engendrée par t ,
vérifiant

10 L

est une projection orthogonale, c'est-4-dire que, pour tout x dans
E, p(m(x) gp(x) + 31 t#+t', alors teKerm, .
2° Pour tout x dans E, p(x) = sup p(ﬂt(x)) , et
~=ur oun fars T =

P.={t | teT, plx)= p(nt(x))}
est non vide et fini pour x £ O .
3° Blz{xl xeE, vteT, p(ﬂt(x))éll’
Bo"—'{xl x€E, VteT, p(ﬂt(x))<1},
et il existe une partition de T en deux ensembles T, et T

1 == "2
vide telle que

éventuellement

M={x]| xeE, vter , p(nt(x))gl, vteT,, p(nt(x))<l}-

Démonstration. - La premidre étape consiste 3 se ramener au cas ou (E , p) est
un espace normé. Supposons donc le théordme c.- 1 quand (F , q) est un espace
normé.

t01
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Soient (T , p) un espace semi-normé,. et N={x| xeE, px)=0}. K
est un sous-espace vectoriel de = . On sait que F = E/N est un espacs vectoriel
normé': si ¢ est l'application canonique de E sur E/¥ , qlp(x)) = p(x) dé-

finit une norme sur F , puisque p est constant sur chaque classe d'équivalence.

Posons c,:(Bl) = "“_1 , :p(BO) = —T;) : ce sont raspectivement les boules unités fer-
mées et ouvertes de (F, q) . Si o(¥) =M, M est un A-module de F et
g) cic El' - I1 existe donc dans F une partie T et des projections g réa-
lisant les conclusions du théoréme reclztivement au module M .

Prenons alors pour T un ensemble de reprdsentants des éléménts de T o Dési-
gnons par §. , pour t dans T , l'application de la droite enger;drée par t
dans F , sur la droite engendrée par t dans E: oo g est injection canoni-

que de la droite engendrée par t , dans F .
i=3 2

Posong alors 1w ={, o ng o © , et vérifions que les conclusions du théoréme
sont réalisées :
- p(t) = qle(t)) = q(t) £0 pour teT.
-y est une projection, car Ty applique E sur la droite engendrée par t ,
et ﬂt(t) =gy 0 Mg o oft) = Yy © HE(E) =t .
= pln () = p((5 o T o 9) (X)) = allng o @) (%)) < ale(x)) = px) .
~31 t £+t ,alors t#%E, puisque T est unc ramille de représentants de T.

Alors,

done t € Ker Mo -

3i alors x est dans L , on a

(n

Q

p(x) = Q((P(X)) et P(??t(x)) q(cp o ﬂt(x)) =

Per suite, si qo(x)) = sup a(my(+(x))) , on & s
teT v
p(x) = sup p(n, (x)) ,
teT

et 3i
%) = Bl teT, ple@) =plg e o)},
Q(‘(x) et P, sont en bijection. Ce. qui achéve d'établir le 2°.
Les mémes relations montrent que, puisaue B1 = \c-l (B—l) s BO = Cp_l (BO) ’

M= '.5_1 (i) (résultant du fait que B

1 » By, ¥ sont des sous-groupes contenant

1lc noyau I ),
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B, = {x | q(ﬂi @(x)) €1 pour tout te T}

={x| p(n (x)) €1 pour tout te T}
et

By = {x | q(mg o(x)) <1, VteT) ={x | plmy(x)) <1, vteT}.

Enfin si T admet la partition en ﬁ et 71‘_?- , soit la partition correspondante

de T T1 et T2,ona:
M={x| vier , alpe) s1, v¥ieT,, alngle(x)) <1}

={x] vter , pmx))gl, vterl,, plm, (x)) <1} »
Nous pouvons donc supposer maintenant que (E , p) est un espace norms.

Nous dirons qu'une partie X de E - {0} & la propriété (n), si s

Pour toute famille ()“x)xEX s A ek et ()‘x)xEX tous nuls sauf un nom-

bre fini, on a
p(Z A, x) = sup p(A_x) .
xex * xeX x

On a les deux propriétés immédiates suivantes :

(a) Si X a la propriété (w), elle est linéairement indépendante : si
()\X)XEX est une famille d'éléments de K , tous nuls sauf un nombre fini, et que
2z A, x = 0 , alors
xeX 0=p( X A, X) = sup p()\x x) ,

xeX xeX
done p(xX x) = 0 pour tout x ;3 p étant une norme et x différent de O, on
a )‘x = 0 pour tout x .

(b) L'union d'une chaine de parties de E vérifiant la propriété (m) véri-
fie aussi la propriété (m) : c'est menifeste. Donc l'ensemble des parties véri-
fiant la propriété (m) est U-inductif, et, d'aprés 1'axiome de Zorn, il existe,
pour toute partie T, vérifiant (), une partie maximale T la contenant. C'est
ainsi que nous allons d'abord déterminer T, ,puis T de 1'énoncé.

Remarque. - On peut donner une propriété équivalente & la propriété (m), qui ex-
prime une sorte d'orthogonalité (cf. [4] et [5]).

Une partie X de E - {0} a la propriété (0), si :

Qels que soient e, eee, ©

eeX-{el,...,en},ona

n€ Xs Ay s ...,,\neK,e_t

X
ple = T ;&) zople) .

i=1
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En effet, (n) => (0) est évident.

(0) => (n) . - Soit une famille ()‘x)xeX 5 si tous les A sont nuls, on a

0=p( 5 A x)=sup (=) -
xeX xeX

Sinmon, soit A_ , tel que p(kx xo) soit maximm parmi les p(A_ x) , qui sont
0 0 *

nuls sauf un nombre fini. On voit alors que

A
ACN. I S A S

donc que . )
p( 2 A x)2plh, x,) =mexp(_x) 2p( 2 A x),

xex X X0 Txex 7T xex ¥
d'ou 1'égalité qui démontre ().

On voit que (0), donc (m), entraine immédiatement que X est topologiquement

librd.

LEMME (PROPOSITION 11). - BI/BO est un espace vectoriel sur le corps résiduel
k de K. M/Bo est un sous-espace vectoriel de Bl/BO .81 o est l'applica-

tion canonique de B1 sur Bl/BO , un sous-ensemble X < B1 - BO (différence en-

sembliste) vérifie (i), si et seulement si o(X) est lindairement indépendante

sur k .

Démonstration. - Soient 3 ={x | xek, |x| <1}, k=4/8. 7 désignera

1'application canonique de A sur A4/3 .

BI/BO est évidemment un groupe. Pour définir le produit, considérons

T
A x B1 — Bl —— BI/B-O s

od A x B1 — Bl est le produit de B, . L'application obtenue A x B1 — Bl/BO

1
est nulle sur & x B; et A4 x By , et par suite se factorise de manidre unique :
AxB - A/ x Bl/Bo - BI/BO . Ce qui définit le produit k x Bl/BO - Bl/BO,

et la vérification des axiomes est immédiate.
Comme A x B) = B, applique A x M dans M, k x B/By — B,/B applique

A x M/BO dans M/BO . et M,/B0 étant manifestement un sous-groupe, est un sous-
espace vectoriel.

Soit alors X< B, - B . Soit (k. uox o=
s X 1 o Vérifiant (7). Soit ()\x)xex ob A €k avec )\x—-T()\x)
tels que 2 Ry o(x) =0 . Par suite p( ¥ A_ x)< 1 , puisque
xeX xex ¥
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o( > )\x x) = 3 7\
xeX xeX

Or X wvérifie (n), donc, pour tout x , p()xx x) <1, et, conme x e B, o *
ona p(x) =1, done |)\x| <'1 pour tout x , et 7‘x = 0 pour tout x : o(x)

est linéairement indépendante.

Réciproquement, supposons o(x) linéairement indépendante (et X c B, - B, ).
On a donc X< E - {0} . Soit ()‘x)xex » 0l A €K etol tous les A sont nuls

sauf un nombre fini. Considérons, si tous les Kx ne sont pas nuls, un A tel
X,

que I}‘x | soit maximm. &iors o
0 A
> ( )\_x_ Po(x) A0,
xeX Xq

et par suite

)\X
p( 2 T_x)
xeX )

1 et p( XEX Ay X) = [)\xol = Xs:§ p(A, x) .

‘L'égalité p( X Ay Xx) = sup p()\x x). est d'autre part évidente quand A_ = O
xX ¥ o xeX ®
pour tout x , donc X vérifie (m), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Nous choisirons pour Tl une famille de représentants dans M d'une base de

I'/I/BO =og(M) sur k: T, vérifie donc la propriété (). Soit T maximal parmi
les ensembles vérifiant (m) et contenant T1 . Posons T2 =T - Tl , et Aésignons

par F le sous-espace vectoriel de E engendré par T T est donc une base de

F .

Définissons maintenant les projections Ty o Soit d'abord O s
dans la droite engendrée par t , défini par m‘t(t) =%, ﬁ't(t') =0 si t'#£t;

appliquant F

si xeF stéerit x= 2 Ay t , ou )\t € K, avec tous les A, nuls sauf une
teT

famille finie, on a u:t(x) = A, t . Par suite,

t

t

%) = A, t) = A, ) >p(hy t) = ple,(x) .
ol p(tzT & up (00 2 ey p(@y (x

On a donc p(x) >,p(ut(x)) pour tout x dans F . K étant supposé complet
sphérique, tous les espaces vectoriels de dimension ! " le sont aussi, en particu- ~
lier la droite engendrée par t . Il s'énsuit qu'il existe une application m_ de
E dens la droite engendrde par t , prolongeant . , et vérifiant p(nt(x)) <plx)

pour tout x dans E . Il ne reste plus qu'ad vérifier les conclusions du tl.éoréme:
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1° Nous venons de construire m, telle que p(m
dans E, m,(t) =0 pour t' £t nt(t) =t: =
les propriétés voulues.

t(x)) < p(x) pour tout x

+ est une projection ayant

2° Puisque p(x) ap(nt(x)) pour tout t

’

p(x) > sup plm (x)) .
€T

Nous allons montrer qu'il existe t tel que p(nt(x)) = p(x) ; sinon
p(x) > p(m(x)) pour tout te T,

ot 1'inégalité

p(x =~ 2 A t)<px
teT

. (avec }‘t tous nuls sauf une famille finie) entratnent

p(m (x - ér Ay ) <p(x), done plm (x) =2 t) <plx) ,

on en déduit
p(r, t) € max(p(m (¥) = Ay t) , plm,(x))) < p(x) ,
done

p(x) g maxp(x - Z A t) , (maxp(ry t))) < p(x)
teT teT

(puisque seul un nombre fini de Ay est non nul). Donc 1'inégalité supposée est
absurde, et on a, pour tout (}‘t)‘cET s
pl - I A t)2px) .
teT -
Montrons que T u {x] vérifie (m), d8s que x vérifie cette indgalité :
p(x) >0, done x £ 0 .

Si Ax 4+ 2 Ay t donné, envisageons deux cas :
-ou p(ix) }p(}\t t) pour tout t , et alors, si A =0, on a
p(Ax + ZT Ay t)=0= ;—Eug p(r, t) ,
. te
et si A£O,
)Lt
plx+ 2 -+ t) 2 plx) (inégalité ci-dessus) ,
teT

donc

a2 (%) 5 (sup p(A 1)) € pO) € p Oxv T A t) s suplp(rx), (sup p(a, t)))
teT teT teT
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et 1l'on a 1'égalité,

-ou p(Ax) < sup p(hy t) , alors p( X2 Ay t) ='sup p(r, t) et
teT teT teTl v
p(Ax + X Ay t) = sup(p(\x) , (sup p()»t t)))
teT teT

dtaprés 1'égalité ultramétrique.

T u {x] est une partie vérifiant (m) : ceci contredit la définition de T
comme partie maximale vérifiant (m), donc 1'hypothdse, p(x) > p(ﬂt(x)) pour tout

t , est absurde : il existe “teT tel que p(x) = p(ﬂt(x)) , et par suite

p(x) = sup p(m (x)) «
teT

"Montrons que seul un nombre fini de t réalise p(nt(x)) =p(x) quand x £°0 .

Sinon, pour tout ()‘t)tél‘ , tous nuls sauf un nombre fini, on aurait s
p(x - % g t) = sup p(nt(x) - Ay t) ,
tel teT

et il y aurait toujours des )‘t nuls correspondant & des t tels que

p(m (x)) = p(x) ;

il s'ensuivrait que p(¢ - }:T }‘t t) 2 p(x) , et donc, comme ci-dessus, que T uf{x]}
vérifierait (m) ; donc il n?teaxiste qu'un nombre fini de t e T tels que
p(m (x)) = p(x) .
3° B ={x | xeE, p(nt(x)) €1, VteT] résulte de

p(x) = sup p(m (x))
teT

simplement ; la meme relation entraine :
BOC{xl xeE, vteT, p(nt(x))<1} s
tandis que si vV teT, p(m(x)) <1 ,ona p(x) <1, pulsque p(x) est égal
4 1'un des p(nt(x)) .
Enfin montrons que’

M={x| xeE, vteT , p(n,(x)) g1, ¥teT,, plm (x)) <1} .

Si xe€ M, on a évidemment p(nt(x)) <1 pour tout t € T ; dans M/EO , ona

o) = I A o), dme  ph- 2 A t)<l
tGTl teTl



7-18 J.-P. CARPENTIER

o
(avec toujours (A t) ter. ‘tous nuls sauf un nombre fini), et comme
1

nt(x) = nt(x - 2 Mg t) quand te T,
fETl

ona p(m(x)) <1 pour terT,.

Soit maintenant x e E tel que p(nt(x)) &1 pour teT et P("t(x)) <1
pour t € T2 H

5 11 n'existe qu'un nombre fini de te T; tels que p(ﬂt(x)) =1,

car p(x) <! : soient Ty s eee st ces éléments de T, . Alors

n
p(x - ¥ m =) <1
i=1 i

puisque, pour tout +t £ ty

p('n_b(x - ; nt.(x))) =p(x) <1,
i=1 1

et que, pour t = ti N

n
p(nt'(x - ‘21 nti(x))) =0 .
1 1=

»

. ti(x) yoma ye By<M, et comme nti(x) =%y by avec l)\i} =1

n
Si y=x=- 3% =
D=1, t; € M entraine x€ M, ce qui achdve la démonstration.

puisque p (tl

Nous allons en déduire le corollaire suivant (d'autres corollaires seront domnés,
dans la deuxiéme partie, en utilisant un module M ).

COROLLAIRE (PROPOSITION 12). - Soient (K , v) un corps valué complet, & valua-
tion discréte

, et

(E, p) un espace vectoriel normé sur (X , v)
suite strictement décroissante de N

tel que toute
tende vers O ; alors il existe dans E
une base orthogonale, c'est-d-dire une famille (ei) je1 de vecteurs telle que

X = 2 xy e:.L (somme au sens de la'topo-

tout x€ E s'écrive de manidre unique

€T
logie de p ) ol x; € &, avec en outre p(x) = sup p(xi ei) . De plus, E est
- ie
complet si et seulement si s " x, e existe" est équivalent & " p(xi ei)
jel

tend vers O suivant le filtre de Fréchet de I ".

Démonstration. - Nous allons reprendre partiellement la démonstration de la pro-

position 10. Ayant choisi T , nous allons choisir la famille des projections iy
de E sur les droites engendrées par t € T de la maniére suivante : soit F
1'espace vectoriel fermé engendré par T , d'aprés la proposition 6, F est com-

plet p-sphérique. Soit alors ¢ une "projection orthogonale" de E sur F 3
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o(x) =x si xe F, et plp(x)) < p(x) pour tout xe E , Définissant 5, comme

t
précédemment, on pose : =W 9 T est une projection de E sur la droi-

te engendrée par t , prolongeant m, et vérifiant p(nt(x)) < p(x) pour -tout

xe E . Ce qui a été dit précédemment reste vrai, et il en résulte que
o(x) = 0 = VteT, nt(x):O => p(x) =0 = x=0}
@ est injective, donc F =E et T est total.
Le corollaire résulte alors du lemme suivant

IEMM' (PROPOSITION 13). - Soit (E , p) un espace vectoriel normé sur (K , v)

corps valué complet et ultramétrique. Si T est un systdme total, vérifiant (m)

de E, T est une base orthogonale. Réciproguement, une base orthogonale est un

systéme total vérifiant (m). De plus pour que E , admettant une base orthogonale,

soit complet, il faut et il suffit que " p()\t t) tend vers O suivant le filtre

de Fréchet de T " entraine " Y A, t existe!.
ter ¢ T

Démonstration. - Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par T . T

1
étant libre, on peut définir dems F 1la projection @, par mt(t') = 6: t,
L
6: étant le symbole de Kronecker. On a, pour xe€ F, x = tZT mt(x) , somme ou
tous les termes sont nuls sauf un ﬂombre fini, et T vérifiant (n),

p(x) = sup p(mt(x)) , donc 'p(ﬂt(x)) < p(x) .
teT

D'autre part, X étant complet et F = E , on peut prolonger par continuité m
en ‘définie sur E . On a encore par continuité p(nt(x)) < p(x) pour x€E.

Montrons que pour x e E , ona X = L "t(x) . Soit ¢ > 0 fixe, il existe
teT
yeF tel que p(x - y) <e o Soit T l'ensemble des t de T tels que

*0
wt(y) #0 .Pour t dans T,

p(ﬂt(x -y)) gplx-y) e, done p(ﬂt(x) - ﬂt(}’)) $e -

I1 en résulte que
(1) p(nt(x)) <e pour t ¢ Ty
et que, pour t & TO , p(nt(x) - ﬂt(y)) £ e , done

(2) p& - éTO nt(x))s max{p(x - y) ,txze?I‘J; p(ﬂt(y) - nt(x))) e o

(1) et (2) entralnent gue, si 7' 57, , T' rin,
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plx -

z nt(x)) <e, donc que x= 3 “t(x) .
teT! teT

maiz, s1 p(x) = O, on & 1'4zalité
T'CT tel que px- 2 7 (%))
teT!

p(x) =p(Z  m (=)= sup plm (x)) € sup p(m(x)) ,
teT! teT! teT
et 1l'on & encore 1'égalité.

i1 est évident qu'une base orthogonale est un systéme total vérifiant (n). (Ce~
pendant, un systéme maximal vérifiant (1) n'est pas nécessairement total ¢ voir
proposition 16.) i

On sait d¢ja que, si E est complet, " p()xt t) tend vers O suivant 5 " en-
tratne ¥ 2 A, t

" existe™. Supposons que " p(}\t t) tend vers O suivant § "
teT
cntraine v 3 )\t t  existe", et soit &2 une suite de Cauchy de E . Il est im-
teT

médiat que nt(x ) , & t fixé, est une suite de Cauchy qui converge dans Kt ,
gui est complet comme K , vers un vecteur x_t .

t
Sozent t >0 fixé, et N tel que n , m 3N entraine p(x” - ¥ < e « On &,
pour tout t e T 3 p(nt(xn) - ﬂt(xm)) < e o Fixons n , soit 7' fini, tel que
t # 7' entreine p(nt(xn)) < e (c'est possible, puisque 2 nt(xn) existe) 3
: teT

on voit que t £ T' entratne aussi p(ﬂt(xm)) <e pour m >N, dohe p(xt t)<e -
Czci Aémontre que p(xt t) tend vers 0 suivant % , donc que 2 x, t existe.
teT

De vlus,

p(x -2 x, t) = sup p(nt(xn) - x t) ge pour n> N .
teT teT

-5

a proposition 12 est démontrée, aux notations prés, avec le famille T

Lese Torthogonale".

comme

Remargues. - On peut évidemment énoncer une proposition a;nalogue pour E semi-
norné, mzis tout revient 2 appliquer la proposition ci-dessus 3 E/N ob
¥=i{x| xeE, p(x) =0}, et & identifier E & E/N x N oh E/N est normé,

i « Cette re-

marque est valable pour 4'autres propositions du paragraphe, et nous ne la ferons
pas touiours.

mual de la semi-norme nulle, et le produit de la semi-norme '"sup"
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La condition, portant sur N_ , est équivalente, quand (K , v) n'est pas & va-
~ luation triviale, & Np n(, 1) est bien crdomé. Les propositions & et 9
sont des conséquences immédiates de la proposition 12. Les conditions données ne
sont pas nécessaires ; nous allons établir l'existence de bases orthogonales dans

d'sutres cas (Yoir cependant les remarques & la fin du paragraphe). Les proposi-
tions 14 et 15 sont dues & MONNA ([4] , [5]), meis nous avons remplacé dans 15
1'hypothése "séparable" par "admet un systéme total dénombrable" qui est seule

utile, et n'est équivalente & la premiére que si K est séparable.

PROPOSITION 14. - Soient (K , v) maximalement complet, (E , p) un espace

normé sur (X , v) de dimension finie ; alors il existe une base de E :

{el s eee en}

. n .
telle que si x= 2 A , avec A, € K, on ait

i=1 i ei - 1
p(x) = sup p(r, e.) .
i=l,..,n ot

Il en résulte que (E , p) est complet p-sphérique.

démonstration. - On prend pour N

sition 10, qui, étant libre, est fini. Pour tout x €% , t e Tz

€ s € 5 +-o , e le systéme T de la propo-
nlx- 2 . (x) =0,
t ter t

done pl{x - 2 m, (x)) =0, etl'ona x= 2 nt(x) , ce qui démontre que T
‘ tel tel
engendre T . La suite, sauf la derniére assertion, résulte de la proposition 13.

La derniére assertion résulte, elle, de la proposition 7, avec Ei = Kei « (On

pourra en déduire ce dernier résultat pour une semi-norme. On pevt zussi voir di-
rectement que, si K est maximalement complet, et E de dimension finie, toute
suite emboitée de A modules non vide de E , a une intersection non vide : on

raisonne per récurrence sur la dimension de E , et on projette sur un hyperplan.)

TGemarque. - 31 (E , p) est seulement semi-normé, en appliquant le résultat a

¥ supplémentaire de N dans E , on trouve une base e, , ..., ey de F et
une base e, , «eo 5 e de N telles que xe E s'écrive x = £ A e, et
3+l n i=i t 7
p(x) = _ sup p()\i ei) =  sup p(ki ei) .
i=l,..,n i=l,..,]

Le résultat suivant est une généralisation :
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PROPOSITION 15. - Si (K , v) est maximalement complet, et si (E , p) est un
espace vectoriel normé sur (K , v) admettant un systime total dénombrable, alors
il existe une famille de vecteurs.de E , (ei)ieN , telle que tout x de .E

s'derive x = 2 x; e, , de maniére unique, avec p(x) = sup p(xi ei)' « En outre,
—_— N R ————

. iel ie
‘on 2 la méme condition nécessaire et suffisante pour que E ~soit complet qu'a la
proposition i2.

o
Démonstration. - Puisque E admet un systéme total dénombrable, on a E= U E

n=1
ou En est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E , avec En+1 = En .
Nous allons construire Tn , base orthogonale de En , de maniére que Tn+1 > Tn .

30it donc Tl , base orthogonale de E1 . Supposons construite Ti s pour

i=1, o0 ,n =1, Ti base de Ei,avec T1CT1+1 pour 1i=1, .co,n=2 &
Alors Tn-l est un ensemble vérifiant () de En ;s revenant & la démonstration de
la proposition 10, on peut prendre pour Tn un ensemble maximel vérifiant (m) et
contenant Tn-l H Tn est par suite une base orthogonale. L'existence de la suite

des Tn est donc démontrée par récurrence. Soit T = 8 Tn s T est un ensemble
. N n=1
vérifiant (m), puisque cette propriété est U-inductive. T est un systéme total

dans E , et par suite un systéme vérifiant (m) maximal. On peut alors appliquer

les résultats des propositions 10 et 13, ce qui démontre le théoréme.

Exemple. - !.‘;p , étant la cldture algébrique de Q , est séparable, donc admet
une base orthogonale sur Q_p » On ne peut cependant lui appliquer la proposition
12.

Remarque. - Nous allons voir, qu'en quelque sorte, les résultats obterus sux pro-
positions & et 12 sont les meilleurs possible, et, en méme temps, qu'il n'existe

pas toujours, méme si (K , v) est & valuation discréte, de base orthogonale.

Pour cela, remarquons d'abord que si S < §+ est donné, vérifiant N, s<s,
il existe des espaces vectoriels normés (E , p) tels que Np =S .

Pour tout s € S - {0} , on définit (ES s ps) comme étant K muni de la norme
Py = SV ; on considére dans SES[I.{O} Es 19 sous-ensemble F des (xs)seS—{O}
pour lequel ps(xs) tend vers O suivant le filtre de Fréchet de 3 - {0} . Pour

X = (xs)se’i-{o} e F, on pose

qx) = seSSI:I{O} p (x,) -

11 est évident que q(x) € S et que S = I-!q .
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PROPOSITION 16+ - K étant maximalement complet, on a 1l'équivalence des pro-
priétés suivantes T
(1) Dans S , toute suite strictement décroissante tend vers O 3
(2) Tout (£, p) comE]v.etz tel que Np =S , est complet p-sphérique ;
(3) Tout (£, p) , tel que Np = 3 admet une base orthogonale.

(t) => (2) est la proposition 4.
(1) = (3) est la proposition 12.

Pour achever, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME (PROPOSITION 17). - Si (E , p) est un espace normé¢, admettant une base
orthogonale, et telle que S = Np ne virifie pas la condition (1) ci-dessus, E
n'est pas complet p-sphérique.

S:Np:{p()\ei)l re K, ielj,

on peut supposer, (1) n'étant pas vérifide, que I >N et que (p(e*'))iEN dé-
crolt strictement sans tendre vers O , en remplagant s'il le faut les e; par

des vecteurs colinéaires.

: n
Posons f, =e , f,=e +e,, ..., = iz—l e, =f, , +e ,etsoit B
la boule fermée de centre fn et de rayon Ap(enﬂ) « I1 est évident que £ e Bn

pour m>n et que la suite des boules Bn est emboitée. 3upnosons x € ﬁ Bn s

_ n=1
X s'éerira

@
X= 2 Ay @, = 2 A:i€:+ 2 Ayl .
1% 7,0 M 1€ i %

De p(i‘n -x) g p(eml) , on déduit, per projection sur -Ke , pour kgmn,

p(ry e - &) < pley, ) <pley) ,
done
ply &) =ple) ,
égalité qui est vraie pour tout k , n étant arbitraire. On voit que p()\i ei)

ne tend pas vers O suivant le filtre de Fréchet de I , ce qui est absurde, et

montre que A B, = $: E n'est pas complet p-sphérique.
n=1

Revenons & la démonstration de la proposition 16 :

non (1) == non (2) , puisque l'espace construit ci-dessus tel que Nq =S

(Math. Semin., 1) 113
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admet manifestement une base orthogonale formée des images de 1 € Es s par l'ap~

plication cenonique de ES dans I E
seS-{ 0}

Pour montrer que non (1) == non (3) , il suffit de construire (E , p) tel

que Np =S et que T soit complet p-sphérique ; d'aprés le lemme, E n'admet-

tra pas de base orthogonale. (Ce probldme est 1ié 2 celui de la recherche d'un

0 °

sur-espace vectoriel complct sphérique d'un espace donné. Ce dernier peut 8tre
tralté par des méthodes analogues & celles utilisées par KAPLANSKY pour les corps,
mais qui n'ont pas été développées & ma comnaissance et qu'il serait trop long
d'exposer ici. I1 suffirait alors d'appliquer les résultats obtenus 2 F,q
construit ci-dessus.)

3~4+ E le sous-ensemble de 1 E_ des (x) tels que
se5-{0} s s’ s€S-{ 0}
sup p_(x)<+e,
se5-{ 0} s 8
normé par p(x) = sup ps(xs) +.Ona FcE et p(x) =q(x) pour xeF . Si

ses~{ 0}
, p(x) €S} ,ona FcXcE.Soient alors H un espace vecto-
riel maximal, vérifiant Fc Hc< X, et r 1la restrictionde p & H ; on a

X={x}| xekE

S = {-!q c Nr €S, donc S = Nr . Montrons que (H , r) est complet r-sphérique,
cz qui achévera la démonstration. Supposons le contraire, soit une suite de boules
fermées emboftées En de H, telle gque N En =p . Bn étant de centre x_ et

de rayon L soit
ﬁn-_-{x| xelb, plx-x)sr]} -
ma B =tn fin et, comme d'aprés la proposition 7, (E , p) est complet p-

H
n=1

~ @®

sphérique, il existe X € f L‘n . Pour tout y dans H , N B +y= }6 s donc
n=

il existe n tel que O ¢ Bn +y . Par suite, on a aussi O ¢ Bn +y , et p est

constint sur En + v , ce qui entraine

plxg + y) = plxg + x(n)) €S .
On en déduit que, pour tout A dans K et y dans B, p()\xo +y) €S et que
HeH+ Kxge X, H+ Kxg £H, ce qui est absurde, H étant maximel.

Remarquons enfin que la condition (1), donc les autres, ne peut &tre vérifiée
que quand K est & valuation discréte, pour un S tel que Nv 3 < S . De la pro-
position 17 et de 1l'exemple suivant la proposition 15, on tire que a (complé-

tion de la clSture algébrique de gp ) n'est pas maximalement complet.
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Séminaire CHOQUET,
Initiation & 1'Analyse,
4e année, 1964/65, n° 7b, 33 p. 11 février 1965

SEMI-NORIES ET ENSF}'BLES CONVEXES DANS UN ESPACF VECTORIEL
SUR UN CORPS VALUE ULTRAMETRIQUE

psr Jean-Pierre CARPENTIFR

Deuxiéme pertie

Engembles convexes dans un espace vectoriel

Cette deuxidme partie est consacrée aux propriétés algébriques des convexes. La
notion de convexe dans un espace vectoriel sur un corps valué ultramétrique a &té
introduite par MONNA [6] (*). Notre but est d'exposer, de généraliser, parfois de
rectifier les résultats donnés par MONMNA, et 4'en apporter quelques sutres.

Nous donnons dans le § II.1 une définition équivalente & celle de MONNA. Nous
étudions, dans le § II.2, le problime des jauges des convexes, et les résultats
obtenus sont appliqués, dans le § II.3, & 1l'etude de la structure des convexes.
Dans le § II.4 sont définies les notions d'enveloppe convexe, de segment, de sépa~
ration de deux points par un hyperplan, tendis que le § II.5 donne des théorimes
algébrigques de séparation des convexes. Une troisiime partie abordera 1'étude des
convexes dans un espace vectoriel topologique.

3

Notations. - Ce cont celles de la premiére partie :
- (K, v) désigne un corps valué ultramétrique.
- A={x]| xeX, v(x) <1} est sor anneau des entiers.
- 3={x]| xeK, v(x) <1} est 1'idéal propre maximm de A , et k = A/
est le corps résiduel de K ; 1'indice de X est card k .
- E , ¥ désignent des espaces vectoriels sur K .

II.1 Définitions des convexes.

Nous nous limitons dans ce qui suit & définir et & étudier les convexes dans un
espace vectoriel sur K . On définirait et étudierait sans peine les convexes dans
un espace affine, mais ce serait alourdir inutilement 1'exposé puisque ces convexes
sont ceux de l'espace vectoriel obtenu en choisissant une origine arbitraire dans
1'espace affine. ' ’

(*) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie placée 3 la fin de
la troisiome partie.
De plus, les références aux propositions 1 & 17 renvoient 3 la premidre partie.
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DEFINITION. - C € E est convexe si, pour tout entier n et X, Xy eee X € C,

n n
A s Ay y eee ,)\neA véirifiant 2 A =1,0na .Z \; X, €0,
i=1 i=1
xemples.

Toute sous-variété affine est convexe.

Toute boule d'une semi-norme ultramétrigue est convexc : si

Blz{xj p(x - a) < r} et B, ={x| plx-a)sgr}
n
pour X , ..., x €3 (resp. T, ) et A, .., A €A vérifient 3:1 A=t
on a =
n n
p(Z ayx;-8) =p(2 A (% -a)) ¢ max [nlp(x;-a) § max p(x; -a) ,
i=1 i=1 1gign ilgign
donc
> 3
p(i.?__l Ay Xy - a) <1 (resp, 1) et 2 A; X; € B (resp. B2) .

En particulier, si f est une forme linéaire sur E , 1'ensemble des éléments

x de E , vérifient [f£(x)| <r (resp. |f(x)| g r ), est convexe.

PROPOSITION 18.

(2) L'intersection d'une famille de convexes est convexe.

(b) La réunion d'une famille filtrante croissante de convexes est convexe.

La démonstration est évidente.

Soient E et F des espaces vectoriels sur K , et f une application affine

de E dens F .

PROPOSITION 19.

(a) 5i G < E est comvexe, f(Cl) est convexe.
() Si C, © F est convexe, L (Cz) est_convexe.
Démonstration.

n
(2) Soient Yy s see sV € f(Cl) et A, +es, A €A avec iz-l Ay =1

I existe x , ..., %, €C; tels que y, = f(xl) g e s ¥y = f(xn) ;s alors,

3 5 (3 )
Ay Vs = A £(x,) = £ A X:) o
i=1 171 i=1 i 1 i=1 1
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n n
G, étant convexe et z A;X; €C ,ona jEl Ay Ty € f(Cl) ; f(Cl) est con-

i=1
veXees
n
(b) si Xy eee s X f‘l(Cz) s A s see s A € A avec _Zl ry=1l,0me
1= .
n 1 n n
i§1 Ay % e f (CZ) 3 en effet f(i§l Ay xi) = i% Ay f(xi)

qui est élément de G, , puisque f(xi) € G, pour tout i, et que G, est con-
vexe.

COROLLAIRE (PROPOSITION 20). - 5i C ¢ E est convexe, xe€ C, o € K, alors
C +x et of sont convexes.

On applique le (a) de la proposition précédente a une translation ou 2

une homo-
thétie.

PROPOSITION 21.

(a) Si Ci est convexe dans 1'espace vectoriel Ei , alors I Cy est convexe

. iel
dans 1l E, .
iel
(b) si C, et C, sont convexes dans E , C, + C, est convexe dans E .
et £st convexe dans
Démonstration.
(a) En effet I Cy =N pr.-1 (Ci) , et on applique les propositions 18 et
1. iel ie1  *
(b) C, + C, est 1l'image de C; x C, par l'application de E x E dans B :

(x,y) — x+y .0n applique (a) et la proposition 19.

PROPOSITION 22. -Si C<E et OeC, C

c'est un sous-A-module de E .

est convexe si et seulement si

Démonstration. - Si C est convexe et si x , X, € C et X , A€ A,onacz:

)\lx1+X2x2:h1xl+x2x2+(1—)\1-)\2).0,
donc élément de C , puisque 1 -, =X, €4 et A+ A5+ (1 -2 - )\2) =1
Si C est un sous-A-module de E , pour X, , .o , X €C et xl,...,xneA,

n
2 Ay %5 est &lément de C , donc C est a fortiori convexe.
i=1 |
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COROLLATIRE 1 (PROPOSITICN 23). - Si C est convexe non vide, il existe un sous-

A-module de E unique, ¥ , dont il est le translaté.

Démonstration. - Soit un x dans C; C -x =M est un convexe contenant O,
" donc un sous-A-module, et .C = x + M . Si alors C = x' + M' , ona x+M=x'+M s

dome x -x' +M=HM, x-x'"+0eM ,et M=M -x+x'=MN .,

Remarques. - La translation convenant n'est pas unique : toutes celles définies

par un x dans C conviennent.

. .
On voit que les convexes se présentent comme des sortes de "sous-espaces affines"
sur l'anneau A .

COROLLAIRE 2 (PROPOSITIOW 24). - Pour que C < E soit convexe, il faut et il

suffit que, pour tout x, , x, , x, ¢léments de C , et A Ay 5 A, 8éléments
3 1 2 3 e == 19 M2 3 eI

de A avec 2 A, =1, on ait g A. x. élément de C .

- i=1 1 i=1 1L

Cette proposition pricise la définition. (Voir aussi II.4.)
Démonstration. - Tn effet, si C est convexe, il a cette propriété.

Réciproquement, soient X € CAP et M=0C =~ Xq e M est un sous-A-module de
E,cersi y, ,y,€H et A , A, €4, 0na ylle—xo,yzzxz-xo,oﬁ
x %, est dlément de C et :

.
LR AR RN S N R xl+)\2x2+(1-}\l-)\2)xo

we

par suite, 2z est élément de C , et A oy o+ )\2 y, eppartient 4 C=-x,=HM.

0
Remarque. - A. F. MONNA [4] donne comme définition d'un convexe de E , la pro-

priété exprimée par le corollaire ! de la proposition 22. Cependant, 1'intérét de

celle que nous avons donnée est d'8tre la traduction immédiate d'une définition

valable tant dans le cas archimédien que dans le cas ultramétrique.
Si K est un corps valu? et si « €E+ (0 2 o > 0), posons, pour A

n
L O =°‘J > li\il"‘ i @< +® ,

i=1

APRTTISNCE ¢

ch(}\l s eee )\n) = supl)\il si a =+ o

Si E est un espace vectoriel sur (K, v) , et a =¢q  (voir lére partie,

I.l.1), CCSE est convexe, si : Pour tout n , X, 5 eee , X €C, et

n
cae drifi = . <
Ao » Ay € K vérifiant 12:1 Ay=1 et Nd({)\l}) $l,ona
n
iéj_ Ay X, €0
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C'est en effet manifestement notre définition dans le cas ultramétrique. D'autre
part, il est manifeste que cette notion ne dépend que de la topologie de K : elle
ne change pas si on remplace la valeur absolue v sur K par une valeur absolue
équivalente v jor si Keg, 2 Ay =1oet z I)‘il =1, les A; sont réels et
positifs, ce qui raméne sans Aifficulté & la définition connue.

Remarquons enfin que, si K est un corps discret, A = K , et les convexes sont
seulement les variétds affines.

La proposition suivante décrit les convexes de K comme espace veotoriel sur
K , et par suite ceux des espaces vectoriels de dimension 1 dont nous verrons
1'importance au II.4.

PROPOSITION 25. - Une partie de K est convexe si, et seulement si, c'est une

boule ouverte ou fermée, ou B, ou K .

Les boules ouvertes ou fermées, K , Ji] , sont convexes d'aprés la remarque sui~-
vant le définition des convexes.

Si C est un convexe contepant O , C est un A-module, donc C = 4.0 = U xA
x€0
qui est une boule (ouverte ou fermée) comme union de boules concentriques, sauf si

ctest K entier. Enfin, si C est différent de f , il est translaté d'un tel

convexe ; c'est : ou une boule, ou K .

II.2 Liaison entre semi-normes et convexes : Jauges des convexes.

Voir [&].

s .
DEFINITION. —_S_J'_. B est contenu dans E , B est absorbant si, pour tout =x -

de E, il existe M tel gue, pour tout A vérifiant [A\] > M, on ait x€ A4 .

PROPOSITICH 26. - 3i C est convexe, C absorbant est équivalent & C contient
0 et engendre E .

On a vu précédemment que les boules ouvertes ou fermées des semi-normes ultramé-
triques étaient convexes. Les résultats qui suivent vont donner des réciproques de

cette proposition. Remarquons que les boules ouvertes ou fermées de rayon non nul
sont absorbantes.

THECREME (PROPOSITION 27). - Pour tout comvexe C contenant O et sbsorbant,

il existe au moing une semi-norme ultramétrique p telle gque :

@) x| px) <1}ece{x| px) g1} ,

119



7-30 J .-P. CARPENTIER

et 1'ensemble des semi-normes vérifiant (J) posséde un élément maximum et un é14-

ment minimum (pour l'ordre déduit de celui de R ). Toutes les semi-normes véri-

fiant (J) sont équivalentes.

DEFINITION. - C étant un convexe absorbant, on appelle jauge de C toute semi-

norme ultramétrique vérifiant (J). (En particulier, il y aura une jauge meximum et

une jauge minimum d'aprés le théoréme, pour un convexe absorbant donné.)

Remarque. - Pour étudier un convexe quelconque, on se raménera au cas ou C est
absorbant, en opérant d'abord une translation pour obtenir O e C , puls en consi-

dérant C comme partie de 1l'espace vectoriel qu'il engendre.

Puisque C < {x | p(x) g1}, si %6 C,ona p(-;f-)SI , donc p(x) < |A] .
Par suite : p(x) g inf{|A] | x e AC} .

Puisque C 2 {x | p(x) <1}, si %#C,ona EI%Z>1 et donc
plx) 2 sup{|A| | x¢aC .

Le théoréme sera démontré quand on aura vu que
p, (%) = inf{|A| | x € 4C} et py(x) = sup{|A] | x#Ac)
sont des semi-normes qui vérifient (J).

Remarquons alors que si la valuation de K est dense, on a p(x) = p2(x) ,
tandis que si K est & valuation discréte & valeurs sur le groupe multiplicatif
engendré par p (0 <p <1l) [l'applicat_ion de K* dans ce groupe étant surjec-
tive], on a pz(x) = pp, (x) . Ces deux résultats s'obtiennent en remarquant que
{In] | xenc} et {|r] | x¢ AC} définissent une "coupure" sur 1'ensemble des
_ valeurs prises par |i| pour A € K (cf. proposition 22). Il suffit donc toujours

de vérifier que P, est une semi-norme. Or,

p; (wx) = inf{|r] | px e AC}
= inf{[r] | xea/uC)=inf{|w| | xeC]
= |ul p ),

et si x et y sont donnés avec p, (x) > Py (y) par exemple pour A € K tel que
x€N et y€AC ,ona x+y€MA , donc :

py(x+y) sinf{|A] | xerC, yerc}.

Alors si K est 3 valuation discréte, pour A tel que |A]| = P, (x) Zpr () , on
a xeAC et y e AC , donc
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py(x +y) s [A] = max(p, (x) , p, %)) -«

Si K est & valuation dense, pour tout A tel que |[A]| > P, (x) , ona |A] >p1(y),

et facilement alors x € AC , y € AC , donc
p (x+y)g Al -
Comme la valuation est dense, & la limite on obtient :
p (x +y) g max(p, (x) , p, (¥)) -
Enfin,
Cef{x| p(x) g1}

car x € G entraine p, (x) < [1]| =1

x| px)<i}ec

car si p (x) <1 ,onaun A tel que [A| <1 et xe&AC , donc aussi afortiori
x€C .

De méme,
e x| py(x)s1}
car si x€ C ,ona sup{|rA|] | x€AC} 31 .
Co{x| pz(x)<1}
car si sup{|A| | x¢ AC} <1, c'est que x€ 1.0'=C . Enfin p, et p, , donc

toutes les jauges, sont équivalentes.

Le théoréme est donc démontré. En outre :

s

COROLLAIRE 1 (PROPOSITION 28). - 5i K est & valuation dense, un convexe absor-
bant posséde une jauge unique.

COROLLAIRE 2 (PROPOSITION 29). - §_1_ K est & valuation discréte, pour tout con-
vexe absorbant C , on a

C={x| Pl(x)sl} ol ) est la jauge meximum de C ,

C={x| p,y(x) <1} ol p, est la jsuge minimm de G ,

st Py = PPy ¢ En outre il existe des jauges p , telles que

C={x| p 1} ={x]| px) <1} .
Démonstration. - Puisque P, = pp; » OD &

{x | pl(x) g1} ={x | pz(x) <1}
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7-32
facilement, compte tenu des relations (J) pour p, et p, , on obtient les égali-
tés du corollaire. Si enfin p<k <1l , et p=kp , ona immédiatement

p(x) g1 équivalent & Py (x) gt
et

p(x) <1 équivalent a °P, (x) <1

Remarque. - Dans le ces d'une valuation discréte, toutes les fonctions kp1
avec ke (p, 1) sont des jauges. Ce ne sont pas les seules en général. Il existe
des jauges différentes de p, et py,, P, vérifiant N =N : ainsi dans K x K,
si C={0,w | Isr, lulsi}, pO,p) =sw(r], elu]) estune
jauge de C , différente de p, et Py et telle que N_ = Nv . (On peut voir
qu'il en est a2insi pour tous les convexes non vides ne contenent pas d'hyperplan.)
On peut voir que, dans le cas ou ¢ ne contient pas d'espace de codimension finie,

il existe des jauges p , telles que I\‘_\ 2it 4'avtres points d'accumulation que
F
0.

5i p est une semi-norme et si C est la boule unité fermée de p , la jauge
maxirm P, de C est une sorte de régularis¢e de p , <¢quivalente &8 p 3 p et
Py sont des jauges de C .

3i I\Ip = I-Tv , p estla jauge maximum de sa boule unite fermée, et aussi la

javge minimum de sa boule unité ouverte.

On a utilisé dans la démonstration la partition de X en deux ensembles :
(] rex, xerd}, {A] AeK, x#£A) . Le second de ces ensembles est
une boule de centre O : c'est en effet un A-module de K de maniére immédiate.
Il en résulte que {|A] | rekX, xext} et {|A] | X €K, x£AC}] sont
disjoints (le premier "saturé" supérieurement, le second inférieurement, dens l'en—

semble des valeurs absolues de K , d'ol la coupure dont on a parlé).

Pour préciser davantage la relation (J) quand X est & valuation dense, nous
allons devoir faire intervenir la structure de {A | A e K, x e AC} avec plus
de précision.

*
DEFINITIONS.
Un convexe de K est dit m—ouvert si c'est vide, K ou une boule ouverte
(ctest-a-dire {x | |x - xol <r} pour xy€K et re R* convenables).

Un convexe de K est dit m-fermé si c'est vide, K ou une boule fermée (c'est-

a-dire {x| |x - x| €} pour xjeK et re R" convenables).
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'I1 est alors évident que les m-ouverts (respectivement les m-fermés) sont
transformés en m-ouverts (resp. m-fermés) par les bijections affines de K . Ce
qui permet de définir les m-ouverts ou les m-fermés d'une droite & l'aide d'un
paramétreze affine par transport de structure : le résultat obtenu ne dépend pas

du paramétrage. Alors :

DEFINITIONS.

Un convexe de E est dit m-ouvert (resp. m-fermé) autour d'vn point si son

intersection avec toute droite passant par ce point est m-ouverte (resp. m-fermée)

dans cette droite.

Un convexe de E est dit meouvert (resp. m-fermé) si son intersection avec

toute droite est m—ouverte (resp. m-fermée) sur cette droite.

Remarques. - Un convexe, méme différent de f et E , peut 8tre & la fois m-
ouvert et m-fermé. Ainsi dans XK , [x | |x - xol < r} est m-ouvert et m-

fermé si r ¢ . En effet on a alors :

] Ix-xmgl<nh=lx] Ix-xlsx) .

Dans E , de dimension supéricure ou £z2le 2 deux, un convexe peut n'étre ni m-

ouvert, ni m-fermé. Il en est cinsi,quand la valuation de K est dense, de

(%) | Gy x)ekxk, [x|st, |x|<1} .

PROPCSITION 30. - Un convexe de E , m-ouvert (resp. m-fermé) au’c.our_d'unzc_;int‘,

est m-ouvert (resp. m-fermé). Par suite, les propriétés "m-ouvert" (resp. " m-

fermé") et " m-ouvert autour d'un point" (resp. " m-fermé autour d'vn point") sont

équivelentes.

Démonstration. - Supposons que C soit m-ouvert (resp. m-fermé) autour de O
Soit D une droite quelconque : ou Dn C = f qui est m-ouvert (resp. m-fermé),
ou DnC #pP . Soit alors x,€DnC; (Dnc) - X, sera m-ouvert (resp. m~-
fermé) dans D - X si, et seulement si, D n C est m-ouvert (resp. m-ferné)
dens D . Or (D n C) -x = (D-xo) n (C-xo) = (D—xo) NG, car x;€C;

C étant m-ouvert (resp. m-fermé) autour de 0, (D - xo) n C est m-ouvert

(respe m-fermé) sur D - Xy - Ce qui achéve le démonstration.

PROPOSITION 31. - Un convexe m-ouvert, contenant O , est sbsorbant.

Démonstration. - Pour tout x dens E , {A | Ax e C} est une boule ouverte
contenemt O , donc s'éerit ¢+ {A | |A] <r}] pourun re B._+ .

Alors, pour u e K, avec |p|>%,ona xeput .
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PROPOSITION 32, - §_1 K est & valuation discréte, tout convexe est m~fermé ;

tout. convexe absorbant est m-ouvert.

Démonstration. - Fn effet, toute boule de K est une boule fermée, donec tout
convexe est -m-fermé. Toute boule de

C est sbsorbant, {» | A €K

K non réduite & un point est m-ouverte. Si
, Ax € C} est non réduit & {0} , donc est m-

ouvert dans X . C est m-ouvert autour de O , donc m-ouvert.

Remarque. - Les résultats qui suivent sont par suite triviaux pour K & valua-

tion discrete.
THEORFME (PROPOSITION 33).

(2) Pour toute semi-norme, les boules ouvertes sont m-ouvertes.

(b) Si un convexe m-ouvert contient

0, il existe une semi-norme p telle que
ce convexe soit {x | p(x) <1} .

(a) I1 suffit de montrer que toute boule ouverte de centre O est me-ouverte

‘sutor de O . Or, si B={x] p(x) <r} oh reR" , pour x domns,

{x] AeK, axeB) = {A]| reK, p(x)<1}

(] orex, alp(x)<1) .
3i p(x) = 0, cet ensemble est K ; si p(x) 20, clest (A ]| reK, |A]<1/p(x)},
¢t c'est Jdonc une boule ouverte ¢ ¥ : B est m-ouvert.

(b) Reprenons la démonstration de la proposition 27. Nous allons montrer que,

si C est m-ouvert et contient 0, C = {x | pz(x) < 1} . Ce résultat est déja

connu si K est & valuation discréte. 3i K est & valuation dense, nous utilise-

rons une caractdrisation des m-ouverts.

LEMME (PROPOSITICH 34).

(a) C convexe absorbant est m-ouvert si, et seulement si, pour tout x dans

G, il existe e(x) dans E*' tel que, pour A € K aveec |A] <1 + e(x) , on
ait xx e G .

(b) En particulier si K est & valuation dense, G convexe absorbant est m-

ouvert si, et seulement si, pour tout x dans O , il existe X dans K tel que
[A] >1 et que Ax soit dens C .

A l'eide de ce lemme, on voit que, si xe C et pz(x) =1, il existerait A eK,

[Nl >1 et xxeC avec p(Ax) = |A| > 1 , ce qui est absurde et, compte teru de

(J), démontre le théordme.

Démontrons maintenant le lemme.
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(a) Si C est convexe absorbant et m-ouvert pour tout x€ C ,

] rex, raxeC}

est une boule ouverte de rayon r(x) > 1 ; il suffit de poser e(x) = r(x) -1 .

Réciproquement, si C est convexe absorbant et vérifie la propriété ci-dessus,

C est m-ouvert. Pour x€ ®, {A]| L€ K, Axe C}] estune boule non rédui-

te & un point, donc ouverte si la valuation est discréte (2 moins que ce ne soit
K ). 5i la valuation est dense et que cet ensemble est {A | [A] € r} ob regl' R
l'existence de w € K tel que |u| = r est absurde : alors px € C , et il exis-
te e(ux) > 0 tel que, pour |A| <1 + e(ux) , Aux soit dans C . Soit alors,
la valvation étant dense, a tel que |Aje J1 , 1 + e(u(x))) ; Mux est dans C
et |au| > 1, ce qui est sbsurde. Donc, {A | Al gy ={r]| [A] <r}.

Si A ] Aek, axecy={r]| Al <1}
trer.

Iy + s s N
ot reR , il n'y a rien & démon-

(b) On applique (a), en remarquant qu'il existe effectivement A € X ,
IM e )1, 1+ e(x)) pour obtenir : ‘

C convexe abscrbant m-ouvert =—= V¥ xeC, 31 A€k, IM >1 et AxxeC .

Ft si, pour tout x dans C , il existe A e K, |A| >1 et Ax e C , on pose

e(x) = [a] =1, et, pour |p| <1 +e(x) =] , ona px =-%‘ Ax e C . I1 suffit

d'appliquer (a).

ATME, (PROPO3ITION 35). — C'est 1l'analogue du théoréme précédent.
(2) Pour toute semi-norme, les boules fermées sont m-fermées.

(b) :

21 un convexe shsorbant C est m~fermé, il existe une semi-norme p telle
que C={x]| p(x)gi}.

Démonstration.

(a) I1 suffit de montrer qu'une boule de centre O est
O0.0r, si xebk

m-fermée autour de

’
(A] rek, xaxeCl={r]| rek, plx)g1} .

Si p(x) = 0, cet ensemble est K ; si p(x) est non nul, c'est l'ensemble :

Ix] rek, |A €£1/p(x)} ; c'est donc toujours un m-fermé.

(b) Nous allons montrer que C ={x | P, (x) £ 1} , résultat ddja connu si X
est & valuation discréte. Supposons que K soit & valuation dense, et soit x € E
tel que pl(x) =1 .4lors B={A | AeK, AxeC}] est m-fermé, donc est un
disque fermé. De plus il contient le disque ouvert unité, puisque |A] <1 en-
tratne p(Ax) <1 , donc Ax € C ;3 B peut donc &tre considéré de centre 0 , et
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son rayon est supérieur ou égal & tout |A| , pour |A| <1 ; la valuation étant
dense, il est supérieur ou écal & 1 ; donc |A] £ 1 entratne Ax € C . En parti.

culier x est dans C , et, compte temu de (J), le théorime est démontré.

Lchevons ce paragraphe avec quelques propriétés des m-ouverts et m-fermés.
PROPCSITION 36. - Si f: L — F est une application affine, et si C , con-

tenu dans F , est m-ouvert (resp. m-fermé), P (C) est m—ouvert (resp. m-
fermé) .

Démor.stration. - Si C est une boule ouverte (resp. fermée) pour la semi-norme
- -1 " . .
p sur F, £ (C) est une boule ouverte (resp. fermée) pour la semi-norme sur
2: po £

PROPGSITION 37. =31 f: E — T est une application affine, et si C con-

tenu dens B est un convexe m-ouvert, f£(C)

est un convexe m-ouvert dans f(E) .
Ainsi, si C est un convexe m-ouvert, C +x , ol x€E, Ax,oh A€k - {01,

sont des convexes m-ouverts.

Deémonstration. - La proposition precédente permet de conclure que C + x , AC
(A £ 0) sont m-ouverts quand C 1l'est. On peut alors supposer que

O0e C, donc
que C est absorbant dans F , et nzr suite £(C)

absorbant dans f(E) . 8i K
est & valuation discréte, £(C) est m-ouvert. Si K est & valuation dense, ap-
, soit xe C tel que y=£(x) .

Ay € £f(C) « C est m-—ouvert.

pliquons le lemme (proposition 23) : pour y € £(C)

Il existe A e K, |A|>1, Axe C, donc if(x)

PROPC3ITION 38. - Si Cl et C? sont deux convexes m-ouverts de E , Cl + ('.‘,2

est un convexe m-ouvert de E . Si Ci est un convexe m-ouvert de Ei ,et I
fini ¢ Il C, est un convexe m-ouvert de [l E, .
— ie1 el *

Démonstration. - Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de démon-
trér la seconde assertion. Si on suppose O € Ci , et C.
Pi ilelx °1

boule unité ouverte de

est 1: boule unité ouverte de sup p, = p semi-norme sur =,
. N i i
: ie jel

Nous ferons encore les remarques suivantes : 31 C est un convexe n~fermé,
C+x, A, sont des convexes m-fermés, mais l'analogue des propositions 37 et
38, pour les m-fermés, est faux. I1 est facile de voir que f(C) est m-fermé si,
et seulement si, C + Ker f est m-fermé. Si f est injectif, f£(C) est m-
fermé : un sous-espace vectoriel est m-fermé. La somme de deux convexes n~-fermés

n'est pas en général m-fermée, on a cependant le résultat suivant :
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FROPOL1TION 39. - juend K est maximalement complet, si C, et .C, sont des

convexes m-fermes, Sl étant contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension
finle, G, +C, estun convexe m-fermé.

Supposons O € C1 , Oe 02 ; on remarque d'abord que Cl est alors la somme

directe d'un sous-espace vectoriel et d'un module de type fini (voir II.3), ce qui

reméne & iémontrer la proprieté guand C1 est-une droite, ou un module mopogéne.

Dans les deux cas, soient 7z ¢ C + O, et une suite de A €K, l)‘nl croigsant
et )\'1 z € Cl + 02 . On va montrer que si I)\Vll - |A] , on a cussi Az € C1 +C
1 pe

ce qui montrera que {A | Yex, rze C, +¢C

2.,
2} est : ou K , ou une boule fer-
mée. Posons

n_ . .
Cl=1xl xel , 3yeC,, x+y:)\nz}:C-ln(Gz+}\nz)‘

cn
c'est une boule fermce de C, , ainsi que o =L . De plus D cD_ , car si
3 )‘n n+l n
il exi 3 s [ A = ) H
X € Dn+l , 11 o?\clste vy  tel que : y € 02 N )\n+l xel , \n+1 Z =y + )\n+1 X 3
; A
n n
.1 _ . o
alors }\nz_)\ y+)\nx et}\ yex;z,}\nxecl,donc xeDn.Ilen
n+l n+l

résulte, K étant maximalemont complet et l'espace engendré par Gl de dimension

o
1,que N D £p.
n
n=1
w

Qa4 e} D N ."‘ ,\. - s ‘, - T 2 \ -
Soit Xy € Vl._,l o 1 lln] I, ¢ étant m-fermé et )n Xq € C1 s On 2

€ . Soit : r € C, t 5 = )
)‘XO C1 Soit alors Ya Cz tel que Z, = Ay X+

=h Xg*ty,,ona

Yy = }\n(z -x,) et ,\n(z - xO) €c, pour tout n ;

C, étent m-fermé, X(z - xo) € 0, aussi et Xz =hx, + Az - xo) €0, +Cy

Il r3sulte de cette proposition que, si Ker f est de dimension finie et K
maximelement complet, l'imarc d'vn m-fermé par f est n-fermde. Par contre, si
Ker f n'est pas complet sphérique pour la jauge de C , supposé absorbemt, ceci

n'est plus vrei. fous allons en donner un exemple.

Reprenons le () == (L) de la proposition 4 du I.2. Soit r 1le "inf" des
rayors des Bn s si f est l'application canonique de F sur F/E=G, et C
la boule fermée de centre O et de rayon r dans F , elle ne rencontre pas
Xy + B , donc f(xo) # £(C) . Pourtant, sour tout A <1, Axy+EnGC 2P et
Af(xo) € f£(C) ¢+ f(C) n'est pas fermé.

PROPOSITION 40. - 3i (Ci)ieI est une famille de convexes, tous m-fermés, alors

N C, estun convexe m-fermé. Il existe donc un plus petit convexe m~fermé
iel ’
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contenant wne partie donnée. Si C est un convexe absorbant, on voit que le plus
petit convexe m-fermé contenant € est {x | 1 (x) g1} .

De maniére analorue, l'union Jd'une famille filtrante de convexes m-ouverts est
m-ouverte (appliquer le proposition 33). Le plus grand convexe m-ouvert, contemu

dans un convexe apsorbant et contenant O , est {x | p2(x) <1} (i1 es%t non

seulement meximal 3 avoir la propriété, mais maximum).

IT.3. Structure des convexes dens un espace vectoriel sur un corps valué ultramé-
trique maximalement complet.

Soient K un corps valué vitramétrique mavimalement complet et E un espace

vectoriel sur X . Soient C wun convexe de E contenant O, et F 1le sous-
espace vectoriel de E engendré par C . “'aprés la proposition 25, C est ab=

sorbent dans F , et d'apras la proposition 27, il existe dens F wune semi-norme

p teile que
x| xeF, plx)<1}ece{x| xeF, p(x) g1}

C ¢tant un A-module, on peut alors appliquer la proposition 10.

il existe une famille de projections sur les droites engendrées par les vecteurs
d'un sous-ensemble T , de E =~ p_l(O) , telle que :
1° r.t(t') =0 pour t£t', t ct t' eT;

’

2° T odmet une partition en deux enscmbles T, et T2 , éventuellement

vides, btelle que
C={x]|] xeF; vte T, » p(nt(x))sl'; iteT,, p('nt(x))<1} s
ce que l'on peut encore exprimer en disant :
C={x]| xeF; TteT, wlx)ec} .

En effet si x € C , pour tout t€ T , on a p(nt,(nt(x))) =0<1l quand t#£ ¢
et p(nt ° '.rt(x)) 1 si te? , p(ﬂt ° nt(x)) <1l si teT,.Dans les deux
cas, on voit que nt(x) € C . Inversement, si nt(x) e C pour tout te€ T, on a,
pour teT , p(ﬂt(ﬂt(x))) =p(nt 7)1 et, pour tel,, p(‘a-;t(nt(x))) =p(nt(x)) <1,
ce qui entraine xe C .

Introduisons un suvplémentaire G de F dans E , et unc base U de G .
Soient ¢ 1la projection de E sur F parallélement & G , et § la projection
de I sur G parallélement & F ., Soit Ty la projection de G sur la droite
engendrée par u paralldlement au sous-espace engendré par U - {u} . Enfin,

soient ) i*t. et iu ,pour t €T et ue U, les injections canoniques des droi-
tes engendrées par t€ T et ue U, dans E . Posons
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Ty=iomio0 pour te T ,
?r'u:iuc'nuow pour ue U .

On peut alors écrire, avec V=Tu U , puisque x e F éauivaut 2 T_(x) = O

u
pour tout ue U,
C={x| xeE, vveV: 'ﬁv(x)ec} y
et 1'on a .
T, 0T, =0 si viEv

corme il est immédizt, et

T.0o W =T .

v v v

4i) [ ¥ est maximalement complet dans tous les énoncés de

est un ensemble convexe de E , czontenant 0 , il existe

S =10} et une ramille d'applications de E dans E :

) telle cue
( viveV =l
i° Im ﬁv soit la droite engendrée per v ,
o = = - =1 - = St =
2 .Avonv,_f)_;&v;év',ginvolv_ﬂv,
30 C:{xgxeS;'v've\f:'ﬁv(x)c'C}.

On voit que C={x| x€eBE; vveV: ﬁv(x) € '—.Tv(C)} puisqu'il résulte en
particulier du théoreme que ﬁV(G) =Cn ﬂv(?‘.-) =C nXv . 31 alors C' est un

convexe quelcongue de T , nca vide, soit € un convexe contenant O et transla-

3 de O : C'=C+xy.0na
C'=C+x0:{x+xol xek ; '.*VEV:FV(X)GT_{V(C)}
:{x+xol x+x5€F 5 VvevVs ﬁv(x+xo)eﬁv(0+x0)}

={y| vyelB; vvevV: ﬁv(y)eﬁV(C')} .

On a donc le corcllaire suivent, le méme résultat Stert &vident pour C' = @£ .

COROLTAIRE 1 (PROPOSITION 42). - Si C est un ensemble convexe de E , il exis-
te un sous-ensemble V de E - {0} et une famille d'spplications de E dans E:
Gv)vev telle que

i° Im ﬁv soit la droite engendrée par v ,°

20 T oW =0 =i vAv ,et W o'ﬁv:ﬁv, )
° C = €FE ;3 § s T T (C = - 7. (C) .
3 (x| x€B; vvevV: “v(x)eﬂv(”)} _vgv T, oﬂv()

(ifath. Semin., 1) 129
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CORULLAIRE 2 (PROPOCITIN 43). - Si C est un ensemble convexe de E , il exis-
te un sous-ensemble linéairement indépendant de E* : & , et des convexes de K :
()

q)

sen o bels aque
s

-1
C=ix]| zxeE, Tonea, q,(x)ec;?]= n ¢ (Ctp) .

“n outre, C est n-ouvert si, et seulement si, tous les GQ gsont m-ouverts ;

C est m-fermé si, ot seulement si, tous les Cl_p. sont m-fermés.

Ls premidre partie est ume dévalvation du corollaire 1 : on associe & chaque Ev
uwne application linéaire de ¥ dans &, Sy 0 définie par 'ﬁ‘v(x) = cpv(x) v o« On

posa C(F = .Y-V(C) , et la vérilication de la premidre partie est évidente.
v

Les deux remarques finales peuvent s'dnoncer dcns la situation du corollaire 1 ;

nouc vtiliserons le passage de l'une a 1l'autre sans le rappeler.

m e O = @(3) , Jdonc on salt déjd que :

- 8L ¢ est n-ouvert, C_ est meouvert, pour tout © € ¢ (proposition 37).
G

-~ 31 C_ est m-ferm:, —@"i () est m-fermé (proposition 35).

est m-fermé, C = N (?_1 () est m-fermé (proposition 40).
(o] ®

-35i O est m-ferm?, <(C) est m-fermé ; ce qu'il suffit de voir quand C e C,
et est vrai alors puisque ’EV(C) =Cn ﬁV(E) (proposition 40).
- 31, pour tout = € &, C_  cst m-ouvert duns K, C est m-ouvert dans E .

-3

Le cos de la veluztion discrate étant triviol, supposons la valuation dense. On
peut se ramener au cas C € C . Alors C_ m-ouvert entralne Gc,n # {0} , donc
G=1¢0C] e F=Tz: C estabsorbant. Soit p sa jauge ; si "x € C, solt v
un v eV tel que p(’ﬁv(\(x)) s~rit meximum (voir proposition 10). Tous les (Crp)tpeé

étant wm-ouverts dans ?.'V(E) s 'ﬁv(C) est m-ouvert de jauge p dans 'ﬁv(E)-

(puisqu'égal 3 C nFV(E) ).
On a dorc p(m (x)) <1, donc
Yo

p(x) = 3;5 p(,(x) = p(‘ﬁvo(x)) <1.

C est une boule ouverte.

En explicitant les Ci? , on peut énoncer le corollaire 2 de la fagon suivante
(on écarte les ¢ correspondants aux C‘P égaux & K sens inconvénients) @
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COROLLAIRE 2' (PROPOSITION 43'). - Soit C un ensemble convexe de E ; il exis-
te un sous-ensemble linéairement indépendant ¢ _d_e_ E* , une partition de % en

deux ensembles 3 et g, éventuellement vides, une famille (rcp)q;eq» d'éléments
de R* et une famille (acp)cpeé d'éléments de K , tels que :

C=f{x]| xeE, Vqgesq : Iw(x)-awlsrw, V€, Icp(x)-a(?|<r(?}.

Si C est m-ouvert, on peut assurer : @1 = ﬁ s & = [
Si C est m-ferme, on peut assurer : 4 =20, &, = g .

Corme cons3quence de ces propositions, on voit que, pour qu'une partie X soit
contenue dens C , il faut et il suffit que f(X) soit contenue dans £(C) pour
tout £ ; il suffit en fait de faire 1z vérification pour une certaine famille de

f dont le cardinal n'excéde pas la dimension de E et qui ne dépend que de C ..

Fors allons regarder le cas ol E est de dimension finie.

FROPOSITION 44. - 81 E est de dimension finie, et C convexe dans E , il

existe d'une part une btase de E , (xi)i’I , et une partition de cette base en

1
iel vul,vu I3 , des éléments @; de K ,pour ieI ul,, des réels gtric-
tement positifs tels que :

quatre snsembles {ventuellement vides, I, , 12 N I3 , I 40 dl'autre part, pour

C:{x] xeE, x= 2 Ay X

iel i

. -a.|sri, viel,: ])\i—ai|<ri, viel,: Ay =ay)
Démonstration. -~ C'est une conséquence de le proposition 41, puisque dens cette
proposi'tiofl, et d'aprés la proposition i4, V est une base. Il ne reste plus qu'a
séparer les cas, suivant que ﬁv est :

- Kv e (14) y
-~ réduit & un point : (13) ,
- une boule ouverte : (12) ,

- une boule fermée de rayon non nul : (Il) .

lous terminons par deux propositions qui sont les traductions des propositions 8
et 15.

PROPOSITICN 45. -~ Pour tout = pace vectori¢l E sur un corps K & valuation

discréte, et pour tout convexe O de E , contenant O , il existe :
5, €tV p ae ’ >

1° Deux espacos vectoriels N et L,

2° Un ensemble I et un sous-espace vectoriel M de l'espace des fonctions
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K tendant vors O suivant le filtre de Friéchet de I, ¥ conte-

Jul

nant les fonctions & support tini.

+Somorph

e sous-ensemble de W des fonctions partout inférisures ou ézales & 1

de T sur b ox Lx % quiamtne C sur N x {0} x B, ol
128 sur qui amene =

Pour tout cspacc vectoriel I base dénombraktle E  sur un corps

£, et pour tout convexe C de E contenant O , il existe:

V(,n,T,Ol‘lelS #oet L.

2¢ Une par’\,lt;on dz N en doux ensembles éventuellement vides, Il et I,,
z = 2
(n'n)nEN avee ’“’n ele,1),00 O<a<l.

1'espare des sultes mmlles & partir d'un certain rang, un

Lx o oguiamme © sur ¥ x {0} x B, ot B estle

'l}"n‘ o, pour mel l)\nl <o, pour ne€I,.

vectoriel engendré par C , et L un sup-

la jauze maxirmm de € dens ¥ et

ace vectoriel meximum conterm dans C ).

d2 I dans T ¢ M est normé par p .

e

~tion discrite, on a

et on peut trou-

p
‘hase orttonormale" de g (e ).
(ry)
) ;€ ) ’
71 i’iel
2 un esnace de rfonctinnz et 1'on virifie immédiatenent

jeT 2 avec

on 1ientifie M

Ry

- . .
que GC n M a pour image
L L =3

las fonctions partout € i . Le proposilion 4% est ddmontrée.

N
©
Supposons maintenant ruwe P seit de limension dénombrable. Ecrivons M= U En)
n=1

oh E_< En+? ot E.n de dimension fiprie. Nous construisons alors par récurrence
vne base Bn de E_ et une partition de cetts base en deux ensembles sventuelle~

« 1 3
nent vides, B et D_ , tels que :

n n -
_ Bl 5 Bl . 2 5 34 .
n+l n’ “n+l n ’
2 1
- §eeB : ple) se€B : 1gonle) g= .
n o
31 C =E nC,
n
b3 L v eeB)
C ={x| xeE_, A e, VeeB- : |n |gl, veeBl: |r_|ple)<1}
n e n e'™ n e
e«EBn

132



SEMI-NORMES ET ENSEMBLES CONVEXES 7-43

X - .ol

Ltexistence de Bl. résulte facilement de la proposition 44. Si Bn et Bi sont
1 L4 2

construits, définissons B;u»l comme une partie maximale ayant les propriétés :

= Bll:wl - Bllﬁ ’
- veeB i ople)=i ot eel,
- Bx}ul a lz proprizté (n) (voir I.3).
On définit alors Bnu comme une partie maximale vérifiant :
- B 4?8 uB ., Teed . 1gple) gl/u,
- B, & la propriété (m) .

Depres le démonstration de la proposition 14, Bn+1 est une base "orthogonale®

as ? 1 2
. e B . =0(, B Y N 2 B i = i
de B 5i B ij‘l el > ON @ Bn+1 Pn , puisque Bn+l n B_rl ;6 (sinon
2 3 5 2
o4 z R~ =2 . -
on aurait e ¢ Bel M 35 s donc e € bn , et pourtant e = 2 )‘f f avec e e Bn

feBy
et [)\el =1).

gl

tnfin il est avident que x = '\e e est dans Cn+l quand |)\e| <1 pour
ee
n+l o .
e € BIIH—I , et ]}\e]p(e) <1 pour ee B‘;’HL + Réciproguement, si D est la boule

21 2 . P 1 .
unité ouverte de d'epres la proposition 11 B a pour image par 1T une
s P ’ nel p ge p

base de C/D sur k ; donc, tout x e C , s'éerit x =y + 2

[os)

| M & avec
1 eEly
p(¥) <1, ce qui démonire la vroposition puisque B, est une base orthogonale.
i . e * P 2

Oy 3 Y = — et comme U = = G s -
On pose alors N 3(@) et comme U En , C U bn ;5 le théoreme est dé

. n=1 n=1 ® 4
montré en indexant par ¥ , U Bn B I1 étant 1'ensemble des indices de U Bn’

n=i o 2 n=L ~
12 1'ensemble des indices de U Dn .

n=1

Remzrques. -~ On peut de ce qui préehde déduire des propriétés algébriques des
sous-i-modules de T , cspace vectoriel sur le corps maximalement complet X .
Ainsi, si M est un sous-A-module de type fini, il engendre un espace de type fi-
ni s D'aprés la proposition 44, il est isomorphe & un produit A% x M' x KB ou
« 4  , sont des entiers positifs ou nuls et ' est un produit de sous-A-modules
non m~fermés de E ou {0} (les sous-i-modules m-fermés de K sont isomorphes
4 K,2a A,oua {0} ).Un tel module est donc un quotient de 11 , donc est de
type fini. Comme il est évident que les sous-modules de type fini de K sont m-~
fermés, c'est que ™' = {0} . Quand la valuation n'est pas triviale, K n'est pas
de type fini, donc § =0, et M est isomorphe & A% : clest un module m-fermé
ne contenant pas de droites ; on voit en outre qu'il est libre. Par contre, si C

est un convexe absorbant dans E , et que E est complet pour la jauge de C ,
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C n'est pas libre si ¥ n'est pas de dimension finie (regarder la base de C ,

et écrire que E est complet pour aboutir & une impossibilité).

II.4 Enveloppes convexes-serment. Partition définie par un hyperplan.

1
DEFINITICN. - 81 B est contenu dars E , on appelle enveloppe convexe de B ,

le plus petit convexe c(R) contenant ™ .
plus p

Cet easemble existe, cor E  est un convexe contenant B et, d'aprés la propo-

sition 13, c¢(R) est l'interscction des convexes contenant 5 . En outre :

n
PROPCSITIC 47. - L'envelcpne convoxe de - est 1l'ensemble des 2 h. X. , ol
i=1 12 —
X 5 eee X sontdans T, 4, ..., A Jdans &, vérifiant g }\i: 1
B i=1
(gu l'ensemble des <& Ay X o_L_ )‘:d = 0 sauf pour un nombre fini de x , et
XE7
Z oA =i
xek X

In perticulier, si x et 3 sont des éléments de [ , on appelle segment xy ,

c(ix, ¥}) , et :

c({x, vy}) =(Ax+uy | A,peh et n+p=1} .

T

1) est immédiat ue, dens X c({x , y}) est la boule fermée de centre x et
Ve, ’ s V3

de rayor |¥ -y| . 3i © est convexe et si x et y sont {lémentsde C, C
contient le segment xv . On peut se demander si, réciproquement, une partie € ,
qui contient le segment xy d2s qu'elle contient x et y , est convexe. Cette
proprisété est équivalente & la suivante, normée "Faiblement convexe" par MONNA [9]:
(F ©) x,yeC; A,p€eh avec A +p=1 == Ax+puy€C .
02 2 alors la proposition suivante :

PROPG3ITION 48.

() 8i C est convexe, il vérifie (¥ C).

(b) Si E est de dimension 1 , C vérifiant (F C) est nécessairement convexe.

(c) 8i 1'indice de X est supérieur ou égal & 3 , (F C) implique la convexité.

(d) 8i E est de dimension supérieure ou égale & 2 , et K d'indice 2 , il

existe des parties de E non convexes et vérifiant (¥ C).

Démcnstration.
(a) est évident.

(b) 8i C vérifie (F C) et ost non vide, soit x,y€ G . Alors M=C - x,
contient O et, pour A élément de A et y € M, avec y = X - x4 oh xeGC,
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Ay = A(x - xo) =[x+ (1 - )\)xo] - x4 et Ay € M

puisque Ax + (1 - }\)xo est flément de C . Donc AMc M, AM=M= U xA, et
xeM
M est une boule et C est convexe.

(¢) Si C non vide vérifie (* C), soit ¥ =C =~ Xy ot xy€ C . Alors OeHM,

=X - %y et oy, = Xy = X, sont éléments de C

et ¥ vérifie (¢ C), car si L

by

|
avec N et . € A, AN+ p=1:
Ay vy, = (xpo+opx,) - xpe M

Wous montrons que 1 =st sous-i-module de E . Soient x ,ye M; N, nedh,
on ve montrer que \x +py est dens ¥ .0r xel, yeb, xeld, pel
entraine :

ox =ax + (1 —a)0e M ,

By =y + (L -5)0e ki ,
et alors pour y € A, yox + (1 -vy)3y est dans 1} . Il suffit de choisir o ,
sy ,pourque A=y et p= (1 -vy)5 . Sil'indice de K est supérieur ou
égal d 3, vy, tel que |y| = |1 ~vy| =1, existe et alors @ == , § =o=t—
vérifie bien |o| €1 et 5] €1 .

<>

-7y

(¢) Puisque F est de dimension 2 au moins, soient e, et e, des élé-
ments lirdairement indépendents de E . Soit

C:{}\el+p'ezl /\,p.GA;minl)\l,lp.l<1} .

C vérifie (F C) : si he, + ue, , ,\'e1 + u'e2 sent dans C et o dans A :

X = a()\el + p,ez) + (1 --o()()\‘e1 + .U-'eg)

(h + (1 —a)}\')e1 + ((1 = aut + orp,)e2 ,

et un seul des nombres |a| , |1 - «| d'une part, |r| , |u| d'autre part, [A'],
|w'] enfin pouvant 8tre égal & 1 , un seul des nombres lod + (1 = a)rt] et
Jop + (1 -a)u'| au plus vaut 1 . Donc x est dans C . Mais C n'est pas con-

vexe car il contient 0, e e, , mais n'est pas un module puisque e, + e,

127

.n'est pas dans C .

X

Remarque. - I1 n'y a pas de théoréme "d'associativité" des barycentres a coeffi-
cients dans A . Ainsi un résultat, tel que, si M , My, eee, Mn sont convexes
n

et si H= U M
izt

2
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est faux.

PROPOSITION 49, .. Soient E et F des espaces vectoriels sur K , et f une
application affine de © dans T .

(=) si B,<E,ona: t‘(c(}}l)) = c(f(Pl)) .

(0) 31 B,cF,ona: f‘l(c(Bz)) = c(f'l(BZ)) quand f est surjective.

Démonstration.

(a) c(f(zil)) c {‘(c(Bl)) évidemment (cf. proposition 19). Mais un élément 7y

d: 1(3(31)) s'ferit y = f(x) ot x = 2 A %, avec X €3, }‘i €A, et
2 Ay =1, done :
i=1
n n
. — £ -—
¥ = *(i):1 Ay xi) = ]El Ay f(xi) et vy e c(f(Bl)) .

®) c(r™(8,)) = £ (c(3,)) évidemment (cf. proposition 19). Mais si x
2 9

qa. -1 2 .
Aaent de £ (0(22)) ,onazs f(x)= iii MYy 008 AjeK, y; €B,,
Ny E et oy = £(x,) , ou x; est élément de E ,
n n n
-3 . _ 5 _ .
£(x) = oy f(xi) = f(.z. Ay xi) et donc X = .Z )‘i X+ €
i=1 i=1 i=1 .

obv g verifie f£(,) = £(0) . Alors,

n
X = iEL ,\i(xi + ‘o) et f(xi + g) = f(Xi) = yi .

Donc, x est élément de c(f—v1 (B,)) -
<

Soit H -un hyperplan affine de E , d'équation f(x) =« , o f est une forme
lindaire non identiquement mulle, et ot « est élément de K . Nous allons défi-
nir des parties de ™ eanaloguesaux demi-espaces des espaces vectoriels rdéels.

DEFINITIONS. S5i x et y sont éléments de E, x et y sont séparés par

H si le segment xy rencontre H . Dans le cas contraire, x et y sont dits
dlun méme c8té de H .

En particulier, si x et y sont dans K, et si o est un élément de K
(jouant le r6le d'hyperplan affine dans K ), x et y sont sépards par o , si
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x est élément du segment xy , c'cst-2-dire : o dans la boule fermée de centre
et de rayon |x - y| . Par suite, dire que « sépare x et y , c'est dire
que
Ix - vl 2 |x - ol
(ce qui est équivalent » |x - y| = |y -w| ). Il s'ensuit que x et y sont

d'vm méme c6té de « si, et seulement si, |x -y| < |x -of .

Revenant au cas générel, on a la proposition s

PROPOSITION 50. - Les proprié tés suivantes sont équivalentes

t=

(1) H, d'équation f(x) =o , sépare x et y , éléments de
(2) « sépare f(x) et f(y) ,
(3) |f(x) -« g |£(x) - £(x)]

On a égzalement la proposition :

PROPOSITION 51. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1') x et y sont d'un méme cbté de E (c({x, ¥y}) n H = 7),
(2') 2(x) et f(y) sont d'un méme c8té de o (c({f(x) , £(y)}) % «),
3" 1t - 2] < |f&) -«f .

De ce qui a été dit résulte que (2) est équivalent & (3), (2') & (3').
(11) implique (2'), car
fle({x , y})) = c{£(x) , £(N})
et que o ¢ fle({x, y})) .
(2') implique (1'), car
ol{x , ¥y} < £ el{r® , £(])
et que Hn £ (c[f(x) , £(y)}) = £ résulte de o £ c({£(x) , £(3)}) -

Donc, (1') est équivalent 2 (2'), et leurs négations (1) et (2) sont équivalentes.

Les propositions sont donc démontrées.

Fixant alors Xq dans E , cherchons les points x de E tels que x et Xq

soient d'un m8me c6té de H .
On voit que la condition nécessaire et suffisanté sur x est

lf(xo) - £(x)] < ]f(xo) -a| .,

clest-a-dire f(x) € B(f(xo) s lf(xo) - «|) boule ouverte de centre f(xO) et de
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rayen | f£(xg) - o} . Or dewx boules de K, B_ =By, , |y, -al) et

" O }l
B =By, , ly. - «|) sont disjointes ou confondues 3 si z est élément de
NE &

Sy s dyy mel) Ty, byp ~wl) , ona s

v, =) =i -l puisque |z - yll < |y-l -al

a1 Jdonc

By, , l:v’l - al) Bz , |z -al) ,

et, de uéme,

Blrg s by - i) =8, |2 -al) .

e les voules Sy, |y - «l), et {o) forment une parti-
tion de ¥ . (On recerde les sous-ensembles de ©(X) et non la famille des B .)
Si 1'on envisa.’

tle de °(B) §

irrogque par [ de cette pertition (sous-ensem~

~Loge cie . N
o oet de 7 ({o}) ), clest une partition de E
dont I'une des classes est & . Infin, x et Xq sont d'un mérne cbte de H  si,
ot seulement si, x est dens la classe de la partition qui contient %y e I1 en

résulte que "8t

laticr "&ire dans unc ménc classe" pour unc certaine partition de E

, ,
EFINITICH. - Les classes de la partition autre que H sont les cbtés de H .

Ceci cst cohéreat ive

1z terminologie "@tre 3'un méme cBtéN.
Remarque. - Lo ciilinal & 1'ensemble des cbtés ne dépend que de X , comme il

sulte facilement de ce tuil précéde : c'est le carlinal de l'enscmble des cbtés

{C} . Ce cardinal ne peut &tre fini que si X

est & valua-

51 X et Y sont des parties de H

st C'un soul cCté de B si X est contenue dans un c8té de H .
Y sont séparées par H

5'1l existe deux cOtés différents de H qui

les contic:

ent .

PROPOSITIOCN 52.

(a) Les c6tés de ¥ sont les convexes maximsux disjoints de H

e

(b) Les c6tés sont m-ouverts.

{¢) Tout convexe ne rencontrant pas K est d'un seul c6té de H .

(d) si ¥ est d'un seul c6té de H c{X)
. e - ’

aussi.
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(a) et (b) Les cdtéis sont convexes m-ouverts, car images réciproquesde bovles

ouvertos nar vne application lindaire. 31 C est un c8té de H , et y ¢ 0, xeC,
c({x , y3) 0% est non vide, donc C est un convexe maximsl ne rencontrent pas

Y . Un convexe maximal disjoint de E est un ¢dt? e b : résulte de (c).

{c)s 31 C est un convexe ne rencontrant pes I et non vide, soit Xq dans

C . Pcur tout x de © , C({XC , X}) n I est vide, car contenu dens C n H .
Donc x est dans le c8té de X, par rapport & H , et O
H .

est d'un seul cbté de

(4) est immédiat, puisque les c8tés sont convexes.
Remaiques - n a méme mieux puisque le cbt2 de ¥ contenant Xq et le convexe
maxinun disjoint de 1 et contenant Xy e

Séparer des pavties revient & siparer leurs enveloppes convexes. Dans la suite,

nous étudions la separation des convexes.

II.5 3eparation ies ensembles convexes. - Voir [9].

PROPOIITION 53. — 3oient X un corps valué maximelement complet, I un espace

i1

vectoriel sur K, C un convexe de E , et a un point de E en dehors de C .

Alors il existe un hyperplan affine de E , contenant a et disjoint de C . C

est donc intersection des classes d'équivalence par rapport aux hyperplans de © ,
gui le contiennent.

Démonstration. - L'énoncé est conséquence immédiate de la proposition 42 puisque
ag C et

C={y| yeE; iveV: Fv(y)eﬁv(c)}

>

)

entraine

il existe v e V 3 ﬂv(a) ¢ ﬁv(C) .

- —=1
Mlors H=T (Fv(a)) est un hyperplan, contenant a et disjoint de C .

THEOREME (PROPOSITION 54). - S1 K est maximalement complet, si C, et G,

, E, sik, corps
des restes de K , n'est pas 2%/(2) , il existe un hyperplan affine de B, H,
qui scpare C1 et C2 .

sont des convexes disjoints dans un espace vectoriel sur X

Démonstration. - H sera défini par une équation : f(x) =« , ob fe E* et
o € K . On procéde en deux temps :

1° Trouver f pour que f(Cl) et f(C?.) soient disjoints ;
2° Choisir « pour qu'il sépare, dans X , f(Cl) et f(CZ) .
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o Pui - =0 .
1° Puisque Cl et 02 sont convexes, C1 02 =G est convexe C1 et 02

étant cisjoints, on a O¢ C . Soit donc H, un hyperplan de E , contenent 0
et disjoint ‘de C d'aprés la proposition 53
B o={x]| £(x)=0) oh felx , FAO0 .
Cn voit que O = £(0) £ £(C) , donc O £ f.‘(Cl) - f(Cz) et f(Cl) n f(Cz) =p.
20 f((;l) et f(Cz) sont des boules de K . Soient a; € f(Cl) ) gy € f(Cz) ,
et r= Ic’i - cyzl . Notons B 1la boule fermée de centre oy et de rayon r, B

i
la boule ouverte de centre oy et de rayon r . On o les inclusions s

B=B; ; Bi:.f(ci) .
Si k#2/(2) ,ona BEB UB,; soit weB, afB uB,,
I(X -all = lC{ _azl = IO‘]_ _Qzl ’

donc « sépare «
et f(Cz) .

1

et a. ; a;{Bi , donc o sépare B, et B, , dome f(Cl)

D'aprés la proposition 5C, H = T () sépare G, et T, .

PROPOSITION 55« - ’2 K est un corps valué non trivial maximalement complet,

C un convexe d'un espace vectoriel E sur K X € E, xod G, il existe un

hyverplan de B, T ,.qui sénare strictement C et Xy e

Démonstration. - I1 existe Hg tel que H\3 NnC=p et X, € HO - 8Soit f(x)=a,
ot f e Et , 1'éauation de HO . 30it, dans X, r la distence de o & £(C).;
il oxiste, dans la boule ouverte de centre « et de rayon r , un point  autre

que o , tel que F = f-l (5) sépere strictement C et Xoy o

~

PROPOSITION 56. - K étant meximelement complet, soient E un espace vectoriel

sur K, C un convexe de E , V une sous-variété affine de E disjointe de C:

alors il existe un hyperplan affine H , contenant V , et disjoint de C .

_Dé:aonstrat_i‘o_lg. - On commence comme pour la proposition 54, et ayant obtemu fel*
telle que £(V) n £(C) = B, on voit que £(V) £ K entratne f£(V) = {o} , done
-1
aue H=f (¢) est un hyperplan qui convient.

Remarques. - 31 C est un convexe m-ouvert, la proposition exprime que la jauge
de C étemt p, (K,v, E, p) a le propriété de Hahn-Baunach. Si on suppose
que X n'est pas maximalement complet, la proposition 53 et, & fortiori, les pro-
positions 54 , 55 , 56 sont fausses ; il suffit de reprendre le contre-cxemple de

- proposition 4 : avec les notations d'aslors, il n'existe pas de droiiw de F
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) et ne rencontrant pas la boule unité ouverte de ¢ o On peu
B P

un résultat crtrémement particl, quand

n'est pas meximele-

nroposition reste vraie si T o une base dénombrable, et que
C est mererms. Il est une conufauence facile du résultat suivant :

Soient (0., p) uwn es

e vectoricl semi-normd sur le corps velué K

s, L un
sous--cspace vectoriel do codimension dénombrable de © (i1 suffit méme qu'il exis-

te un sous-espsce vectoricl G de

iel , tel que G + L soit dense dans E , G
ctint de dimension dénombre<le), ¢ un nombre 3 alors il
on d¢ T sur L, 5, tclle uue

S(a)) & px) Lo+ e) .

de 1z codimension 1 [r.éme méthode

isonne par urrence en choisissant

Y gl +¢e, et en réalisent une snite

£C, le cas ot X

>

n'est pas dans 1'espace

peut supposer C  shsorbant de jauge p . On a

(4]
1
20} -
2
]
~
M
o
[
-
-

-

L la droiteengendrée par x,: on & X £ n(c) , etp

ilous ~llons maintenant studier lc probléme d= 1o siéparation de plusieurs convexes,

. s P > 2o Koo, ~
2 un sens puisqu'un hyperplan a unc INiNITc de c6tds en zénéral. Cependant

s

a pzs d'espoir de séparer trols convexes quelconques, disjoints deux & deuxs

C1:§(x,i)]x€h}, C.={(x,y) ] x,yek,

’ vl <13

co={x,y) | =,yck, - 1] <L, lyl < 1}

ne peuvent &tre sépards pa eucune droite. On a déja rencontré une limitation pour
la séparation de deux convexec 3 card k¥ » 2 . Ici encore, on ne pourra pas tou~-

jours séparer n convexes queiconques de X , disjoints deux a deux, si
jzcardk &n ,

. s 5 -T 3 .
puisque 1l'on ne peut évidemment separer i classes de A-rmodules

Hous allons utiliser le lemme &lgdbrique suivant @
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=)
=)

(PROPOSITION 57). - Soient V un espace vectoriel sur un corps k , et

\'xi)ieI nne famille d'éléments de K - {0} . Faisons 1l'une des hypothéses suivan-
tes ¢

i°© card I < card k ,
2° card I fini et card I g card k .
3¢ (Xi)ieI est linéairement indépendante.

Alors il existe f e V¢ telle que i‘(xjr) £ 0 pour tout i€ I

Démonstration. - Comme on peut tonjours prolonger une forme lindcire déiinie sur

un sous-espace vectoriel, on peut supposer jue (xi)ieI engendre V . Soit alors

J oI tel que (x./. soit une base de V ;ona V=g Kx.,,etsia fe V¥
37 jed P B
on associe (f(xi))ieJ , on établit un isomorphisme entre V¥ et I Kj , Ol Kj
i ) jeJ
est un exemplaire de X . 31 x, = 2z )\fi X, , on doit montrer qu'il existe
jed
(‘J’j)jeJ dans i K, , tel aue, pour tout i, 2 )\'gl By £0.
jeJ - jed

Dans Ll'hyrpothdse du 3°, c'est &vident, car I =J et Wy =1, pour tout j ,
nar excmple, convient.

Supposons meintenant card I  infani ét card I < cerd k¥ . Alors ()\i) (1,3)eIxd
est vne famille de puissance card I , donc lc sous-corps de k , k' , qu'elle
engendre, est de puissance au plus card I . 2lors k est un espace vectoriel sur
k' , dont (c-zk)keH est une base. Si on avait card H g card I , on en déduirait
card k { cord I, donc card H > card I , et on peut indexer une feu}lille ({;j)jEJ
d'éloments de k indépendante sur k' . Alors X, # 0 entraine )\g_ 3 i fixé
non tous nuls, donc 2 Ad g, £0 .

jed td

Supposons maintenant - card I fini et card I ¢ cord k , et raisonnons par ré-
currence sur la dimension de 1'espace engendré par les x5 - Te résultet étent
évident quand cette dimension est 1 , supposous-la vraie guand elle est n - i .
Soit alors 7' 1'espace engendré par (Xi)iEI , et soit H wun hyperplan de V'
contenant au moins un X, ::iO . 30it 7y € v, Yo ¢ H 5 considérons Vo * a
et la famille (Zi)iel' des vecteurs de y, + I colindaires aux vecteurs x;
non dens # ( I' est strictement contenu dans I : par exemple i0 ¢ I' ). Corme
card I' < card I ¢ card H, soit Yy € Vg *+ H, ¥, £ z; pour tout i de I' .
Projetons L sur H , parallélement a ¥y, s par m; ona n(xi) # 0 pour tout
i . I1 eviste donc, H étant de dimension n -1, g e I tel que g(ﬂ(xi)) £0
pour tout i, donc f = go w est un élément de E* qui vérifie f(xi) £0
pour tout i .
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S5i meintenant E est un espace vectori-i sur le corps maximalement complet K ,

si C est un convexe absorbr - de E contenent 0 de jauge minimum p , dont la

boule wnrsé fermée est B, on snit que B/2  2st muni d'une structure d'espace
vectoriel sur k . Solent x, , ..., x , avec ng ind K =cardk, n 4léments

de B non dans C . 5i p ost 1'application canonique de 2 sur B/C, et si
¥y = .O(Xi) £ 0, notons F 1l'espace vectoriel engendré par Xy oy oeee s X et
F=p(B n ) le sous-espace vectoricl de B/C qui est cngendré por il FETRIFE S

I1 existe sur ¥ une forme k-linde

T telle que -E(ii) £ O pour tout i,
cerd X o Or si p epplique B sur B/T , i B, est la boule unité ou-
verte dc p , o appliquant E sur 7-‘/"2(.) , et 1w <ppliquant D/BO sur

‘3/}30/ G/?"C“ R/C, on a

@

Q

ar

N

Kotons i_‘l =Fom 1 clest ine 1orme lin?

> sur B/Bo . Or, si ('e‘k)k_i 5
- 1%
(ek)kzl,-.,p vérifie o'(ek) =8 : e

x ° k
est wme base orthogonaie de © . 31 U= (x| xeP, »p(x) =0} et s

i
ce s Oy est viie bese de W, on définit une forme linéaire £, sur F
1

est une base de B/‘-—TO sur k , et si

j):O pour j =k + !, eeo X th, fl(ej)za. pour j =1, o0,k
!

a5 € ¥ tel que ‘r(aj) = i-‘-L(Ej) (r: £-4/6 =k). On voit que f est bien
dffinie et que 71 ° fl = f.Tl o g, car c'est vrzi sur lo hase (ej) . I1 en résulte

T°flzfcn°(;:

]

° P

2t que f_(tl) # 0 entraine f, (Xi) ¢ & alors que T ¢ £ (¢) =0, done £ (c)ca.
On & déwontré f; (xi) €C . £, n'est difini que sur F ; pour le prolonger 2
tout E , nous 2llons introduire vne projection & de E sur F telle que

2(C) = C . C'est un raffinement de la proposition 41.

5i on re; s : s eee 5 € formant un
Si or reprend la base (ej)j:i,..,l'u-k , les vecteur fl , v ey f
systdme vérifient la propriété (n) peuvent &tre incorporés dans un systeme T .
Soient m, =7

_ : s ion Jelcon-~
e, ? tet s "h""eh s, et Tt 2 **° 5 Ty des projections quel

iy

1
ques de E sur Cpal 2 "t s O ° Alors,

h+k
e(x) = 2 ni(x)
i=1
est une projection de E sur F , et puisque ni(x) e C pour tout i=1,..0c,h+k
et tout x dens C, &(x) e C pour tout x dans C .
Posons elors f=1f o & ,ona f(xj)g.‘c pour j =1, «vs , 0 o Nous avons
obtenu la proposition suivante :
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vectoriel sur le corps maximalement come

absorbent et contenant 0 , de jauge p

Tamille (x.). d'éléments de B
171zl ey —————

ste une forme linéaire sur B, £,

images disjointes deux A deux

nt la séparation de plusieurs

¥ satisfait & la condition du

» ¢y a deux c8tés adjacents

abseine cot atire a deux c8tés épaux;

utre part, si o sépare x ,

ts adjacents ézaux.

ille de convexes de U

tout

le

e © deux i deux dis-

drilatére, il existe o qui

sépare trois convexes O

1 b

G, est de cenbro N et de rayon p, , montrons que les
. i

bevles de centre x; et de ravorn {xi - le ont une intersection
ron vide.

Tn effet, B.. n 3B 2

seralt en contradiction svec la propriété du quedrila-
tére, puw

X, - le et lxk - 131 seraient tous deux plus petits que

i

Ixi - Xkl et lxj - XPl 5 par suite les houles Bij sont emboitées, et, étant

en nombre fini, ont vwne intersection non vide. Leur intersection est une boule B=
R Cna B
olo

dans G,
i

o

NC, #8 , car B, . nOC, =1 entrainerait x, , x, tous deux
1 1030 1 1O JO
, e q

ui est impossibic. Par suite, B n Ci est une partic propre de B

=
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5]

et, drns le subdivision de E en ind ¥ boules ouvertes de méme royon que
chagie C’i N3 &t contenu dansun ensemble de la partition, ‘1 y a n < ind ¥ C,

’
i
done reste des points de B qui ne sont dens aucun des C, . Soit « un tel
P i

point ¢ « sépare les 0y devx & deux.

les propositiona 57 et 5¢ permettent de résoudre des problimes de séparation

PROPOSITION 60. - 31 E  est un espace vectoriel sur un corps valué mavimalement

omplet (K, v) , soit C un convexe absorbant contenant © de 3 s d¢ jauge p,

d» boule unité fermée B . i C C2 y «+e 5 G sont n convexes translatds de
oo s - n(n - 1 . . . .
C disjoints deux & deux et contenus dans R avec ——DT-—l < ind ¥ , il existe
. . j N . s n(n=1) _.
un hypserplan qui sip Cl s eoe Cn deux & deux (il suffira de —§~—~§1nd}(,
si nz 4 ).
n-1
+C, posons y.. =%, -x, . I1ya —n—(—ﬂ5——ly..
i 1] 1 J “ 13

fquivalent Gy nt, = # . I1 existe une iorne 1li-
i‘(yij) £ f(C) pour tout i et j, iZ3 .0n

i i f J , puls, come n <"ind X , l'exictence de

lane 11 gqui sépare deuy I deux les f(Ci , car on voit que les (uaedrilatéres
. -1 . N
ont tous leurs cbtés ux. alors £ (¢) scépare deux & deux les Di .

alions mairtenint supposer ¥ & valurtlon discrdte pour obtenir des vdsul-

zts plus généravx. Nous écartors le cas de la valuation triviale qui est sans
difficultés. Tevenons & la situation de la proposition 58, C est la boule unité
ouverte de p . 3 (Ei)iEi est une bese de B/C sur k, et si B, = p(ei) »
(ei)iel est une base orthonormale de E [1 et 10], ce qui permet, pour toute
forme k-linéazire de 3/C , T , de trouver f telle que T og=17 o £ . On ob-
tient elors, ~n traduisant la proposition 57, des résultats plus généraux. Remor-
quons enfin que si x € E, x ¢ 0 , pour assurer f(x) #C , il suffit d'assurer

£(y) #C ot y =2 avec Ja] = p(x) ¢ céci va nous permettre d'écarter la res—
%

triction x € B . On obtient alors facilement les résultats suivants.

PROPUSITICH 5l. - Soient E un espace vectoriel sur le corps value & valuation
discrete K , et C un convexe absorbant non vide. Si (Xi)iGI est une famille

c'éléments d& E , vérifiant 1'unc des hypothéses suivantes
1° card I < card K

3

2° card I fini et card I L card k ,

20 (Xi)iEI posseéde la propriété (m).

Alors il existe f € B* telle que f(xi) £ 0 pour tout ie I .
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7-56 J .~P. CARPENTIER

PROPOSITION 62. - Soit E un espace vectoriel sur le corps & valuation discrdte
(K, v) « On suppose ind K 3 4 . Soit p une semi-norme vérifiant Np = .
Alors, si B1 » 35 B3 sont trois boules de p deux & deux disjointes, il exis-
te un hvperplan H de E qui sépare .31 , 82 , B3 deux & deux.

Démonstration. - On peut supposer par exemple que }31 » By s B3 sont des boules
ouvertes de p , en écartant d'sbord le cas ol certaines seraient de rayoh nul. Si
B est 2lors la boule unité ouverte de p , on a Bi =X, + )‘i B pour i=1,2,73
avec )‘i £0. ‘

By -3 = (x; - xj) +gy B (i#3) ob wyg=hy st [)\il ;I)\jl ou inversement .

' X, =X,
Pour une forme linéaire f , £(0) ¢ f(B. - B.) est équivalent & f(—E—_l) £ ().
1
X,

Soit Yij _—J«-l » puisque B, n B =f,ona Vi B (i#3) et il existe
1)

une forme linéaire f telle que f(y )g! £(B) pour tout i,j, i#£3, car
il n'y a que trois éléments Vij 0 i ,é j . Alors f(——J) £ £(B) entraine

f(Bi) nf(E.)=p et, en appllquant la proposition 40, il existe & qui scpare
A4 devx : s -t 5 3 ; "
deux a deux (f(si))izl,z,j . Mlors, H=f («) sdpare deux d deux B, , B, , e

B, .
3
Alors, si 33 est de rayon nul, B, cst une veriété affine ; mais séparer B3
~
de B, ou de }32 revient & séparer un point e B, de B1 ou 32 o On cher-

che d'2zord f telle que f(Bl) n f(B'z) =g, f(x3) £ f(Bl) et f(XB) £ f(Bz) s
et 1'on achive de méme.

"’)
d'zbord f +telle que AO) ¢ 1(3 ) i(x ) # f(E ) , et f(x ) £ f(x,,) , ce qui
est assuré par f(xl - 12) yf £(B) , et l'on achave du méme par la proposltlon 60.

Si 3, et B3 sont de rayon nul, soient x,6 € B et x, € B, » On cherche

Si Bl N _E2 5 83 sont de reyon nvl, il n'y a pas de difficultés.

Remarque. - la proposition 52 sersit fausse pour trois convezes ne provenant pas
de lc méme semi-norme. (Voir le contre-exemple déja donné avant la proposition 57.)

n particulier, on peut séparer par un hyperplen tous points distincts.

Pour généraliser plus, on est amené 3 introduire la condition du quadrilatére
dans E relativement & la jauge de p . Les définitions se transposent immédiate~
ment & partir de celles données dens K . I1 faudra en outre choisir f afin
qufelle conserve la condition du quadrilat3re. Pour cela si le famille de boules

de p (vérifiant Np = NV), By est donnée, nous supposons d'abord que toutes

ces boules sont des boules ouvertes, les autres cas se traitant de manidre analo-
gue et sans difficultés.
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Alors si Bi est de centre x, et de rayon T, soit Bij la boule ouverte
de centre x; et de royon p(xi - x,) . 3i par exemple X Xy Xy X, vérifie la
condition du quadrilatére avec p(x - X, ) = p(x - x, ) ,ona x, £ B, ,2
x, ¢ B1 40 et By 4= =B, 2 3i on chomlt f de maniére que f(x ) é f(B ) s
f(x ) ¢ f(B1 ,2) on voit que, puisque x, et x, sont dans gl B1 5 ou g
est wn generateLr de 3 , f(x ) et f(x ) sont dans g‘l E(Bl,z) ,’donc que

l£(x,) = £l | = [£0x) - 2(x)| -

Ainsi, pour que chaque quadrilat3re ait une image syant deux c6tés égeux, nous
sommes amenés 3 séparer deux points d'une boule de p . Comme il st facile de
voir que, par permutation des sommets, la condition du quadrilatéregest conservée,

. P 4 cps 2 S odd
on doit envisager a priori C conditions, dont au plus Cn sont distinctes,

puisque ces conditions sont de la forme f(x ) £ f(B Y, i#3, gui est dquiva-

lente 2 (y ) # i‘(“ . On Jdoit ensuite a.ssure; f(B ) n £(B,) =B, ce qui sera
re réalisd £ s i y as

encore ¥ $ dds que f(yJ) ¢ f(BlJ) puisque Bl.] =) Bi (1 £3i).

s . R .
conditions i‘(xj) i f(Bij) . f existera si C_ g ind K,

(Bi) , existere si n < ind X . D'ob :

[ . 2
On a a introduire Cn
et « , séparant les ©

PROPOSITICY 63. - Soient I' un espace vectoriel sur le corps valué & valuation

discréte non triviale (K ,,v) , et p une semi-norme sur E vérifiant Np =H,.
Sofent B, , ..., B n boulesde E evec n< ind K et ZE=1lgind K,

les (B, )1—1, n étant deux 2 deux disjointes, il existe un hyperplan de E ,

are deux B
H, qui sépare deux 3 deux les (B 1)1—1,..,n
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Séminasire CHOUUET,
Initiation & 1'Analyse,

4e annde, 1964/65, n° Tc, Li p. 11 février 1965

32 I-NCRIES ET ENSEIBLI S CONVEXES DANS UN ESPACE VECTORIEL
SUR UM CORPS VALUE ULTRAIFTRIQUE

per Je an-Pierre CARPFNTIFR

Ensembles convexes dans un espace vectoriel topologique

Dans cette troisidme partie, nous exposerons quelques résultats obtenus sur les
convexes dans un espace vectoriel topologique sur un corps valué ultramétrique.
Cette étude a été commencée par MONNA [B8] (*), mais le théorime essentiel, sur la

structure des convexes compacts dans un espace vectoriel "localement convexe", est
nouveau.

III.1,. Propriétés générales liant les convexes et la topologie.

(K, v) est un corps valué ultramétrique, E un espace vectoriel topologique
sur ce corps.

PROPOSITION 64.

- 581 C est convexe, est convexe.

Qo O

o
-8i C est convexe, =p ou C=C, et 8 est donc convexe.

o
-8i CAP, C est i la fois ouvert et fermé.

Démonstration.
- 31 C est un A-module, 1'adhérence d'un sous-A-module est un sous-A-module.

3
-Si CApP, il existe Xq € C, et C estun voisinage de Xy 3 il en résulte
que C est un voisinage de tout x dans C , car C =0C =~ Xy + X . Comme si
y¢C,ona Cny+C=p , CC est ouvert et C est aussi fermé.

- o

Remarque. - Si 840, onadmec 8=C=C.

On définit 1'enveloppe convexe fermée d'un ensemble M corme 1l'intersection des

ensembles convexes fermés contenant M . Elle est égale & c(14) ou encore a c(¥) .

(*) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin du

présent exposé, et les références aux propositions 1 & 63 se rapportent aux pre-
miére et deuxiéme parties.
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Remerquons aussi que 1l'enveloppe convexe d'un erésemble ouvert est ouverte : si

v

M est ouvert non vide, c(M) est convexe, et c(M) = M=MAp, dne c(M) ou-
verte.

PROPCSITION 65. - Soit H un hyperplan le E défini par H={x| x€E, f£(x)=a}

ot f est une forme linéaire. Les propriétés suivantes sont dquivalentes :

(1) £ est contimue,-
(2) H est fermé,

(3) CH =2 un point intdrieur,

(4) Un c6té de H a un point :ntérieur,
(5) Tout c8té de H est ouvert (sauf H ),
(6) Tout c6té de H est ferms,

(7) Un c6té de H est fermé.

Démonstration.
(1) <= () <= (3) est connu.
(5) = (4) = (3) est trivial.

(1) => (5) , car les c6tés de H autres que H sont des images réciproques
par f de boules ouvertes de K .

(1) = (5) pour la méme raison (car les boules ouvertes de KX sont sussi
fermées) «

() = (7) est trivial.

(7) = (1) : si le cbté fermé est H , il n'y a rien & démontrer. Si le c8té
fermé est £ 1(B) ou B={x]| xe¥X, |x-8]<]|a«-pl} avec g e K, choi~
sissons a€ H et b tel que f(b) = . L'ensemble )\(i‘-'1 (B) =b) + a est fermé

pour tout A € K, A # 0O, et contient H . Cet ensemble s'écrit encore :

x| xex, |x-of <]rlle-38]}

s

donc H est 1'intersection de ces ensembles quand « varie, H est donc fermé.

IIT.2. Espaces vectoriels localement convexes sur un corps valué ultramétrique.

DEFINITION. - Un espace vectoriel topologique E sur le corps valué uliraméiri-

que K est dit localement convexe g'il existe dans E un systéme fondamental de
voisinages de U convexes.

11 revient au méme de dire que la topologie de E est définie par un systéme de
semi-normes, d'apres le § II.2.
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On o des proprictis analogmes & celles des espaces vectoriels localement convexes
sur R, ainsi :

PROPOSITIOR 66. - 31 E  cst maximalement complet, E un espace vecloriel loca-

lement convexe sur K , et I un sous-espace vectoriel de £, si £ est une

forme linécire continue définie sur # , il existe un prolongement lindaire et

continm: de f & tout F .

III.3. Séparation des convexes dans un espace vector:cl topologigue.

Nous allons ici compléter les rdésultats du & IT.5 par des conditions permettant
d'alfircr 1'existence d'hyperplans fermes séprrant deux convexes. lei encore 1'é-

tude est anclogue a celle faite dans les espaces vectoriels wur R .

PROPOSITION &7+ - On suppose K maximalement complet. Soient E un espace vec-

toriel topologique sur ¥, (‘,1 , 02 des convexes de L, [' un sous-espace vec-

toriel fermé de T .
lo8i Fn (_‘.l =p et a’)l ouvert, il existe un hyperplan fermé de E ¢ H tel
que Hn € =f et H>F .

A R g, G, ouvert, et k £ 2/(2) , il existe un hyperplan ferm¢
de 1, B séparant c, et 3.

rémes (o § I1.5, elles résultent toutes du fait wuc 3, ouvert entraine H fermé,

d'apris la proposition 65, un des c¢btés de ! ayant un point intérieur.

COROLLAIAY (PROPOSITION 48). - 31 A est un convexe ayant un point intérieur :

- Ec b <== f(B) © f(&) pour toute lorm: lin‘uire continue sur B .

- A est_intersection des c¢6tés d'hyperplans fermés qui le contiennent.

Démonstration immédiate.

liaintenant, nous supposons de plus que F o ost localement convexe séparé. Soit
C un convexe compact de 2 . T'existence dc convexes compacts, non réduits & un
point, entraine que K est & valuation discrete : en envisageant les complétés,
on se raménc au cas ou K est complel, et alors on voit que K est localement

compucl, donc & valuation discréte.

PROPOSITTON 6G. -~ On suppose K maximalement complet. Soient E localement

CONVEXe BEParc, C1 un_convexe compact de L , 62 un _convexe fermé de E , a

un ¢lément de E .
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1°058i o # CZ. , il existe un hyperplan fermé de ® , H , tel que a €H et
HnC, =0 .

2281 k#£2/22 et ¢, nCy= % , il existe un hyperplan fermé de E , H , qui
separe C1 et Gy e

Démonstration. !

1° Puisque a # 02 , 11 existe un voisinage convexe de 0, C , tel que

, n (a2+C)=p, donc aussi a ¢ C + (‘,2 . C+ G2 est ouvert, car il contient

¢ qui a un point intérieur, et 1'on peut appliquer la proposition 67.

2% C1 étant compact et C? fermé, il existe un voisinage convexe de O ,
C , tel que (Cl +C)n (C+ C?) = f ;3 comme C1 +C et 02 + C sont des convexes
ouverts, on peut appliquer la proposition 67.

COROLLAIRE (PROPO3ITION 70). - i{ E est localement convexe, tout convexe fermé

est intersection des c8tés d'hyperplans fermés qui le contiennent.

COROLLAIRE (PROPOSITION 71). - 3i E est localement convexe, toute variété li-

néaire fermée est intersection des hyperplans fermés qui la contiennent.

Ce sont des conséquences faciles de la premiére partie de la proposition.

IIT.4. Structure des convexes compacts dans un espace vectoriel topologique.

PROPOSITION 72. - Soit E un espace vectoriel topologique séparé sur le corps

valué complet a-valuation discréte K . Soit C un convexe borné de E , conte-

nant O . Llors il existe une famille (e,). d'éléments de E , qui est libre

—_— i’iel ’

et tel_.'l;e que tout x E ¢ s'éerive 1 .x = 2 xi e avec xi €A _e_*E (xi)ieI s
iel

tend vers O suivant le filtre de Fréchet de I .

Démonstration. - Introduisons la jauge maximum de C , p , pour leguelle
C={x| xeE, p(x) g1}, ce qui est possible si on se raméne au cas ou .0
engendre E . C étant borné, la topologie définie par p est plus fine que la
topoiogie donnée sur E . Il en résulte d'sbord que p est une norme, & laquelle
nous pouvons appliquer la proposition 8 : il existe une famille d'éléments de E :
(ei)i€I vérifiant :

- p(ei) =1 pour tout ie I,
- pour tout x dans E , il existe une famille (xi)ieI , unique, d'éléments de
K , tendant vers O suivant le filtre de Fréchet de I , et telle que x:.z X e,
au sens de la norme, avec p(x) = su}I) (xi) . et

ie
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I1 en résulte que, si x e C, on'a lxil €1 pour tout i, et que, la topologie

fine, x= 2 x, e, , a fortiori, pour cette topologie, ce qui
iel

donnee étant moins

achéve la démonstration.

Remarque. - On aurait un théoréme du méme type en valuation maximalement compléte

ct dimension JIénombratle. .

THEOREME (PROPGRITION 73). - Soient K un corps & veluation discrite complet,

E un espace vectoriel topologique séparé sur ce corps, et C un convexe compact

“contenant 0 de E . ilors, il existe un isomorphisme-homcororphisme de O

v

sur un produit A7 muni de la structure algébrique et de la topologie produit
(4 est 1'anneau des entiers de K ).

Remargue. - La conclusion du théoréme entraine : il existe une fomille topologi-
cuement libre d'éléments de E , (ej)iEI , telle que 3

- tout x dans C s'éerit de manidre unique x = 2 X, e, X € L, ol la

iel
somme est prise au sens de la topologie de E ,

- pour tovte famille (x.). , ¥.eh, 2 x, e, =x existe dans E et xeC.
i’iel i . i7i

En effet, il a cette propridté. Posons 12].: = (5ij)ie]'. avec 6ij symbole de
Kronecker @ (ei)iel est topologigquement libre. D'antre part, pour toute famille
(xi)ieI d'eléments de A , ié;[ x; e existe et c'est (xi)iEI comme il résulte
4o la définition des structures de AL « Ce dernler fait entraine que =x= = (Xi)iel
stderit x= 2 X, e, »

jer * *

Démonstration. - Ecartant le cas ol C serait réduit & O , nous pouvons suppo-

ser X localement compact, ce qui est équivalent & X 3 valuation discréte et k

fini. Nous supposerons en outre que C engendre L , donc que C est absorbent.

_ On notera ¥' 1l'ensemble des formes linéaires continues sur & . Si f e E!

b
on notera : Ker, f =Ker f n C . Rappelons que & = {o |

vekX, |lof<1}.

Nous dirons qu'un sous-ensemble X de E' a lz propristé P si s

P: o vfeX, £(c) = A

’

P,: ifeX, 13 4 n Kery g -
- geX

gt
Montrons que la propriété P est U-inductive.
Soit C une chaine de sous-ensembles de E' vérifiant P, I1 faut montrer que

Y = ch X vérifie P ; or il est évident que Y vérifie P, ; supposons qu'il ne
G
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vérifie pas P,. Soit donc foe Y tel que

-1

4 @)= n Ker, g
geY
gAL,

fal (3) est ouvert et KerC g est fermé, C &tant compact, il existe

; n
gy s vee s 8 6 Y - {y5} tel que faL(Y) B 112 Kery g,

Alors si X est un ensemble de la chalne © contenant g et fO B

cee s Ep

on a

n

-1

£7(Y) = 1 Rer.g., > n Ker.g ,

0 T

gty

ce qui contredit le fait que X a la propriété P,. Donc Y vérifie P,. D'aprds
1l'axiome de Zorn, il existe un ensemble L, ayant la propriété P, maximzl.Montrons
qu'alors X vorifie

geX
3inon on pourrait trouver Xy non nul dans ﬂy KerC g 3 soit la forme linéaire
fo définie sur la droite D engendrée par ii par fO(xO) =1 . C étent com=
pact absorbant, fO(D NnC) =ah aves o€ ¥ , posons ¥, = uXy i"o =—cl; fO , Oon

a s ?O(;IO) =1 . Soit € wun élément engendrant 1'idéel 3 de A (¢ =0, si
la velvation est triviale) ; on a Yo ¢ €B et B compact, donc il existe un hy-
perplan fermé H tel que Hn B =f et yp €8 (proposition 69). Si gy est
la forme linéaire continue, permettant de 4éfinir & par H={x| xeE, gO(X)=1l
on a

golyg) =1, 1 ¢ g,(sB)
done, par suite,

go(3B) < €A et go(B) < 4

(qui est ¢vident si ¢ = O, puisque K =4 ). Comme 1 = 80(.’)’0) € gO(B) s On 2
go(B) =4 .

lontrons que X v {go} a la propriété P. Il a ddjd la propriété P, . Vérifions P,:

-1
ggl(a) ? n Ker, g car yj€ N Keryg et yoé g5 @)
geXu{gp) geX
g4,
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(XC‘ € N Ker ¢ entraine y,e N Ker g, et Yo € C entraine Yyp€ N KerC g)

geX geX geX
' @) A N Kerag = (Kers ga) n (N Ker, f) quand feX .
. c c %0 c
geXuig,) geX
c#t g#f
En effet, il existe y € ﬂx Forg £ et ¥ £ £71(8) , puisque fal 34 n Ker, f .
85 ek
el g

Si go(y) =g eh, posons y' =y -y, ona go(y') =0 et g(y') =0 pour;
tout g dans X, donc y' € Ker, ggn ()gx Ker, f) . Cependant Yo € ot (3) et

- -1 &7 .
yE£T l(S) imiocdnnt ' ¢ PT(3) , ce qui Aémontre P..

-
<

En résune, [ Kery g # {0} est incompatible avec X maximale, et l'on a :
€W .
F4

g )
Alors, soit l'application « de © dans A" muni de la structure algébrique

et de la topolegie produit, dérinie par
s(x) = (g(X))gex .
© est lindaire et continue ; elle est injective, car N Ker, g = {0} ¢ ¢ est
BEX

un isororphisme de C sur un sous-espace compact de AX . Montrons que ce sous-
X . .
espace est. A7 lui-méme. Remarquons d'abord que si f e X,

N Xer, g ¢ = ({;_A) d'aprés P? s
gex c 2
AL
donc il existe x tel que
f(x) =1 et xe N KerC g .
: geX
gAf

Alors o(x) = (ag)geX’ ol a, = 0 si g#£f, a, = 1 si g=f.FEnutilisent

un symbole de Kronecker a, le vecteur de AXs ep= (52)

f gex?

£ .

6g , 81 on nove e
g

ona ene ©(C) pour tout f e X ; or le sous-espace vectoriel fermé engendré par

(e,) est A" puisque x = (a ) s'éerit x= 2 a_e la somme étant
£ifex puseq (ggex gex € 87

" prise su sens de la topologie produit. Par suite, o(C) = &% et ¢ est un iso-

morphisme, X étant compact.

lemarque. - Si K est un corps fini & valuation discrite, alors le théoréme
nous donne le résultat : Un espace vectoriel topologique localement convexe, com-
pact sur K , est isomorphe & un produit KI . Ce dernier résultat est une consé-
quence d'un réswltat plus fort (voir BOURBAKI, Algébre commutative, chapitre 3,
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exercice 20) : Un espace vectoriel lindairement compact sur un corps K est iso-

morphe & un produit KI . Est-il possible de généraliser le théoréme 73 lui-méme

de maniire & ce qu'il englobe ce dernier énoncd ?

Nous ailons achever em étudiart plus précisément les convexes compacts d'un es-
pace normé.

Remarquons d'abord qu'un convexe compact engendre un espace admettant-ua systéme
total dénombrable ; il suffit de montrer que l'espace affine engendré est de di-
mension dénombrable, et l'on peut alors supposer O € C . Soit T 1'espace engen-
dré par C . tous pouvons utiliser 1la proposition 73 (mais ce n'est pas indispen-
sable) :+ C est ebsorbant dens T et isomorphe & It . Soient (gi)ie_ la base

1

topologique canonidue de al , et (e.) la famille image dans G & p(ei)

) i’iel
tend vers O suivant le filtre de Fréchet de I . Conme p(ei) > 0 , on voit que

.

I est dénombrable, et, (ei)ieT étant total dans F , le résultat est étebli.

Soit d'eutre part E 1l'espace des fonctions d'un ensemble I dans X tendant
vers O suivant le filtre de Frechet de I , muni de la norme de la convergence
uniforme. Supposons K localement ccmpact. Alors on peut voir facilement que, si
o est une application de I dans f tendant vers O suivant le filtre de
Frechet de I ,

C={x]| xeE, 7iel, |x(i)] gali)}

est un convexe compact de E , isomorphe 2 AH ( C est en effet un produvit d'es-

pace compact).

Hous allons “démontrer la réciprogque : si C est un convexe compact contenant O
de E , il existe une base orthonormale de E dans laquelle on puisse 1'exprimer

comne ci--dessus.

PROPU3ITION 74. - Soit (E , p) un espace vectoriel normé sur un corps complet

4 valuation discréte avec Np = Nv , et soit € un convexe compact absorbant dans
E , coatenant O . Alors, ’

- oubien : (a) E est de dimension finie, et il existe unc base e; , «.., e,

n .

de E telle que si x= X A\, e, avec A, € K, p(x) = sup |x.] 5 et qutil

- jog L — 1 izl,ee,n

existe o) 5 eee @ € R¥+ tel que C = {x | xeE, x= ‘21 )‘i ey, ])\llgai} s
i=

™

-~ oubien : (b) E admet un systéme total dénombrable : il existe dens E une

e o~ anad .
base orithonormale fl B f2 s +ee s I pour v, et une suite (Qn)ne,,\. de nombres

]

réels strictement positifs, tendant vers O, tels cue @
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7-56

C=f{x| xer, x:i:l,\iei, vielN, Iki|§ai} .

Par suite F cst isomorphe ). 1'cnsemble des suites d'éléments de K, ()\i)iEN ,

telles au'il oxiste M e lf vérifiant |Ai| § My; pour tout i, muni de la nor-

2 q(x) = sup |)\i| .
i=1

On peut on rapprocher la proposition suivante ¢

ROPOSITICN 75. - 31 B est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps

complet & valuation discréte K , muni de deux semi-normes Py et Py vérifisnt
B =N =71, il existe une base orthogonale pour p, et p, dans E , c'est-
Py Py v L= 2 — —_—
i-dire une base e, , ... , 6 de E telle que, si x= 2 A, e, ,
—_— 1 n - jop 101
p,(x) = sup A, pl(ei) , py(x) = suwp Ikil pyle;)
: i=l,..,n - i=l,..,n

lontrons que nous nouvens supposer que Py est une norme. Sinon, soient

pIL(O) =i , et w une projection de E sur Nl vérifiant pz(ﬂl (%)) < p2(x)

(qui existe, (v, , p2/Nl) étant complet sphérique). Posons E = ﬂ;l ), pl/El

est une norme. S'il existe une base de El orthogonale pour P, et p,, € seees®

j’
et si ej+, s ree s € est une base de 1\!1 orthogonale pour Py s il est immé-

€ 5 ere s & est une base de E orthogonale pour Py et que, puisque
p~(x) = sup(pz(r.l(x)) , pz(x - nl(x))) , elle est aussi orthogonale pour Py -

diat qus

Supposons maintenant que P, soit une norme, de boule unité }31 P est plus
fine que Py - La p.‘ropo:ition est évidente si la dimension de E est 1 . Raison-
nons par récurrence. Soient b, = xsg)l p2(x) <+w, et e eB telque p2(61) =b, -
Soit ® une projection de L sur Ke; telle que pz(m(x)) < p2(x) - 51 B, est
{x| xeB, pg(x) gb},ona B, 2B , donc d(Bl) CG(BZ) < B, .« Comme par
construction, Ke, nB =Xe, nB, , ona ﬁ(Bl) © B, , et par suite plﬁa(x))spl (x)
pour tout x dans E . Alors, si El =Kerw , E1 est de dimension n - 1 , et

il existe une base de EL 50 Xo s eee 5 Xy orthogonale. Les relations obtenues

entrainent :

p,(x) = sup(p, @(x)) , p, (x ~@(x))) ,

py(x) = sup(p,@(x)) , py(x - w(x))) ,

et on en déduit que € 5 eer 5 € est une base orthogonale pour v, et »

1 2t
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Démontrons la proposition 74.

Le (a) est un cas particulier fde le proposition 75 en faisant intervenir 1a jau-

~

ge p; de T , ¢t en oosant Py =P«

Damontirens le (b). Mews noterons p, la jouge de ©, B la boule unité de

(B, p) . Comme ci-densus, soit b = sup p(x) : b, est fini, et il existe e, €C
xeC ) .

tel que p(el) = b, « Comme ci-dessus, on construit la projection w, de E sur

Kel telle que

p; (m(x)) < p, (%) et p(@(x)) € p(x) .

. =
F s E, =, (0 -t SOIMNEN s 1 dme Srati . - g R
Fosons E, =1, (0) , et recommencons la méme opération b, ygélrgEl p(x) ,

X, € CnE, tel que ple,) = b, , et on construit @y projection de E, sur

2 1

p@,(x)) < p(x) , p @,(x) sp (x) .

Cn répcte ainsi l'opiration, et l'on construit une suite € 5 eee s € . dont on
nment qu'elle vérifie la propricté (i) pour 1 et pour p en utili-
és ple(x)) < p(x) , P, (wj(x)) <py (x) « On a

p(ei) - 0 quani i - »

car sinon il existerait une sous-suite e cee s By telle que p(e:.L ) S > o,

i’ .
o fixe, et la suite des eik ne pourraitlavoir de \'a]ieurs d'adhérence puisque
p(ei., - eih) > pour tout k et 1 : C ne serait pas co-pact. lMontrons que
(ei);l\T esc total 1ans (T, p) . Soient i 1'identité de E_, avec E,=E,
et ;pk“: ik =W puis & =G © @ © eee 0 Py e Notons enfin
nlc:wkom:;io ...oml .

k .

On voit que @k(C) c ¢, donc que p(x - .Z‘ nj'(x)) < p(ek+1) , donc que :

@ J=t
x= X ﬂj(x) : (ei)ieN est totel dans (E , p) . Enfin, si xe C, nj(::) e C

=1 = ‘ o
pour tout j , donc p(nj(x)) < p(ej) , et, si x el vérifie p(nj(x)) < p(ej)
pour tout i, my (x) € C pour tout i , Jone

x= 2 m(x)eC .
i=1 J

Posons ¢
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e,

Aek, Dyl=ple), o= Xi s Il =y

le théordme est démontré.
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