JEAN-LUC VERLEY
Fonctionnelles analytiques sur les variétés de Stein

Séminaire Choquet. Initiation a I’analyse, tome 4 (1964-1965), exp. n°6, p. 1-17
<http://www.numdam.org/item?id=SC_1964-1965__4 A5 0>

© Séminaire Choquet. Initiation a ’analyse

(Secrétariat mathématique, Paris), 1964-1965, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Choquet. Initiation a 1’analyse » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SC_1964-1965__4__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(tetr. Serdn., 1) c=Ci
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Iritiztion & 1'Analyse,
4 année, 1964/65, n° <

FCRCTIGIYELLES ANALYTICUES 2032 IZ

per Jesn-Lue VERIEY

(dtarrés L. HATINTAL 37)

Nous nous proposons ici de donner une introduction a la théorie des porteurs et
des supports des fonctionnelles analytiques, d'aprés le chapitre 1 de [3]. KNous
nous bornerons, dans ce qui suit, & considérer le cas des porteurs ouverts ou com-
pacts, ce qui simplifie les définitions et quelques démonstrations, en diminuant

trés peu les résultats (qui sont presque exclusivement relatifs & ces deux cas).

1. Espaces de fonctions holomorphes et fonctionnelles analytiques.

V étant une veriété analytique dénombrable & 1l'infini, et €Q un ouvert cV ,

nous désignerons par H(Q) 1'espace vectoriel des fonctions holomorphes dans € ,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. C'est un cspace
métrisable complet (sous--espacc fermé de CC(Q , C) ) qui posséde la propriété de
Montel (1) (les parties bornées sont identiques aux parties relativement compactes) ;
par suite, c'est un espace séparable (métrisable complet et de Montel ; cf.

BOURBAKI, Espaces vectoriels topologiques, chap. 4).
Avant d'aborder le cas des compacts, rappelans deux théorémes sur les EVT pour la

démonstration desquels nous renvoyons a [2]. Soit

$e1 * ui linéaire continue ,

une suite transitive d'EVT localement convexes, et soit

E:lj_%nEi

(1) B c H((:) borné <== 1les fonctions de B sont équibornées sur tout compact
K cQ . On en déduit que les dérivées partielles premiéres sont encore équiborr ins
sur tout compact. Il en résulte elors, par le théoréme des aeccroissements firis, 5o,
pour tout compact K c Q , l'ensemble By des restrictions & K des fonctior
B est équicontinu, donc compact pour la topologie de la comvergence uniforne
K (ASCOLI). Ainsi, pour tout compact X c { et tout ¢ > O, il existe ur
vrement fini (A;) de 2 tel que, si f et g appartientent au mére enscril: A,
on ait |f(x) -g(x)I€e, VxeK; B est ainsi précompact, donc relativerent —
compact, car 4(Q) est complet.
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6-02 Je=L. VERLTY

muni de la topologie 4'EVT locelement convexe la plus fine renﬁa.nt continues les
applications canoniques de Ei dans E .

EVT 1 ([2], Corollaire 2, p. 313). - 5i les u; sont des applications compactes
et E vun espece séparé, E est un espace tonneld bormolozique et de Montel.
EVT 2 ([2], Corollaire 2, p. 270). - Supposons les I, métrisables complets. Si
E est quasi-complet (i. e. les parties fermées bornées sont complétes), les per-

ties bornées de E proviennent de parties bornées des espaces Ei .

Pour tout compact K € V , nous désignerons par H(K)

germes de fonctions holomorphes au voisinsge de

1'espace vectoricl des
K , muni de la topologic limitc
inductive des H(Q) , Q ouvert > K . Si 1l'on désigne par U, un systénc fonda-

mental dénombrable de voisinages ouverts de K tels que Un+1 [« Un , on a encorc

H(K) = lim H(Un) .

I1 résulte alors de EVT 1 que HK(V) est un espace tonnelé, hornologique, qui pos-
séde la propriété de lMontel (donc, en particulier, qui est complet). D'emire part,
d'aprés EVI 2, une partie B € H(K) est bornée si et sculement s'il existe un ou-
vert QD ¥ sur lequel les fonctions de B sont toutes "définies" (abus de lan-
gage) et équiborndes sur tout compact de Q .

DEFIEITION 1. - On appelle fonctionnelle enelytique, tout élément du du~l ii' (v).
Si A est un ouvert ou un compact de V , on apoelle fonctionnelle analytiquc lo-
cale sur A, tout élément de H'(A) .

DEFINITION 2. - Soit A unec partie ouverte ou compacte de V . T  H'(V)

ot
dite portasle par A si T

est prolongeable en unc fonctionnelle analytique lo-

cale définie sur A . Alors on dit sussi quc A est un porteur de T .

T sera dite faiblement portable par un compact K

si elle est portabl. per tout
volsinoge ouvert de K .
Remarquons que si T est portable par K , elle est faiblement portsble

PROPOSITION 1. - T est portuble par un ouvert Q si et seulement s'

3'il cxiste
une mesure W & support compact contenu dens ¢ et telle quc

(T,(p):/vf?dp Y g e H(V) .
On dira alors que T est représenteble par 1z mesure p . Le suffisance cst
claire, et la nécessité résulte du théordme de Esan-Senach ( (V)

:S% un eous-
espace fermé de CC(V) ).

74



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 6-03

COROLLAIRE. - Toute fonctionmelle analytique est faiblement portable par un com-
pact do V.

DEFINITION 3. - Un compact K c V sera dit posséder la propriété de Runge si
1'on a une des conditions équivalentes suivantes :

(R) Pour toute partie bornée B de H(K) , il existe un voisinage ouvert Q de
K sur lequel toute fonction de B est définie et limite dans H(Q,) d'éléments
de H(V) .

(R') Soit Q wun ouvert quelconque > K . Pour toute partie bornée B de H(Q) ,
i1 existe un ouvert QB , Kc QB c Q , tel que toute fonction de B soit limite
dans H(OB) de fonctions de H(V) .

Ltéquivalence de (R) et (R') résulte de la caractérisation, donnée ci-dessus, des
parties bornées de H(K) .

Classiquement, on dira de méme qu'un vuvert w posséde la propriété de Runge, si
H(V) est dense dans H(w) .

THEOREME 1. - Soit K un compact possédant la propriété de Runge. T e H'(V)

est portsble par K si et seulement si T est faiblement portsble par XK , i. e.

2 support dams Q.
Montrons que si T est faiblement portable par K , on peut prolonger T & H(K).

Si ¢ € H(K) , il existe un voisinage ouvert Q de K et une suite 9, de fonc-
tions de V telles que

¢ =1im ¢ dans H(Q) .
noeo 2

Désignant par o une mesure 4 support compact contenue dans 2 et qui représente
T , non définissong T en posant

T,9) = [0 dg=1nlT,o) .
n-oco

Montrons que T ainsi définie est indépendante du choix de l'ouvert Q et de la
mesure | - Si Q' est un emtre ouvert dans lequel ¢ est limite de fonctions
Y, € H(V) , on voit, comme ci-dessus, que lim (T , tj}n) existe. Les deux suites
Pn
compact dans Q n Q' représente ¢ , on &

/(Yﬂ,‘PdM.:i;li(T,(pn):i;lg(T,an) .

oo
et Y tendent vers ¢ dans H(Q nQ'SA et par suite, si |, & support
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6-04 J.-L. VERLEY

La linéarité étant claire, montrons que le prolohgement T ainsi construit est
contimi, i. 0., par définition de la topologie de H(K) , la restrictionde T 2
chaque voisinage ouvert Q de X est contimie. Si ¢ -9, dans H(Q) ,

B=le} v (U lg,))

est une partie bornée de H(Q) , donc il existe un ouvert Q' ¢ Q tel que B ap-
partienne & 1'adhérence de H(V) dans H(Q') .

Si oy représente T dans Q' , on a, puisque ?, 9

T(p) =/ ¢ Ay = 1im [ o, duy, = 1im T(g,) -
n-x0 ! n-»o

2. Rappels sur les variétés de Stein.

Rappelons tout d'abord que si V est une variété analytique complexe et K un
compact de V , on désigne par enveloppe H(V)-convexe, et on note 4 s l'ensemble
‘des points y eV tels que

|o(y)| € sup |e(x)| pour tout & e H(V) .
xeK

Un compect tel que K = ¥ sera dit H(V)-convexe.

Une variété analytique complexe dénombrable & 1'infini est dite de Stein si

(Sl) Les fonctions de H(V) séparent les points de V ;

b

(82) Tout point d¢ V admet un systéme de coordonndes locales formé d'éléments
de H(V) ;

et

(53) Pour tout compact K , K est .compact.

Rappelons que les variétés de Stein constituent exactement (en un sens que 1'on
peut préciser), le domaine d'spplication des théorémes A et B de Cartan (Voir [4]).

Soit § un faiscesu cohérent sur V  (de feisceam structural © ).

THEOREME A. - Pour tout x e V , les sections globales (e I'(V, 8)) engendrent
le module 3 comme O -module- )

THEOREME B. - Les groupes de cohomologie dtordre q > 1 de V & valeurs dans
§ sont nuls

#H(v, %) =0 pour q>1.

Rappelons qu'un sous-ensemble W d'une variété V est appelé ensemble analytique
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 6-05

s'il est fermé et défini localement come ensemble des zéros communs & un nombre
fini de fonctions analytiques ; 1'exemple le plus simple est celui d'une sous~
variété fermée W régulidrement plongée (i. e. il existe en chague point de W un
systéme de coordonnées locales de V. telles que W soit défini localement en an-
nulant certaines de ces coordqnnées). On montre que le faisccau ESW des germes de
fonctions holomorphes nulles sur W est un faisceau cohérent d'idéemx ; le fais-
ceau quotient O/E'w egt par définition le faisceau des germes de fonctions holo-~
morphes sur W (s% W est une sous-variété fermée, on retrouve bien ainsi le fais-

cean des fonctions holomorphes sur W ).

Les théorémes A et B appliqués 2 cette situation donnent alors les deux résultats

suivants, qui seront d'un usage constant par le suite :

COROLLAIRE du théordme A. - On peut trouver une famille (f,) d'éléments de
H(V) , nuls sur W , et telle que W soit l'ensemble des zéros commns eux £y -

(On applique le théoréme A eu faiscesau Cc .)

COROLLAIRE du théoréne B. - Toute fonction holomorphe sur W est la restriction

a4 W.d'une fonction holomorphe dans V tout entier.
(On applique le théoréme de la suite exacte d'homologie & la suite exacte

0 -3 —)0-)0/3w-70,

W

d'ol la suite exacte,

H(V) = T(v , ©) »T(v, o/5) » B (v , &) .

Hl(V , aw) = 0 d'aprés le théoréme B, et par suite, 1l'application de restriction

de V & W est surjective.)

PROPOSITION 1. - Tout compact H(V)-convexe d'une variété de Stein admet un sys-

téme fondamental de voisinages ouverts w régulidrement plongesbles comuc sous-

variétés fermées d'un polydisque ouvert d'un espace numérique.

Cela signifie qu'il existe une application holomorphe f = (f1 s ere s fN ) de
w
w dans le polydisque P ={(z1 »oeee s 2y ), lz,] <1} telle que
W i

a. Les £ séparent les points de w { f injective) ;

b. Pour chaque point x € w , le systéme ) fN contient un systénc
de coordonnées locales au voisinage de x ( f est de rang moximum en chague point) ;

c. f': w-P estpropre ;-
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6-05 J.-L. VERLEY

d. f(w) est fermé dans P .

Soit donc U wun voisinage ouvert relativement compact d'un compact H(V)-convexe

X , et soit W la frontiére de U . A chaque point x € W , on peut associer une

fonction f\: e H(V) telle que
£ (x) > sup lfx(y)l
yek
( K est H(V)-convexe).

Utilisant la compacité de W , on peut donc trouver un nombre fini d'élénents
£, e fke H(V) tel que

[£.(y)| <1 pour ye X et sup |f.(x)|>1 pour xe W .
i : i
lgigk
Soit w={z eU lfi(z)] <1, Vi} . w est un ouvert de U qui contient
X . Quel que soit re )JO, 1( ,

U.={zev, [f;(a)}<r}
ne rencoutrc nas 1o frontitre de w , et par suite est un compact de w ; ainsi
1tapplicction de w dans le polydisque lCil £ 1 est propre. Pour plonger w
comre sous-variété régulidre d'un polydisque, il suffit alors de rejouter aux £y
un noibre fini de fonctions de H(V) qui séparent les points de T , et contien-
nent en choque point un systine de coordonnées locales (utiliser la compacité de
T). On peut supposer que les nouvelles fonctions ainsi rejoutées sont bornées par

1/2 sur U et la fermeture de f£(w) résulte clors du fait que f(w) = P n £(T) -

COROLLAIRE 1. - Tout voisinage d'un compact H(V)-convexe d'une variété de Stein

contient un voisinage ouvert w de ce compact tel que H(V) soit dense dans H{w)

Zn particulier, tout compact H(V)-convexe posséde la propriété de Runge.

" -
Soit w plongesble comme ci-dessus dans un polydisque P de ”C}\' . Toute fone-

tion holomorphe sur f(w) est la restriction 2 f(w) d'une fonction holomorphe

P , et per suite toute fonction holomorphe dans w est limite uniforme sur
tout compact de polyndues par repport aux fonctions f 10

dens

, £y € H(V) .
COZOLLATRE 2. - Soit ye Rc ¥

4
. La composante connexe de y dans K rencon-
tre K .

En effet, supposons qu'il existe deux ouverts disjoints W et Wy o, tels que

wluwzoK et wan:ﬂf.

8



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 6-07

Quitte & restreindre w = w, U W, , on peut supposer que H(V) est densc dens H(w)

Lo fonetion, égale & O dans w, et & 1 dans W, , est alors approcheble unifor-

nénent sur tout compact de w par des fonctions de H(V) , et il existe f e H€(V)

l£(y) —1|<-;-, lf(z)l<% pour tout z e K,

~
en contrediction avec le fait que y e K.

COROLLAIRE 3. - Tout compect H(V)-convexe sdmet un systéme fondamental de voisi-
nages qui possédent la propriété suivante

K compaoct ¢cw = Kcw.

Reprenant les notations de 1la dénonstration de la proposition 1, on remarque d'a-

bord que si X cw , alors X¥cu cor K nil =@ et toute partie commexe, qui
rencontre U et ( U, rencontre sa frontidére (utiliser le corollaire 2). Il ré-
sulte alors facilement de la définition de

w que 1'on a, en fait, Kcw.

En lisison avec ce qui précéde, nous introduirons la définition suivante

Un ouvert wcV gera dit E(_\L);c_c_)_ylv_g_gc_e_ si, pour tout compact K c w, on a
Kcw. Il resulte alors du corollaire 1 ci-dessus que H(V) est dense dons H{W) ;
par sulte, l'enveloppe H(V)-convexe de K coincide avec son enveloppe H(w)-
convexe ¢t W est donc une variété de Stein (les amiome S1 et 32 sont triviclenent
vérifiés).

PROPOSTTION 2. 6= U K
KCw
conpact

est un ouvert et c'est le plus petit ouvert H(V)-convexe contenont w .

LEIRE. - 51 K, et K, sont deux compacts d'une variété de Stein V , tels que
o
K, < K2 , On a L
K1 C K2 .
. ° n . n N
Si Kl c K, cC", soit “z“ une norge sur C" . Il existe & >0 tel que

Hz.l.l < e entraine X, + z C K? ; K

1 3 K oc fz résulte alors du fait que
TN ~ - ~
1 +z:K14’ZCK2 pour tout z tel que llll < €.

La déronstrotion dens le cos générel sera obtenue en plongeant, ou noyen de la pro-

position 1, un voisinege W du compact K, corme sous-variété fermée du polydis-
i
que P d'un espece C

. On se ronéne ainsi & 1la situation suivante : W est une
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sous-variété réguliére du polrdisque P ¢ gn » K et K, sont des compocts de
w, et ‘Nl s I~\2 sont les enveloppes H(w)-convexes de K1 et K, (car H(V) est
dense dens H(w) ).

~

Remorquons que K, , I~(,2 sont cussi les enveloppes H(P)-convexes (d'aprés les
corolleires des théorémes A et B, w est l'cnsemble des zéros d'unec fanille de
fonctions holomorphes dans P et toute fonction holomorphe dans W est restriction
4 w d'une fonction holomorph: dans P ), et mtme H(Qn)—convexes (car H(Qn) est
dense dens H(P) ) de KI et K, .

Considérent la métrique hermitienne de gn , 11 existe un ouvert Q> w tel que,
per chaque point x € Q , il passe un sous-sspsce normel et un seul & W , orthogo-
nal & 1'espace tangent en n(x) € w et supplémentaire de cet espace, 1'application
X ~» n(x) étant analytique ("champ de normcles"). K, étant H(gn)—convexe, soit
U un voisinage ouvert H(gn)-convexe de K2 contenu dans Q (corollaire 3 de la
proposition 1), et soit L un voisinage compact de K1 contenu dans U et tel
que n(L) = K, . Je die que

i nws= R'Z H
en effet, H(gn) étent dense dans H(U) , il suffit de prendre le H(U)-enveloppe
de L:>si xeUnw et x}él{? , il existe ¢ € H(w) t*elle que
le) > sup o),
yGK? .
mais alors pour Y = ¢.n € H(U) , on a
)| > sup 19(y) |
y€L
~ 2
et per suite x £ L . Le lemme 1 ryont £té démontré dans gn ,onadonc % CcL,

1

et par suite 'Kz =% nw est un voisinege de K, dens w .

1
Passons naintenent & la démonstration de la proposition 2. Soit Kn une suite
o

fondanentale de compacts de w , Kn C Kn+1 .« On a alors

U:UE(,

n=1 B
d'ol, d'epris le lemme qui précéde,
o Q
~ A
w= U Kn N
n=1

¢t par svite w est ouvert gt lcs compacts I&:l forment une suite fondamentale de

~ ~ M
compacts de w , car Kn < K‘1+1 .
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$i H est un compact do W, wu 8 doue i © i?_n pour un Ty , d'ol Hc Knr cw ,
ot ¥ est H(V)-convexe. Il out olair que c'est Y16 plus petit ouvert H(V)-cirvere

coutenant  w .

VLLAIRS. - L'spplication de restriction identifie H(L) & un sous-copas: f

¢ 32 1(w) (clest 1'sdnérence de H(V) dans H(w) ).

13 résulte facilement du corollaire 2 de la proposition 1 que chague compcsante
comnexe de W rencontre w , et par suite l'application de restriction de (W) &

H(w) est injective.
Montrons que H(W) est fermé dans H(w) . Soit fm une suite d'élémerts de 1i(®)
qui converge vers ¢ dans H(w) . On a
f(x) -f(x)]| = f (x) - f (x Vn n.
ok I P = sup £ (x) - £ (x)] » Py

n ek,

Le suite f  converge donc uniformément sur tout compact de & vers un élément
$o Qui prolonge bien entendu ¢ . La description précise de 1'image de H('J) dans
H{w) résulte alors du fait que H(V) est dense dans H(W) .

3. Fonctiomelles anclytiques sur les variétés de Stein.

Dans tout ce paragraphe, V désigne une variété de Stein.

THEOREME 1. - Soit T e H'(V) . T est portsble par un compact K , H(V)-conve-
xe, si et seulement si T est faiblement portsble par X .

Conséquence imnédiate du théoréme 1 du § 1 et du corollaire 1 de la proposition 1
du § 2.

THEOREME 2. - T e H'(V) est portable par un ouvert w si et seulement si T

est _portable par & .

Si T est porteble par & , soit T 1le prolongement de T a H(Y) , identifié
3 un sous-espace fermé de H(w) (§ 2, corollaire de la proposition 2). T se pro-
longe 3 H(w) , 4'aprds le théordme de Hahn-Banach.

THEOREME 3. - Soit K compact ¢ H(V) . T & H'(V) -est faiblement portsble par
K si et seulement si T est portable par K.

D'aprés le corollaire 3 de la proposition 1 du § 2, X admet un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts w tels que w = ¥ . Un tel ouvert est sussi voisina-
ge de Kc R et par suite, si on suppose T faiblement portable par K, T est

{iath, Semi”-. YT
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faiblement portable par X , donc portable par jis d'aprss le théoréme 1.

Remarque. -- On ne sait pas si toute fonctionnellc portable par K est poziable
par K . MARTINEAU donne des conditions exhaustives sur K pour qu'il en soit ain.-

si, et nous renvoyons a [3].

Définition. - Soit- K un compact c V . Hous appellerons frontiére distinguée

de X , et noterons &K -le plus petit compact de K tel que toute fonction
¢ e H(V) atteigne le maximum de son module sur K dens OK (c'est la frontidre
de Silov de¢ X relativement & 1'algébre des restrictions & X des fonctions de

H(V) ).

X sera dit compact distingué si K = &K .

THECREME 4. - Si T e H'(V) est faiblement portsble par un compact K , elle

est_faiblement portable par 8K .

Cela résulte du fait que K = 8% (immédiat d'aprés la définition de 8K ) et du

théortme 1 appliqué & oK .

Ainsi, si T est faiblement portsble par K , pour tout voisinsge ouvert Q de

0K , T est représentable pcr une nesure & support compact contemu dans Q .

THEOREME 5. - Toute fonctionnelle analytique portable par 1'intérieur d'un com

pact I est représentable par une mesure de support inclus dans OK . (Ici V

n'est pas nécessairement de Stein.)

Désignons par F le sous-espace de C(X) formé des fonctions holomorphes dans
£ et continues sur X . T1 est clair que c'est un sous-espace fermé de C(X) . Par
hypothise, T se prolonge & H(%) ct par suite & F ; nous continuerons 3 noter
T ce prolongement.

™

F  s'identifie & un sous-espace fermé de C(&) ; d'aprés le théoréme de Hahn--
Ranach, il existe alors une mesure p définie sur 6K qui prolonge T . Ltimage
de cette mesure par 1'injection .¢X -V est une mesure & support compact LU To-

présente T .

4. Wotion de support d'une fonctionrelle analytique.

Soit ¥ une famille de compacts de V telle que si Ka est une sous-famil-2

totalement ordonnée par inclusion, on ait

gl(aex.
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Bovs diress par définition qu'un compact 1 e ¥ est un Y -support (resp. un ¥-
support faible) de T e H'(V) si T ost portable (resp. faiblement portsble) par

K, ct si X est minimal dans la famille des 8léments de ¥ qui portent (resp.

qui portent faiblenent) T .

THOOWEME 1 (existence des supnorts faibles). - S5i T est faiblewent portable par

un élément de ¥, ~Jors T almet aw moins wn  “-support faible.

Montrons que l'ensemble des porteurs faibles de T qui appartiennent & X for-
nent un cnsemble indvetif (pour 1l'ordre opnosé & 1'inclusion). Le théoréme en ré-
sultera, en applicuant le théortue de Zorn.

Soit

K=NK
AN o o P

(Ka) étent une famille totalement orcdonnée, et montrons gue T est faiblement
portable par X . Soit W un voisinage ouvert de KX ; il existe un indice %y tel
que Kao C W., d'olt 1a conclusion. (En effet, sinon V a , les Ly =Kgn CWw for-
meraient une base de riltre sur un des L, , soit Lal ; on en déduirait que

(& Ly £ 7, ce qui est absurde car QLQ ck.)

Exemples de familles X @

(1) =

ile de tous les compacts.

(2) Farmille de tous les compacts qui possédent la propriété de Runge.

En effet, soit (I’,a) une famille totalement ordonnée de compacts possédant la
propriété de Runge, et comsidérons K = g K. - Soit B une partie bornée de H(W) ,
ol W est un ouvert contenant K . On voit comme ci.-dessus qu'il existe ao tel
que K, c ¥ . Ainsi il existe un ouvert U , K <Ky c U cW , tel que toute fone~

tion de B s0it limite dans H(U) de fonctions de H(V) (condition R').

(3) V de Stein, et % est la famille de tous les compacts H(V)-convexe.

Si X =0NK,, o chaque K est H(V)-convexe, si y ¢ K, 3 a, tel que
a
vy & KO"O , done 3 f e H(V) tel que

£ > sup [£(x)] poup if(2)],
xeKaO zeK

et par suite, K est H(V)-convexe.
Un tel support sera dit support H(V)-convexe.

(4) Dans gn , mmni d'une norme p , on peut considérer la famille dc toutes les

p-boules fermées de centre X, .

&3
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Dans ce qui suit, nous supposerons de nouvean que V est une variété de Stein.
I1 n'y a pas en général unicité du support d'vne fonctionnelle analytiyve, néan-
moins les fonctionnelles admettant plusieurs supports H(V)-convexes sont relative-

ment exceptionnelles en un sens que l'on va préciser.

Rappelons tout d'sbord que, pour K compact, H(K) est un espace tonnelé qui
admet une suite fondsmentale dénombrsbhle de parties bornées ; par suite, 1l'espace
H'(K) des fonctionneiles snalytiques portables par K , muni de la topologie de
dual fort de H(X) est un espace métrissble complet ([2], corollaire 4, p. 304).

Nous pouvons énoncer le théoréme annoncé :

THORBIE 2. - Dans _1'espace métrissble complet des fonctionnelles analytifques

portshles par un compact H(V)-convexe K , les fonctionnelles analytiques qui ad-

mettent K pour unique support H(V)~convexe forment un résiduel.

~— . I
Ku{xo}_—_Ku{xO} .

I1 suffit de montrer que X u {xo} est H(V)-couvexe. Soit y & Ku {xy} - D'a~
prés 1'axiome (Sl) des variétés de Stein, il existe ® € (V) telle que &(x.) = O
et o(y) =1 ; d'autre part, K 4tant H(V)-convexe, il existe V¥ € H(V) telle que

[e(y)| > sup |w(z)]| , avec M= sup lo(y)] -
zeK yex

On a alors

le(y) ¥(x)| > gup  o(z) ¥(a)]| .
zeKu{xO}

IEME 2. - Soit x5 € V . Tout porteur H(V)~convexe de la fonctionnells enalyti~

que ¢ ~o <I>(x0) contient xg . En particulier, {x;} est le seul support H(V)-

convexs de cette fonctionnelle.

Supposons que K ¥ Xy est un porteur H(V)-convexe de la fonctionnelle
&~ 4’(:»:0) . D'aprés le lemme 1 et le corollaire 1 de la proposition I du § 2, il
existe un ouvert H(V)-convexe

W =w, uUW w, Nw, =0

1YY, Wy Ny =,

12 K et w, 2 X,
qui posséde la propriété de Runge ; por suite, la fonction f € H(w) , égale & O

dans w, et & 1 dans w, , est limite dans H(w) d'une suite de fonctions f

1 n
de H(V) . Si p“’l est une mesure a support compact contenu dans W, et qui re-

préserte T , on a slors
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£(xg) = iim /fn dp.wl =0,

d'ou contradiction.

IEILE 3. - Soit K v __rcinacy H(V)-convexe. Il existe une famille dénorirable

convoxe ne contenant pas K soit inclus dans un des compacts de ¢ .
Soit X, une suite dénombreble dense de points de V ( V dénombrable & 1'in-
- fini) et soit, pour chague n , w];: wn systéme fondamental dénombrable de voisi-
nages compacts de x - Hous désignerons par ¥ la famille dénombrable des enve-

loppes HK(V)-convexes des réunions finies de compacts W et par & la sous-

famille de ceux qui ne contiennent pas X . Montrons que la famille ¢ ainsi
construite convient. v

Soit L un compact E/V)-convexe ne contenant pas K, et soit. Xq € K,

xg ¢ L : nous désignerons par L. un voisinage compact H(V)-convexe de L ne

contenant pas Xq - Les wi contenus dans LO forment un recouvrement de L . Si

30 '31 ) J

We W, eee win est un recouvrement de L par un nombre fini de tels voisi-
0 1 i~ n '
nages, U w,” est un 41ément de & qui contient L .
k=0

Démonstration du théoréme 2. - Boit X le compact H(V)-convexe de 1'énoncé et

soit L wn compact H(V)-convexe ne contenant pas K . Les applications de H'(K)
et H'(L) dans H'(V) sont injectives (car ¥ et L possédent la propriété de

Runge), et par suite, nous pouvons identifier H'(X) et H'(L) 2 des sous-espaces

de H'(V) . Considérons 1'injection
H'(K) n H'(L) - H'(X) s

cette .application est continmve quand 6n munit H'(K) de sa topologie de dual fort
de H(X) , et H'(K) n H'(L) de la topologie de borne supérieure des topologies
de dusl fort de H(K) et >H(L)v. Ces espaces étantmétrisables et complets, i ré-
sulte alors du théoréme classique de Banach que cette application est, ou bien sur-
jective (ce qui est exclu par le lemme 2, en considérent pour x5 € X et x4 £L
la fonctionnelle ¢ ~- q)(xo) qui est portable par K , mais pas par L ), om bien
a une image maigre. On en déduit alors, en utilisent le lemme 2, que 1l'ensemble

des fonctionnelles analytiques portables par K et qui ne sont portables que par
les compacts H(V)-convexes contenant K (i. e. qui admettent K pour unique sup-

port II(V)-convexe) est un résiduel de H'(K) .

85
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6-14

,

5. Théordues d'intersection.

Introduisons tout A'ahbord quelques notations. Kl ct K2 étant deux compacts
(ov deux ouverts) non disjoints d'une variété V , nous désignerons var o 1'ap-
plication linéaire de H(Kl) x H(K,) dans H(K1 n Kz) définie par

O 5 ) =9y -0y
(evac un abus de langage) ; remarquons que

Ker d ~ ~ B(K) (ot ¥ = K nk, ),

car si des fonctions 9, et ¢y, Aéfinies respectivement dans un voisinage de K1
et un voisinage de K2 , coIncident sur un voisinage de K1 n K? , elles se recol-

lent en une fonction holomorphe dens un voisinage de K v 1{2 .

THEOREIE 1. - Si X=K v 512 posséde la propriété de Runge, et si d est une

1
application surjective, alors loute fonctionnelle analytique portable por K et

1

par i, est portable par K n X, .

Seit "T € H'(V) portable par Kl (resp. K, ) et soit T1 (resp. 'I‘2 ) un pro-

longcment de T & H(K;) (resp. H(I{z) ).
Pour ¢ € H(Kl n 1{2) , on posera
(T, ¢) = (T, , 9 - (T, , 9y, avee oley » 95) = ¢ .

Mcntrons que T ost bien définie, i. e. est indépendante du choix de (q;1 5 tpz)

dans 9~ (tp) . Bn effet, deux tels éléments différent par un élément de Ker 9,
i. e. par un élément de la forme (q;1 . 492) , ol 9y (resp. 9o ) est la restric-

tion & Kl (resp. I{? ) d'une fonction ¢ holomorphe dans un voisinage de
K=X v K, ; par hypothése, :s» est limite dans un voisinage (éventuellement plus

n

petit) de K d'une suite ¢ de fonctions holomorphes dans V . On a alors

<Tl ’ :?1> - (T2 ) @2) = 3-1‘)12 (<T1 ’ \an)) - <T2 ) (Pén)>)

1im (T, o™y 2 (1, »By) 2 0

n-»0

n

puisque 'I‘l et T2 sont des prolongements de T .

La contimité de T résulte du fait que O st un homomorphisme (voir per exem-
ple [2], théoréme 2, p. 271, qui dit que toute application lindaire continue sur-
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jective d'un espace ©5 (7) dans un outre est un homomorphisme).

THEOREVE it - Soi’ V. wne variétd de Stein. Si Te K'(V) -est portable por

deux ccipacts (ou ouverts) non disjoints. K ot K, tels que K=K uX, soit
SOuX corpacts (ouw ovverts) non disjoints cels que 5 S0LL

e, alors T est portable psr XK. n }"2 .

(V) -conve:
D'aprds le théorome 1 ot le corolleire 1 de la proposition 1 du § 2, il suffit
de moantrer que O est surjective ; ce résultat est connu sous le nom de lemme de

Cartan. Rappelons la ddmonstration de ce résultat.

Soit & 1lc faisceau des gerzmes de fonctions holomorphes dans un voisinage de
Kl v K, (resp. holomorvhes dans X, u I(2 ct Kl et K2 sont ouverts). On a une
suite exacte (voir [11. p. 219) :

0 1 0
0-1! o (VR P —»E;’ )

ol Eé’c -est le quotient de HO(Kl n 1(2 ;3 4) par le sous-groupe formé des clas-
ses de coliomologie qui sont différence de deux classes induites par des classes de

cohomologie de X, et K, . llais, d'aprés le théordme B,
B (% UK, 3 8) =0,

d'ol le résultat.

THCOREME 2. - Soit' V une varicté de Stein et soit W un sous-ensemble analyti-

de i est portshle par un compact H(V)-comvexe K, alors T est portable par
KnwWw. "~

COROLLALE. - 51 T est portablo par tout voisinage de ', alors T est porte-~.

ble par un compact H(V)~¢.0_n_\_733§8_ de W .

Nous aurons begoin de deux lemmes, qui utilisent les notations du théoréme 2.

LEIME 1. - Quel que soit le compact L c W ,
—
KuL=Kul,

ot L' cst un compact de W .

(2) Un espace £F est une limite inductive d'une suite transitive d'espaces
métrigables complets (cc qui est le cas, d'aprés le § 1, pour les espaces H(K)
pour K ouvert ou compact).
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Soit x€KulW. ‘J“'r.pr‘*.s le § 2, corollaire du théoréme A, il existe ¢ € H(V) ,
nullc sur ¥ et telic que ¢(x) = i . Posons alors
M= sup |o(z) |
zeK
ot soit ¢ € H(V) telle que
1

e(x) =1 et sup ly(z)] < i
zeK ’

( ¥ est per hypothése H(V)-convexe). La fonction produit ¢.¢ est égale & 1 am
point x , et de wodule inférievr & 1 sur Ku ¥ , donc sur X u L ; par suite,
~~
x¢ KUL et .
~— P~
KuL=Ku((Kul) nW) ,

~— 7
dtol le lemme 1 puisque K u L est compact.

IEME 2. - KuY aduet un systime fondamental de voisinsges ouverts H(V)-

convexes.

Soit P c L0 cLyc...c Ln C ... une suite fondementale de compacts de W et
s0it w un ou_vert quelconque contenant K u W . On peut, am moyen du lemme 1, cons-
truire par récurrence une suite de compacts K =Ny , N, , ...,

a. NhDLhuK

b. N est H(V)-convexe

c. Nh est un voisinage de Nh-l .

(Supposons ces compacts construits pour h £k -1, et soit Mk = Lk u Nk 13 d'a-
prés le lomme 1, ¥ c w, et on prendra, pour Hy , un voisinage compact H(V)-

convexe de Mk conterm dans w.)

Soit alors © .
0= U Nk = U fi
k=0 k=0

un ouvert contenant K u W et contemu dans w. Si maintenant H est un corpact

de Q, 3 k, tel que H c I‘Iko , d'ol
'I:I,C N c@Q
ko
et par suite Q est’ H(V)-convexe.

Démonstration du théoréme 2. - On va montrer que T est portsble par tout voisi-

nage ouvert d¢ K n W . D'aprds le théordme L du § 3, T sera alors portable par
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KnaY, puisque K nV est H(V)-convexe.

Soit w wun veisinage guelcongue de X n\ ; soient wy voisinage ouvert de W
et uly voisinage ouvert de I tels gue W Nwcw . W U, est un voisinage
de Kul , donc, d'aprés le lemse 2, il contient uvn voisinage H(V)-convexe de
K 'u d, soit Wy - T est alors portsble par w, n wy et par w, n Wy, dont la
réunion wy est F(V)-convexe. D'aprés le théordme 1', T est alors portable par

WpN W NWCw, donc ¢ fortiori par w .
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