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PROJECTIVITÉ, INJECTIVITÉ ET DUALITÉ

par Michel HACQUE

(Math. Semin., 1 )
~____~.~

Séminaire CHOQUET,
Initiation à l’Analyse,
4e année, 1964/65, n° 5, 9 p. 17 décembre 1964

_ 

[d’a.près Z. s~,~~:~Er,TI (~

I. o Définitions et propriétés de notions définies les catégories

l . Rappels de définitions classiques .

Soit ~ une catégorie quelconque.

Un est un morphisme , ~ tel que (pa = ~)p 
implique a _ _ 03B2 . Un bimorphisme est un morphisme qui est à un monomorphisme
et un épimorphisme. o Un morphisme .02 ô A -~ B est une équivalence ou un isomorphisme
s’il existe : i B -~ A tel que eB et ~ = e~ . e La catégorie 1£ vérifie

la propriété d’ inversion si tout bimorphisme est un isomorphisme. o Lfn morphisme

~ : i A  B est appelé une rétraction s’il existe un morphisme s B -~ A tel que

= e~ . o Un morphisme : 
. ~ -~ A est appelé une section s’il existe un morphine

ç t A  B tel que (p~ = ~ . °

Soit un ensemble d’objets objet A appelé une somme

[un produit] de }t~T s’ il existe des monomorphisiiies ô [épimorphis-
mes : A ~ At ] ayant la propriété suivante : x Pour tout objet D et tout 

ble de morphismes : At ~ 3 [morphismes 03C6t ° B ~ At J, il existe un morphisme

unique x A -j > y -~ tel que Î = pour tout -~ E ’~’ °

somme iv-U. produit] de est notée A [  n ].

2. 0 Singletons eL cosingletons.

[ Définition. - Un objet S L’une catégorie % est appelé un 
Î tonj si les deux conditions suivantes sort satisfaites

(i ; ) Pour tout objet A ~, il existe au moins un [exactement ". 

( i i ) Pour tout objet E , , existe exactement un moins 

h’ o 

0 ’ ~ S °

(*) (Z..). - - Propectivity =,- , 
_ duality, Rozprawy Mat o ’!. ., -, ,

o e ° o ,l . . _l. j -? ° 1’ J ~ m . , ~ ’ /’~ o 
g 

-- ’ t _ 
_~’.~1 lt~ C~:S~ _C ~ ~ N-.
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’Jn nul est ur o’)jet qui est simultanément un singleton et un cosingleton.

D-jis une cetégorie K, 1’ensci.ib.le des morphismes de A dans B sera noté

~ .3) . 

Propriétés des singletons et des cosingletons. - Les définitions ontralnent 

diatement les p:ropriétés suivantes :

j (S1) Si 3 est sing-leton ou un cosingleton, alors Ma.p(S , .3) est forme du

) seul morphisme ~S .

} (S2) Tous les singletons sont isomorphes, tous les cosingletons sont isomorphes"

L si u-ie catégorie possède un singleton et un cosingleton, ils sont isomorphes.

Soit S un singleton, et soit 03BDA le seul morphisme dans S) . . En 

sissant exactement un morphisme 03C9A dans chaque ensemble Map(S , y Si) , soit

De même, si S est un cosingleton, soit seul morphisme dans Map (S Jl.)
ev ~ _r. ;~e ( A o ~ ~ 9 c~~ __ wA 1a~ 4

?_e s les définitions entraînent la propriété :

i., ~Ç~ , , / 
, 

‘‘~G~?ï’ 0~.~;I~LS ~x 
9 ~ 9 v 9 ‘ 

° 

, - °

,il en résulte la proprieté suivante z

(S4) li a un ou un cosingleton et si A une somme

Î 
j 

( ,z:, prooduit] de { At}t~T 9 alors tout 6 
t ( 03C0t ’ _-; î me;-.

; des retractions n_I. 03C3t ] telles que

Ln --i effet, soit ii A une C de r {At} .. En fixant t 9 soit 03C6u t i " 

c 
defÉi; .

i : 1 v_:_ façon suivante i 03C6t = ~A, et 03C6u - Gi 
A,A (p0?‘__r’ i.; ~ ’G . Alors, il existe

ï, 
’ 

i

un morphisme unique Cn : A ~ At tel que 03C6u = 03C603C3u 0_ -tout E T , 9 ce si..

:~n.=L.~ _E; IL~ _ (~ ~,‘‘S-~ J_~ _’~t~’:?.Ctlt7!’L C; . :S’’ *

,J

] o Sérat .-: teurs et c osé-»r ateurs.
_w._____ __,~_.,~~._wr.~ ...... _..._ _~____

Definition. - On dit que Map(C , y M) sépare C C Map(M 9 C) > CO; épare s. _; si,

pour -;_,-,.z. o.. A et toute paire cie 03B1 : g A ~ C et 03B2 : t ._. ~ .r,
; 

_ _ ~ 
) 

~ 

l ’ L~ ~ ’-’ _~ i,+ r ~ à t~’~ ~ =s ~ s . an =~ ~-~ = ’~~ s 1->??ù-,
_ . 

, .., r ~ 
_

j > . -  
- i ‘.y ~B ~ ’ S _ J ._ -- ’~t.~;~ - ~~1 ,/ -~.~. _1.’ l~ Y E _ ~~i ( _ i y 

’-~ J j J 9 C__... _ .~ a =- 1 .



PROJECTIVITE, INJECTIVITÉ ET DUALITÉ

Un objet M est appelé un séparateur [coséparateur] si N)’ sépare

[ Map(H , C) cosépare] tout objet C . a

4. Objets libre s et directs.

1 Définition. - Un objet M est un objet de base libre [direct] si les conditions
suivantes sont satisfaites :

/ (i) H est un comparateur [séparateur]. o .

(ii) Si M’ est un rétracté de M et M’ un coséparateui [séparateur], alors

/ M’ est isomorphe à M .

L (iii) Si I’?’ est un coséparateur [séparateur], alors M est un de M".

Un tel objet est unique à un isomorphisme s’il existe. Il est possible de

choisir un représentant F [ D ] appelé de base libre [l’objet de 
rect].

Etant donné un cardinal m , soit F [ une somme [un produi,t j de m 

plaires de F (de D ]. Les objets F [ ] sont déterminés uniquement par m

à un isomorphisme près, s’ils existent, un objet sera appelé libre [direct] s’j-l

est équivalent à un certain F [ D ]. On dit que K admet des objets 

[directs] si [ Dm ] existe pour- tout cardinal m . o

. II. notions définies dans les bicatégories

1. ~es e

’ 

Définition.. - Une bicatégorie est une catégorie K munie de deux 

/ 3 et § dont les morphismes son.t, respectivement appelés les injections et les

j surjections de la bicatégorie, ces données -Liant assujetties E.ux vi-

, vantes ~ x

1 (i) Les morphismes de la catégorie 3 ~ S sont exactement tous les 

) mes. ’o

’ Î (ii) Les injections sont des monomorphismes et les surjections sor.t coi . -, 

_

j o

Î (iii) 3 et S engendrent :~ au sens suivant : ù Tout ’p ~x-’t 

) écrit de façon à un isomorphisme près, -sors la L’orbe s = c;: dans la-

quelle o est une injection Gt ;’; i une 

~~
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-- 

5 les i.njec-Lio.ls se noteront 03B1 ô A ~ B les
surjections Se C1’0:1t. C1L ô A --3j i: . Un isomorphisme sera donc noté (x. : (1 1; . 

Enfin, une rétraction se note : soit u ~ B , soit A  B
6_

Jn une catégorie K peut être munie de plusieurs structures de 

donc d6 ours bien préciser Str!_‘_:,tt?re de bicatégorie e: evie
.

3dgEi:°

rétraction 03C6 : i’.._ -> B , % B ~ A , y section que

03C603C8 = E}J ° Lil 03C6 _ ’ rs = 03C8i 03C8s OÙ , et 03C8i » injections
et 03C6s et il en résulte 03C6i 03C6s 03C8i 03C8s - ° ;’(’!e . proposi-

tion de ISBELL entraîne que 03C6 i et 03C8
s 

sont des isomorphismes. D’où :

j (R 1 ) Toute rétraction cp : :°_ a B est une surjection et toute -- --) A

~ une 

C:e tte immédiatement la suivante :

(B2) Soit S un sin leton ou un cos dans une bicatégorie K . Alors rom t

03B1 : ’’. ~ S est une ,o.r:i ection et tout morphisme 03B2 : S ~ A est une

~~ 

La 
, 

{? ~ ) de (;;~) °

{L j ) sous les hypothèses de. la propriété (â4) 9 les 03C3t
sont des injections et les 03C0t des projections.

.0 Objets projectifs et injectifs dans °

"".""".".~ ......,.................. - -.....^^^..,.-.

r 1.1,ne K un objet P [objet I j est 
1 si pour tout a ° ° A ~ B et , f3 : P ~ B [ 03B1 : f;  A et

03B2 : B ~ _L ] i1 exis-te un morphisme 03B3 : P ~ A [ 03B3 : A ~ I ] tel que 03B2 = aY

[ 03B2 = ya ].
des objets projectifs Les définitions et des 

de style entraînent les propriétés suivantes :

Î { pl ) p - (. I un ob j et injectif} n et soit p : P ~ 1
L [ t-J: I ~ Il Ï une retraction. Alors i’i est projectif [ Il est injectif].

! (p )’ ’=;; P es1 lest injectif] et si 03B1 : A Pest unE 

l: tion (- (3 ° I L est une injection], 2:10- s a a.dmet une section a’ [ 03B2 ad-

[met une rétraction 03B2 1 J .

r (lBj La somme [le produit] de tout ensemble d’objets projectifs [injectifs] est

un objet r;rojec:;i f ,’ ;, existe.
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(P4) Soit K une bicatégorie qui admet un singleton on un cosingleton. Alors Si

une somme [un produit] est projectif [injectif], chaque terme doi t être projectif[injectif].
Cette propriété résulte de (St+) et de (P~).
(P5) Les singletons sont injectifs [les cosingletons sont projectifs].

(P6) Si une bicatégorie K admet au moins objet projectif [injectif], a,lors
tout singl eton est pro jectif [tout cosingleton est injectif].

Cette propriété résulte de (PI). °

3 . 0 Générateurs et cogénérateurs.

î Déf inition° - Dans une bicatégorie , 9 un ob j et M est appelé un (*)
[cogénérateur] s’ il a la propriété suivante a

~ Etant dor~.é a ~ i A ~ B ~ a : P~ ~ A ~, si pour ~3 ~ i~ -~ A 

tout 03B2 : t B ~ M ], il existe 03B3 : 1 M ~ A [ 03B3 : i A ~ M ] tel que 03B103B3 = 03B2
[ ycc = 03B2 ], al or s a e st un épimorphisme (un monomorphisme].

De analogue, un géné-rateur strict strict] est défini par l a

condition qUe a soit un isomorphisme .

des générateurs et cogénérateurs.

[ (G1) Tout coséparateur est un générateur [tout séparateur est un °

Soit l’i un coséparateur et soit 03B1 : g C  A . ° $oient 03B21 ° 

° A a B _A ~ f’

tels que 03B21 a = 03B22 a . Alors 03B21 03B103B3 = 03B22 03B103B3 pour to" t -y E Map ( i ï 9 L ) ° 

l’ application a’ ~ i Y .~.-~ aY de 9 C) , =~~) est 

~._! en ~i~ b pou-r tout ~ E ~~ia.p(~e , A} 9 ~1 .- ~~ , c°

qui que a un épimorphisme. Ainsi M est un générateur.

(G2) ,Si une bicatégorie a la propriété d’ inversion, *lors tout générateur i’=ogù....
est, un générateur 

Cette dernière propri été est évidente.

) Un objet M est appel é ur. séparateur strict [un coséparateur

strict] si ci un séparateur [coséparateur] et un 

tet’_’!" strict] .

(*) Le générateur utilise px" GROTNENDICEK a uri sens différent (qui ’î’Cii’ici-’Àe

Le :. la propriété d’inversion).
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Autres propriétés des générateurs et des cogénérateurs.

f (G-, ) > .soit ’{ bicatégorie ayant un générateur strict [cogénérateur strict]

/ et tell. que la somme [le de tout ensemble d’ exemplaires de ? : - 
,

{ dans T . . Alors, pour tout objet 13 , y il existe une surjection s 20145~D . .

[une . 

.

Soit T = 9 B) et L = Z_ (M) ° D’après la définition ci’ une somme, y il
YET Y ’ 

. 

;

existe un morphisme s L . B tel que = y pour chaque y y ou o est

un monomorphisme 03C303B3 : M ~ L correspondant à la 03C0 03B3-ième coordonnée", p 
dire au morphisme. y s (II) qui est en môme temps indice et un morphisme

ayant pour source le y.-ième de 1"1 .

.Soit cp = 03B103B2 avec a : i A B et, fi z L A pour tout y E :.;.an ! 
il 

, 

existe 03B4 = po E 9 A) tel que aô = (pj = y . 
0 Comme est un

générateur stricte 9 a e st un isomorphisme, ce qui prouve que 03C6 est une surjection.

(G4) Si !v est un coséparateur [séparateur], et s’ il existe une surjection 
’

L  M 1 [injection alors L est coséparateur [séparateur ].
Des affirmations analogues sont valables pour les comparateurs et les

générateurs stricts..

Cette propriété est évidente. e .

Le théorème d’universalité.

) objet A est un quotient, rétracté absolu [un sous-rétracté

) absolu] si, pour tout obj et B , toute surj ection a ° B  A a une 

L [toute injection 03B1 : x A a rétraction] °

) Soit Jr une bicatégorie vérifiant les 
suivantes s 

.

~ a. Il existe un objet de base libre F [un objet de base direct D ’!. 0
b. o Les objets libres [directs 1 existent.
c. F est strict et projectif [ D est strict et 

Alors .

’ (i) Tout objet libre [direct] est projectif .

(ii) Tout objet est une image d’un objet libre [un sous-objet objet directe
pour -tot,t A il existe cardinal m et surjection ]_? -~.-> ~’1 .

[une injection ° 

~
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’ (iii) Un objet est projectif [injectif] si, et seulement si, il est un 

tc d’un objet libre [direct].
(iv) Un objet A est projectif [injectif] si, et seulement si, il est un quo-.

client rétracte absolu [sous-rétracté absolu]. 0

Ce théorème résulte immédiatement des propriétés (P1), (P2), 9 {P3 j et (G3).

Remarques. - Dans certaines bicatégories il peut arriver n’existe D?.s d’ob-

j e t de base libre F (ci’ objet de base direct D 1 e On ce peut
même se produire dars une catégorie de modules à gauche de type fini sur un anneau
A convenablement choisi.

Le théorème précèdent ne peut donc pas Néanmoins, les conclusions de

ce théorème qui reposent uniquement sur les propriétés (P1 ) , (P,, ) , (P~ ) et (G,,)
subsistent lorsqu on remplace F [resp. D ] par un générateur strict G [resp.
cogénérateur strict C J supposé projectif [resp. injectif] et les objets 

F objets libres Gm relatifs à G " [resp. les objets directs m par

"les objets directs ’~~,m relatifs à 0 

’

C’est par exemple ce qui se passe pour une catégorie de modules à gauche sur ’..n

anneau avec unité A . En A est alors un générateur strict projectif et

le théorème d’universalité modifié donne les résultats classiques.

IV e Exemples-

G. donne de nombreux exemples pour illustrer les notions introduites et

les résultats obtenus pour diverses Nous donnons certains exemples

sous la forme d’uin tableau colonne correspond à une bicatégorie carac-
térisée par ses objets ses injections et ses surjections. En les 

pes abéliens localement compacts donnent naissance à deux et x2 .

qui sont en dualité la ’délits de Pontrjagin.

Les noms entre sont des auteurs dont les travaux ont contribué

~ établir l’affirmation de la c. ase correspondante.
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Ob’ ets espaces topologiques Groupes abéliens

complètement réguliers Groupes abéliens localement compacts
(bicatégorie K1)

Applications HomomorphismesMorphismes continues Homomorphismes continus
Isomorphismes Homéomorphismes Isomorphismes Isomorphismesbicontinus

Propriété Non Oui Non
d’inversion 

Non Oui Non

Injections Homéomorphismes t s-- - - .. Ildans 

1 injectifs injectifs bicontinus
sur un sous-groupe ferme

Applications Homomorphismes 
’ 

-, 
,- 

Homomorphismes 
w .

Surjections continues surjectives surjectifs 
continus sur un

sous-groupe dense
Somme directe

Somme Somme topologique Somme directe 1 si elle est
localement compacte

Produit direct
Produit 1 Produit topologique Produit direct s’il est. 1

localement compact
Objet de Espace réduit Z Z discret 
base libre à un point strict strict, nas projectif

-. - strict _. --_o. et projectif strict, pas projectifObjet de 1 = (0 , l) 

base direct (KURATOWSKI-SEMADENI) 1 .. 
Q/Z .... i T : tore 1District, strict et injectif strict, injectif

1-- .. - ,~-~.-.-2014-~-.....~--.-..-..--~.2014-.-~-.2014.--.~~.-...-------~ ,~-~
1 Objets libre 

1 
Espaces discrets 1 Groupes abéliens 1 Groupes abéliens f

-.. ’. - ~ 1 libres libres discrets 
1

Objets 1 Cubes T 
- 
-- -- 

(Q/Z)t ----r- 
-- 

Tm compact
directs m : cardinal quelconque tem

Groupes abéliensObjets Espaces discrets libres Objet nrJ.
projectifs (MIBLSEM-SCHREIER)

T
m 
~ Rn ,

1 Objets h Espace réduit à Groupes divisibles m cardinal quelconque
1 injectifs 1 un point (BAER-MACLANE-KURO0160) 

1 
n entier fini ’

L -----. - - - -1. - . -- - -. - . - - - - -_.. - - -- ---- - -- - - - - -- ---- 
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Groupes abéliens Anneaux C(S) des
Obje-i;s 

’ localement compacts Esp aces con acts 
fonctions numériques

(bicatégorie K2) compacts ,contin.ues sur v,1 (

Homomorphismes: ’Applications Il’ HomomorphismesMorphismes 
1 continus _ continues d’anneaux avec uni té

~ ...__~_ .,.^ __._ _ _ ~ ..:. _ _ _ ~ _ . _ ... _ _ _ ~._ _..__ _ _._ w __ _ _ _ __ ._ _ .r._ _ _ _ .... _ _ _ _ _ .._.~ _ _ _ _ _ _ _ __._, _.
. 

i 

Isomorphismes IsomorphismesIsomorphismes Homéomorphismes d’anneauxbicontinus

Propriétéd’inversion 
Non ,u.l ’.’1.)1

Homomorphismes Homéomorphismes HomomorphismesInjections injectifs continus dans injectiz"s 
,

_ _.__.._ ___._______________ . ~ . ________.____w___._ . _.__-. ~ _ -~--~
S . t. Homomorphismes si Applications HomomorphismesSurjections continus et continues

(Homomorphismes quotients) 1 surjectives surjectifs

Somme directe Compactification de
Somme si elle est 1 ocalement Stone-ech 03B2 de la 03A3 C (St) = C (03A0 St)

compacte somme topologiqueProduit direct 
Produit 

m-produits
Produit ( , s’ il est localement E topolog-i que Il rx = 9. Xtc ompact 

topologique ~ x~ f 
m 

= suD ; ; x  + ~}
Objet de Z disc-ret t Espace réduit

base libre 
non s trict , proj ectif 

a un point strict et proj ectif
à un point

strict et proj ectif
___________ -- _.____________._.__.__. _.. _._____.__.__._~_.______ _.___~._.._.. ---J

Ob
j

et de T : tore compact I R
base direct strict, pas injectif

D (HWPIT et ROOS) strict et injectif strict et injectif

Compactifiés 03B2N03B1Groupes abéliens d’ ensembles discrets C(Im)Objets libres libres discre ts

N03B1 de puissance 03B1

Objets Tm compact Cubes Im m(N03B1) = c(03B2N03B1)directs

L (Z)t ® Rn Espaces compacts 1 1
Objets 

extrèmement

projectifs m : cardinal que l conque discontinus 
Rét ract és des C (Im)

. 

n ~ ~ 1
___._ _ 

..__ ~ _..___._..________ 
- . ~ _._... ___. _____~..______.______._._. _.__~

Obj ets C(S) avec S compact
Objet nul R étr ac tés des Im extrèmement discontinus

injectifs

~._____________~.________._.__~________.____________.______~_._ ._L_ ______ v~~~~~~_~__ . _.__ .J


