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Séminaire CHOQUET,
Initiation & 1'Analyse,
4e année, 1964/65, n° 5, 9 p. 17 décembre 1964

PROJECTIVITE, INJECTIVITE ET DUALITE®

par Michel HACQUE

[d'apres 2. SEMADENI ()7

I. Définitions et propriétés de notions définies dens les catégories

1. Rappels de définitions clessiques.

Soit ¥ une catégorie quelcongue.
Un monosorphiswe [¢pimorphisme] est un morphisme ¢ tel que ga = ¢p [ ap = po |
implique a = B . Un bimorphisme est un morphisme qui est & la.fois un monomorpiiisme

et un épimorphisme. Un morphisme o : A 5B est une éguivalence ou tn isomorphisme

s3'il existe Y : B - L tel que ¢y = ep ot Yo =gy . La catégorie % virilie

la propriété d'inversion si tout bimorphisme est un isomorphisue. Un morphisume
9 ¢ A -B eust appelé une rétraction s'il existe un morphisme ¢ : B - A tel que
W = & - Un morphisme ¢ : B - A est appelé une section s'il existe un morphisre
¢ A ->B tel que oY= g -

Soit {At }t,eT un enscuble d'objets de ¥ . Un objet A eist appeld une somac

[un produit] de {At} s'il existe des monomorphismes o, : A, =1L [éaimorphis-

te? t t

mes 7,z A oAy ] ayant la propriété suivante : Pour tout objet I et tout ensen-
ble de morphismes ¢, : 4 -3 [morphismecs ¢ ¢ B oLy ], i1 existe un morphisme
unique ¢ : A -E [ ¢ : B -4 ] tel que ¢, = 0 o =7 @ ] pour tout t e T.

Ure somme [un produit] de {A, }

t noté A T N4 .
& Jper est notee téT + tLI’I‘ t]

2. Singletons et cosingletons.

Définition. ~ Un obiet S d'une catégorie X est 2

-

ton] si les deux conditions suiventes sont satisfaites

(3) Pour tout objet A , i1 existe au moins un !exactemert

AT s A
(ii) Pour tout objet B , il existe exactement un [au moias un] morphisie

Bs:s B 5.

(%) stMaoLy
bat. Tolsi. Akad.




2 M. HACQUE

2w objer ml est un ohjet gui est simmltanément un singleton et un cosinrleton.

cotégerie ¥, L'ensaible des morphismes de A dans B sera noté

wirainent immé-

diatcument les propridtés suvivontes :
| 1) 3i 3 est us singleton ou un cosingleton, alors Mep(3 , 3) est formé du
L seul

(3,) Tous les singletons sont isomorphes, tous les cosingletons scnt isomorphes :

| —

si. use catégorie possdde un singleton et un cosingleton, ils sont isomorphes.

Soit 3 un singleton, et soit v, 1le seul morphisme dans Map(L , 5) . En choi-

sissent cirictement un morphisme Wy dans chaque ensemble Map(S , A) , soit

wA,B:wAvB; B > A,

Je mBae, si 5 est un cosingleton, soit wy le seul morphisme dens Hap(S ,

sorphisme de lap(A , 3) , alors, soit Wyp = W Wy

7.\
Dens les deux cas, les définitions entraihent la nropriété :

L{2,) ¥Tour troic objets & , B, C, on a: .

snivante @

wleton ou un cosis

leton et si A est uvie soume

el 2 alers tout monomornuaisme o [épimorphisme m, |
h o
[s:;-.:tions o. J telles que

©

@l, soit. A vne sox

"
Fagon gudvante @ @, = et ¢, = w , porr u £t . Alers,
” . : u
isie uni @ s Ao At tel que ¢ = ¢g  ponr tout u e T, ce qui si -
u !

snifie wue n, =@ est la vétraction désirde.
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PROJECTIVITE, INJECTIVITE ET DUALITE 5-03

Un objet M est appelé un séparateur [coséparateur] si Map(C , ') sépere

[ Map(t , C) cosépare] tout objet C .

|

4. Objets libres et directs.

- Un objet, M est un objet de base libre [direct] si les coad

satisfaites :

|
i (i 1 est un coséperateur [séparateur].
(i1) 81 ' est un rétracté de M et M' un coséparstew: [sdparatevr], aiors
l M' est isomorphe & M .
L (iii) Si M est un coséparateur [séparatenr], alors M est un rétracid de

Un tel objet est unique & un isomorphisme prés, s'il existe. Il est pozsible de
hre [1'objet de base ¢

choisir un reprdsentant '}’ [ D] appelé 1'obgct de > base

rect].

Etant donné un cardinal m , soit Fm [ D ] une somme [un produ:i.tj de m eXChi-
plaires de F [de U ]. Les objets B [ D ] sont déternincs uniquement par M
4 un isomorphiisme prés, s'ils existent. ia obget sera appelé libee [direct] s'il

est dquivalent & un certain Fm ] D"l J. On dit que ¥ admet des

[directs] si Fm [ Dm 7 existe pour tout cardinal m .

'l‘ef‘ de notions qnfm:eo dens les b

II. Défin’tions

1. Les bicatégories.

Définition. - Lne bicaiégorie est une catégorie X mmie de deux sovs-cat: -

3 et g dont les morphizmes sont respectivement appelés les injeciicns et los

surjechions de la bicatégorie, ces données ftant assujetties sux crndi 2
vantes :

(i) Tes morphismes de la catégorie 3 n § sont exactemert tous les

ions sont

Les injectigns sont des monomorphismes et les

"
1

t % engendrent ¥ v sens suivant : Tout mosphisuc

dcrit de fagon unique, & un isomorphisme prés, sovs la forme  » = ox

ecuion.

quelie o est une injection et 0 uvne sur

(¥nth. Senin., 1) 65



5-04 M. HACQUE

- Dens e bicategoyie, les injecvions se noteront o : A s> I les
surjections se noteroat a: 1.5 B . Un isomorphisme serz donc notd o : L >-L
£ :

Znfin, une wétraction se note : soit AW>B , soit A>3
5

e .
an 1

wral, une calégorie X peut 8tre munie de plusieurs structures de bicelé- -

goriz. Il coavient done de toujours hien préciser la stricture de bicatégorie e vi-
sagéc.

Ltant donné une rétraction ¢p: LB, s0it ¢: B 5 A une section telle que

[} =& . Ba éerivant ¢ = ?; 9g et Y= q& q% ol @i et 4& sent des
et ©, et ¥y sont des s

jections, il en résulte ¢, o U, ¢ = 53 roposi:
i S, ‘Pl ?S \’i \Ls EB . Une propo
©que gy et Yy sont des isomorphismes. D'ou

[ (Bl) Toute rétraction ¢ : L 5 B ost vne surjection et toute section ¢ : = -~ 4

Lest une 3njection.

Gette prooviété entreine immédiatement le suivante :

morphisme o ¢ A - 5 esh ure suriection et tout morphisme B: S

(32) Sort S wun sin leton ou un cosiagleton dens une bticatégorie ¥ . Alors toutb
: S - A estune
I

injection.

spé (B

e

1) pernet de

léter la propriété (34)

F (53) Dans une bicatégorie, et sous les hypothdses de la propriétd (34), les o
e

'_ sont des injections et les 1, des projections.

joctifs et injectifs dans une bicatégorie.

- Dens uvne bicatégorie ¥ un objet P [objet I ] est dit projec-
: A->>3 et B: P53 [a: B>pai et

5 I ] il existe un morphisme Y : Po A [y: AT ]tel que B=ay

s des objets projectifs et injectifs. ~ Les définitions et des raison

qe entratnent les propridtés suivantes

P un ohiet projectif [ I un objet injectifs et soit p : FPe>Py
1'1 ] une retreeticn. Alors ?, est orojectif [ I, est injectif i.

jeetif [ I est ir;jectif:j et si a: A->>P est une surjec-

une injection], elors a admet une section a' [ B oo

somme [le produit] de tout ensemble d'objets projectifs {injectifs] est

ot wrojectif [injectif] s'il existe.
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PROJECTIVITE, INJECTIVITE ET DUALITE 5-05

(P4) Soit ¥ wune bicatégorie qui admet un singleton on un cosingleton. Alors si

une soume [un produit] est projectif [injectif], chaque terme doit 8tre projectif
[injectif].

Cette propriété résulte de (84) et de (Pl).
[(PS) les singletons sont injectifs [les cosinsletons sont projectifs,.

l’ (P’;) Si-une bicatégorie X admet au moins un objet projectif [injectif], alors
tout singleton est projectif [tout cosingleton est injectif].

Cette propriété résulte de (Pl)'

3. Générateurs et cogénérateurs.

-

Delll‘llt“];gri. - Dsns une bicatégorie, un objet 11 est appelé un génerei;e_tlx:_ (@]

[coc'i énérateur] s'il a la propriété suivante :

Etent domné a : A>sB [ o : B->>1 ], si pour tout B: Mo A [pour

tout B B—»H}, il existe y : M- A [Y: A—»i‘vi]telque ay = B

[ ye =p ], alors a est un épimorphisme [un monomorphisme].

De fagon enalogue, un générateur strict [cogénérateur strict] est défini per la

condition que o soit un isomorphisme.

Propriétés des générateurs et cogénérateurs.

[ (Gl) Tout cosénarateur est un génératevr [tout séparsteur est un cogendrateur.
Soit M wun coséparateur et soit o : C >>A . Soient B, A-B et py: A-E
tels que B, a =B, a . Alors f, ay =, ay pour tont vy € Map(ii, ¢) . Par hypo-
thise, l's;ppli%ation a'' sy~ ay de HMap(il, C) dans Map(i, 4) est svzjec-
tive, il en résulte B, & = B> & pour tout & e Map(i ,

4) , donc By =By, ce
qui prouve que

a est un épimorphisme. Ainsi M est un générateur.

| (G,) Si une bicatégorie a la propriété d'inversion, slors tout générateur [cogs-
2

nérateur] est un générateur strict [cogénératevr strict].

Cette derniére propriété est évidente.

Définition. - Un objet I est appelé un séparateur strict [un coséparate s
strict] si c'est wn 3éparateur [coséparzteur] et un cogénds
tevr strict].

coteur surict [géni

s

(*) Le terme générat
avec la présente déf

> utilisé par GROTIENOLICK o un sens différent (qui ccluvcide
t_on quand la bicatégorie a la propridté d'inversiocu).
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M existe

dains ¥ . Alors, pour tout cbjet B , il existe une surjection o : Z(“)t

"[une injectzon @ : I >—~>1’I(3/{)t ]
Z'r' (EI)Y . D'aprés la définition d'une somme,

Soit T = Map(i, B) et L=
Y € T ol o ey
’ Y

ck

[ice

tel que ¢o, =Y pour chague

existe un morphisme v : L -
correspondant & la " y-idme coordonndéc", c'esb.d..

un monomery 0\{ ¢ I->L

dire an morphisme. y : M) 53 cui est en m8me temps un indice et un morpi:isme

ayant pour source le y-iéme exemplaire de M .

B: L-—>>A. Alors, pour tout vy € lap(l,B,

Soit ¢ = af avec a: A>>»B et

1 existe O = po_ e wap(li, A) tel que ad = apo = o =y . Comme M est u»

i .
) Y Y Y .
ginérateur strict, « est un isomorphisme, ce cul prouve que ¢ est une surjection.
(G4) Si M est un coséparsteur [séparatevr], et s'il existe une surjection
- -r - s B oo bl
L—s M [injection I >>1L ] alors L est aussi uu coséparateur [sépareie 13 e

| Des affirmetions anzlogues sont valables pour les cosépsreteurs stricts et lsg
’
générateurs stricts.

Cette nronriété est évidente.

iiI. TLe thioréme d'universalité.

Définition. - Un objet £ est un quotient retracté ebsolu fun

cti o

. o . . . .
absolu| si, pour tout objet 35 , toute surjection o : B —>» A
| [toute injection o : A >3B a une rétraction].

une bicatégorie virifiant les conditvions

'universalité. - Soit ¥

Théore

suivantes s

a. Il existe un objet de bese libre T [un objet ‘e base direct D
b. Les objets libres [directs] existent.
c. F est strict et projectif [ D est strict et i

Alors :

(i) Tout objet libre [divect] est projectif [injectif].

(ii) Tout objet est une image d'un objet libre [un sous—-objet tun obisct li:

c'est-i-dire pour tout A il existe ur cardinal m et wme surjection —>> A

[une injection A s—s o, I
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PROJECTIVITE, INJECTIVITE ET DUALITE 501

(iii) TUn objet est projectif [injectif] si, et seulement si, il est =n rétrac-
£¢ d'un objet libre [direct].
(iv) Un objet A est projectif [injectif] si, et sevlement si, il est ur quo-

tient rétracté sbsolu |[sous-rétractd sbsolu].
Ce thiéorime résulte immédiatement des propridtés (Pl)’ (r.), (P3) et (G,).
~ =z

Remarques. - Dans certaines bicatégories il peut arriver q¢u'il n'existe pos d'ob-
jet de base libre F [d‘objet de base direct D J. Cn mont

méme se produire dars une catézorie de modules 2 gauche de typs fini sur un saneau

e que ce phénomene peut

A convenablement choisi.

Le théoréme précédent ne peut donc pas s'cppliquer. Néanmoins, les conclusions de

ce théoréme qui reposent uniguement sur les propriétés (Pl)’ (Pg), (Pj) et (G‘.:‘,)
subsistent lorsqu'on remplace F [resp. D ] par un générateur strict G [reap.
‘r:_gghé:rlé:r_a;tie_t_{{‘slx_'_i_c._’g C ] supposé projectif [resp. ir\__g_e_q_l_{‘] et les objets libras
F_ per "les objets libres Gm relatifs & G [resp. les objets directs D par

m ¥
"les objets directs relatifs & € "],

)

C'est par exemple ce gui se passe pour une catégorie de module: & gauche sur

annezu avec unité A . En effet, A est alors un générateur strict projectil, et

n

le théoréme d'universalité modifié domne les résultats classiques.

1V. Exemples.

4o SELntTHI domne de nombreux exemples pour illustrer les notions introduites et

les résultats obtenus pour diverses bicatésories MNous doniaons certeins exemples

1o
e

sous la forme d'un teblean dont chacue colonne corresnond a une_bicatégorie cerac-

térisée par ses objets, ses injections et ses surjections. Ea particulier, les srou-

oy et X,

/
L

. N Y by 1. <~ A e
pes akéliens locclement compacts donnent naissance & deux bicatégorie

qui sont en dualité per lo *alité de Pontrjagin.

Les noms entre perenthises sont cenx des auteurs doat les trevenx ont contribmé

& établir 1'affirmation de la case correspondente.
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Produit

Objet de
base libre
F
Objet de
base direct
D

Objets libres

Ob ets
directs

Ubjets
projectifs

B

| Produit topologique -

strict, pas 1n3ec:1f

spaces discrets

™

Cubes

m : cardinal quel conque

Espace rédvit &
un point

Produit direct

Groupes abéliens
. bapaces topolo giques .
lie me: c ct
Objets commlbtement T jers Groupes sgpéliens localement compacts
g (hicatégorie Kl)
o Appllcatlons . ﬂomomorphlsues
Morpnismes continues Homomorphisnes continus
e e e ]
R . Isomorphismes
Homéomorphisme Isomorphisme . .
Isomorphismes rph s 8 T s bicontinus
U U A e e ]
I?x.-oprle?e Non Oud Non
d'inversion
S T I T e —— v e o e o e nd— e ..--’_..‘.,__-—_._..- ot
. 1 s Horiomorphismes
. Homéomorphismes Homomorghismes
Injections P inj i icontinus
J dans injectifs injectifs bicontinus i
— surun sous-groupe fermé
Applications % wmorphi smes Homomorvhismes
Surjecti . . s . N \vh1 AR
urjections continues surjectives surjectifs contims Sul' tn
- sous-groupe dense
N Sommze directe
Somme I Somge topologique Somme directe si elle est
i localenent compacte

Produit cdirect
s'il est
localement compeact

2 discret
strict, pas projectif

Espane réduit Z
a un point strict
strict et nrojectif et pro;°ct1f
Ti-G,n I )
(KURALOWS;’_I.ST‘MADENI) 9/2

strict et Injectif

Groupes abéliens
iibres

RINNCTZIN

Groupes abéliens
libres
(NITT34N.-3CHREIER)

Groupes divisibleg

(BAER-mcmna _KUR03)!

T : tore compact
non striet, injectif

o
Groupes abeliens
libres discrets

™ compact

Objet mul

™er",

m cardinal quelcongue
n enti
(HEHTTT-ROOS ~321ADEY

—_—— -
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Objeis

Morphismes
Isomorphismes

Propriété

localement compacts
(bicatégorie KZ)

ﬁomomorphlsmes
continus

Isomorphismes
bicontinus

Produi%

Cbjet de
base libre
F

Objet de
base direct

Objets libres

Ob1eus
directs

Objets
projectifs

Objets
injectifs

Prodult dlrect
3'1l est locelement
compact

Z discret
non strict, projectif

T : tore. compact
strict, pas injectif
(Ml IlT'et JOQST—‘

Groupes ahéliens
libres discrets

2 (z), 3"
+eT @)y e
m: cardinal guelccngue

n ¢ entier fini

Objet ml

71

heee e e e e c A= s

strict et projectif

[ Grouves abéliens

Tspaces compacts

Apv11catlcns
continues

Homéomornhismes

5-09

Anneaux C(S) des
fonctions nmumériques
,continues sur un
espace compact S

Homomorphisnes
d'ammeaux avec uniid

ISOumrphlsmes
d' anneanux
Oui

Homomorphisnmes
injectifs

d'inversion Non Oui
N . Houomorphismes Homéomorphismes
Injections injectifs continus dans -
Homomorphismes surjectifs| Applications
Surjections continus et ouverts | continues
MOmOmorphlgmes quotlenié surjectives
Sonmmie dlrecte Compactlflcatlon de
Somme si elle est localement |Stone-Cech B de la
) compacte somme topologique

Produit
topologique

Ispace réduit
& un point

I
strict et injectif

CompaLtlfves BN
d'ensenbles discrets
|I?OL de puissapce o

Espaces compacts

S R

Homomorphismes
" surjectifs

% c(s,) = C(g s,)

m-produits '
(x = (Xt)tem’ x € X
Ul w%u&”<+ﬂ

c(x)

strict et projsctif

L

et injectif

b

strict

mz,) = C(BY

L3 t A P L
?¥+[ ement Rétrectis des C(IL)
discontimus
(ar. M=RAINVATCR )
C{S) avec S compact
Péiractds des IT |extrimement discontinus
(¥AKAIC)

S R R .



