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POINTS FIXES

par Haim BREZIS

Introduction. - La premiére partie de cet exposé est consacrée 3 des théorémes
de points fixes obtenus par EDELSTEIN dans [7] et [8], qui généralisent la méthode
des approximations successives pour des applications de type lipschitzien.

Dans la deuxidme partie, on démontrera 3 1l'aide du degré toj)ologique (développé
par LERAY dens [10]) quelques théorémes de point fixe et de vecteur propre pour
des applications complétement contimues.

Enfin, dans la troisidme partie, on trouvera des théorémes de point fixe commun
4 une famille d'applications.

I. Généralisation de la méthode des approximations successives.

Définitions. - Soient E un espace métrique, et ' f une application de E dans
E .

On dit que f est lipschitziemne (resp. e-lipschitzienne) de rapport k si
Xx,y€E (resp. d(x, y) <e) = a(f(x) , £f(y)) ckd(x, y) -«

On dit que f est localement lipschitziemne de rapport k si, Vv xeE, 1V
voisinage de x tel que

y,zeV = d(f(y) , £(z)) < kdly , z) .

Si1 k<1, f est dite respectivement, contractante, e-contractante, locale-
ment contractante.

Si k=1, f est dite respectivement, nonexpansive, e-nonexpansive, locale-
ment nonexpansive.

On dit que f est contractive (resp. e-contractive) si
x£y (resp. O0<d(x, y) <e) = d(f(x), £(y)) <dlx,y) .

On dit que f est localement contractive si V x€ E, 3V voisinage de x
tel que

y,zeV et yEz = dl£ly), £(z)) <d(y , z) .
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1102 H. BREZIS

I.l. Applications contractantes.

On utilisera le théoréme classique d'approximations successives sous une forme
un peu plus générale :

IEME 1. - Soit (E, d) un espace mdtrique complet, et soit f une applica-

tion contimue de E dans E . S'il existe une métrique § et Ogk <1, tels
que

i x,yek alx, y) g o(x,y) et o(f(x), £() < kslx, y)

»

alors f a un point fixe unique a . De plus,

a = ;.j:; fn(xo) pour tout x,€E .

En effet, si X est un point quelconque de E , la suite X, = fn(xo) est de
Cauchy pour & , donc aussi pour d « Comme E est complet pour 4, X, conver-

ge vers a , et on a f(a) = & puisque f est continue.

PROPCSITION 2. - 30it E wun espace métrique complet e-enchafnable (c'est-3-

dire qu'on peut joindre deux points de E par une e-chaine). Toute application

f , e-contractante de E dans E , a un point fixe uuique a . De plus,

a = ili fn(xo) pour tout x, eE .

Wotons C(x , y) 1'ensemble des e-chaines joignant x 2 y , et posons
n

&(Ixh, y) = inf{izl dlx_ » %) 5 (%) eClx, ¥} .

I1 est évident que § est une métrique sur I et que
Vx,yeER dlx , y) €8x, y)
si (xi) » 0Lign, est une e-chaine joignant x & y , ona

<

Vi d(f(xi_l) , f(xi)) < kd(xi__1 , xi) ,

d'ou

n n
iil d(f(xi-l) s f(xi)) <k izl d(xi-l , xi) .

Mais les f(x;) , Og i€ n, constituent une ¢-chaine joignant f£(x) a3 f£(y) .
Donc,

n
8(x, y) gk 1):1 alx_; » xi) ,
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POINTS FIXES 11-03

et comme cette inégalité est vérifiée pour toute e-chaine joignant x & y , on

en déduit que
6(£(x) , £(y)) s ks(x, y) .

La proposition résulte alors du lemme 1.

PROPOSITION 3. - Soit I un espace métrique complet, comnexe par arcs rectifia-

bles (c'est-a-dire qu'on peut joindre deux points de E par un arc rectifiable).

Toute application f lccalement contractante de L dans E a un point fixe uni-

que a . De plus,

a = 1ii fn(xo) pour tout x, €& .

n—

Wotons C(x , y) 1'ensemble des arcs rectifiables joignant x & y , et V(L)
la longueur d'un arc rectifieble L .
Posons
8(x , y) = inf{V(L) 5 Le C(x, y)} .

I1 est évident que 6 e.. une métrique sur £ et que

Px,ycE A=, v) €8x, ¥)
Montrons que
LeC(x,y) = f£(1)ecl(x), £(y))
et que
7(r(L)) € x(L) .
Supposons L défini par une application contimue ¢ de (0, 1) dans E . Comme

L est compact et f localement contrsctante , 71 existe e >0 tel que a,b€l
et

d(a , b) < e => d(f(a) , £(b)) g kd(z , b) .
liais, © étant uniformément contimue, il existe « > 0 tel que s, t € (o, 1),
et
|s =t] <o => dlp(s) , p(t)) < e => d(fe(s) , fo(t)) < kdle(s) , o(t)) .
Ce qui montre que, pour toute partie finie o de (o, ), O:t0<tl ...<tn:1 R

dont le module vérifie n(c) <o, ona

n
Zoalfe(ty ;) , folty)) sk E alplty ) » olty)) < k(L) .
i=1 i=1

On en déduit que f(L) est un arc rectifiable joignant f£(x) & f£(y) , et que
v(£(L)) < ¥V(L) . Par suite,
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11-04 H. BREZIS

s(£(x) , £(y)) g v(£(L)) < xV(1) .
Cette inégalité étant vérifide pour tout L e C(x, y) , ona

e(£(x) , £(y)) € kol(x, y) .

La proposition résulte alors du lemme 1.

I.2. Applications contractives.

votons E(f) 1'ensemble des valeurs d'adhérence des suites 2(x) ,ot xeE .,

On dit que a e E est périodique pour f s'il existe un entier p > 0 tel que
fP(a) = & .

PROPOSITION 4. - Soient F un espace métrique, et f une application contrac-
tive de E dans E . L'ensemble des points fixes de f est identique & E(f) _e_t‘
contient au plus un élément.

COROLLAIRE 5. - Soit E un espace métrique compact. Toute application contrac-

tive f de E dans E a un point fixe unique a . De plus,

. M
a= iqli f (XO) pour tout x,e E .

PROPOSITION 5. - Soient 5 un espace métrique, et f wune application e=-con-

tractive de I dans E . L'ensemble des points périodiques de f est identique &
E(f) et discret.

PROPO3SITION 7. - Soient E un espace métrique compact, et f une application

localement contractive de E dans T . L'ensemble des points périodiques de f

est non vide, fini, et identique & E(f) .

Démontrons d'abord le lemme suivant, et puis la proposition 6.

IEMME 8. - Soit E un espace métrique, et soit f une application nonexpansive
(resp. e-nonexpansive) de E dans E . Tout ae E(f) est valeur d'adhérence de
la suite f(a) et la restriction de f & 1l'ensemble {£°(a) ; n > 0} est une
isométrie (resp. €-isométrie).

Comme a € E(f) , il existe xe E , tel que a soit valeur d'adhérence de la
suite fn(x) . Pour tout o avec O <o <€ , il existe un entier m > O tel que
dla, (x)) <a et UN entier >0, Appm+ ¥ tel que d(a, (x)) <o «

D'ou ¢



POINTS FIXES 11-05

a

AP, PE) gdla, PX) <a et dla, PT(a)) <

Ce yui montre que a est valeur d'adhérence de la suite f'(a) . Soient b =%(a)
et ¢ = f¥(a) deux éléments de la suite f2(2) .
D'aplr’es ce qui précade, n.
e = lim f *(a) .
i
D'ou

ni ni
b= lim f (k) et ¢c=1lim £ “(c) .
A0 im0

531 f est nonexpansive, on a

n, n,
a(e *(b) , £ 7(e)) g ale(®) , £(e)) s dlb , c) .
En passant & la limite, on en déduit
a(£(e) , £le)) =dad , c)

De méme, si f est e-nonexpansive,

(b , ¢) < ¢ == d(£(b) , £(c)) = d(b, ¢)

Démonstration de la proposition 4. - Il résulte du lemme 8 que, si ae E(f) ,
a est veleur d'adhérence de la suite f(a) . Donc il existe un entier p>0
tel que d(a , f2(a)) < ¢ .

si f(a) £a,ona

a(fla) , ®(a) < dla , £a) .

Comme la restriction de £ & {f7(a) ; n 3 0} est une e-isométrie, on est con-
duit & une contradiction. D'ou fP(a) = a . »

Enfin, si a et b sont des points périodiques distincts de f , il existe un
sntier p >0 , tel que fP(a) = a et P(b) = b ; on a donc nécessairement
dla , b) > ¢ .

Démonstration de la proposition 4. - Il est évident que f a au plus un point
fixe, et que tout point fixe de f appartient & E(f) . Inversement, si a e E(f),
il existe, d'aprés la proposition 6, un entier p > O tel que P(a) = a + L'ap-
plicetion g = fP est sussi contractive et vérifie g(a) =a , gf(a) =fg(a) =f(a).
Comme a est 1l'unique point fixe de g , ona f(a) =a .

Démonstration du corollaire 5. - Comme E est compact, E(f) n'est pas vide,

et, dlaprés la propositiomn 4, £ a un point fixe unique a . Pour tout X, € E,
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11-06 H. BREZIS

la suite fn(xo) admet & pour seule valeur d'adhérence, et donc converge vers
a .

Démonstration de la proposition 7. -~ Comme E est compact et f localement

contractive, f est e-contractive pour un certain ¢ > 0 . Le proposition 7 ré-

sulte 2lors simplement de la proposition 6.

I.3. Applications nonexpansives.

On dit qu'une norme est strictement convexe si

fx o+ vio= i+ iyl = fxly = lvilx .
Soient I ur espace vectoriel, et f une application de E dans E . On note

60 = (U ),

nz0

et L(x) 1l'espace affine engendré par C(x) .

PROPCSITICH Q. - Soit E wun espace vectoriel muni d'une norme strictement con-

vexe. Soient A un convexe fzrmé de E , et f une application nonexpansive de

é
A dans A . S'il existe x € A(f) tel gque L(x) soit de dimension finie, f a

un point fixe.

PROPOSITION 10. - Scit E wun Panach réflexif muni d'une norme strictement con-

vexe. Soient A un convexe fermé de E , et £ une application nonexpansive de

L dens A . 8'il existe x € 4(f) tel que C(x) soit borné, f a un pointfixe.

Démontrons d'abord les deux lemmes suilvants

IEMME ile - Soit E wun espace vectoriel muni d'une norme strictement convexe.

Soient A wun convexe fermé, et f une application nonexpansive de A dans A .

Si la restriction de f & un sous-ensemble B de A est unc isométrie de B

dans B, alors f est une opplication affine de c(3) dans c(B) .

Soient X, X, € B: L,u20, A+p=1i,et y :')\xi + X, o Comme f

est nonexpansive, on a
@) = £l < uiix, - x| et i£y) - f(xz)ﬂ ES ,\I]x2 - Xl“ .
Dtou
HEGey) = £ < 1EG) = £l + [£0) = 2GR < llxy - x|l

e qui exige :
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l£Gr) = £Gx)i = wlif(xy) - 2(x)| et l£G) = 2G| = M £(xy) - £(x))} -
La norme étant strictement convexe,
fly) = )\f(xl) + p.f(xz) .

En raisonnant ,ar récurrence, et en passant a la limite, on voit que f est affi-
ne de c(B) dans c(B) .

LEME 12, - Soient E et T deux espaces vectoriels normés. Soient A un con-

vexe de £, L 1l'espace affine engendré par A , et f une application affine

de A dans F . Pour que f se prolonge en une application affine continue de L

dans T , il faut et 1l suffit que t soit lipschitzienne.

En particulier, une application affine lipschitzienne de A dans A est fai-
blement continue.
I1 est facile de montrer que f se prolonge algébriquement de fagon unique en

une application affine g de L dans F . Supposons f lipschitzienne de rap-

port k , et montrons que g est continue. Soient x , ye L,

X =a X o+, X et Y=B ¥ + 8,75

avec xl’xz’yl’y;lEA’ a1+a2:§11+59~1
Posons ’Y:(xl—QZ:‘Bl—Ot,))O et a:_\{_, B =

<

SR E’l>’1 H ‘3’2;5250'

i
floy

b
T e
=

<|

Ona Ogagt et 0gpgl,
X -y = Y[cle + (1 - a)yp_ - (gy, + (U = 5)"2)]
et
g(x) - gly) = vlflox, + (1 - a)y,) = oy, + (1 = p)x)]
Dol

le(x) - e €< klix -7 -

Démonstration de la proposition 9. - Comme x € A(f) , il résulte des lemmes 8

I

et 11 que la restriction de f & C(x) est une application affine nonexpansive
de C(x) dans C(x) . D'aprés le lemme 12, f se prolonge en une application g
affine contimie de L(x) dans L(x) .

Posons

F(x) et h(z) =glz) -z VzeL(x) .

ot
H
Bl
e
LM
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11-08 H. BREZIS

n(t,) = £(8) -t = %(f“"1 (x) - £(x)) .

D'aprés le lemme 8, x est valeur d'adhérence de la suite (x) ; on a donc
D e h(L(x)) = h(L(x)) .

Par suite, g & un point fixe y dens L(x) . L'inégalité |y - £ < vy - = ,

vérifide pour tout n , montre que C(x)

une suite extraite de la suite tn

est borné, donc compact. Il existe alors

qui converge.vers un point fixe de f .

Démonstration de la proposition 10. - Comme x e A(f) , la restriction de f 2

C(x), qui est faiblement compact, est affine nonexpansive, donc faiblement conti-
nue. Et, d'aprés le théoréme dec Hukuhara [11],

£ a un point fixe.

II. Points {ixes et vecteurs propres

pour des applications complétement continues.

II.1. Applications et déplacements complétement continus.

Soit E un espace localement convexs (e. 1. c.) séparé.

On dit qu'une application f d'un espace topologique X dans E est comgléte—
ment contimie (c. c.) si f est continue et f£(X)

compact .

Soit X ¢ E ; on dit qu'une application F de X dans E est un d@ lacement
complétement continu (d. c. ¢.) si 1'application f définie par f£(x) = x - F(x),
x € X, est c. c.

PROPOSITION 13. -~ Soit X ©F fermé,
Alors TF(¥) est fermé ; de
pact.

En effet, si ye F(X) , ona

et soit F un d. c. co de X dans E .

plus, si K <E est compact, F_l(K) ost aussi com~

y = 1um F(xi) = 1131111 x - f(xi) ,
ou (Xi)iel est une famille de points de X et U un ultrafiltre sur I . Comme
f est c. c., f(xi) converge vers z suivant U, et par suite
l?.]lm Xy =y+zeX .
D'olu

y=Fly + z) e F(X) .
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Si KCT est compact, P (K) est fermé. De plus, F~'(K) € £(X) + K , puisque

xeF-l(K) = F(x) =x - f(x) €k => xe f(X) + K

’

ce qui montre que rl(K)  est compact .

PROPOSITION 14 (Théoréme d'zpproximation). - Soient X un espace topologique,

et f une application c. c. de X dans ¥ .

Pour tout voisinage V de O , il existe une famille finie 8 1gign,

n
de points de f£(X) et une application continue f; de ¥ dans 6(191 a.i) tels
que, ¥ x€X, f(x)- f.\,(x) eV .

v
En effet, soit W wun voisinage de G , ouvert, convexe, symdétrigue, contemu

dans V , et soit p s& jauge. Si

n
£(X) = U a; + ¥,
i=1

1'application fv définie par

n
2wy
fv(x) :»-;n—-—-—-— ol ql(x) = max{1 - p(f(x) - ai) , 0}
.Zl g, (x) -
1=

satisfait aux conditions de la proposition.

REMARQUE 15. - Si X © E ect symétrique per rapport & O et si f est impaire
(ctest-ad-dire que f(-x) = - f(x) , V¥V x¢e X ), on pent approcher f par des ap-
plications impaires du type précédent. Il suffit de poser a , =-a; , lgisn,
et
+n
ig-n b

o

z qi(x)

i=-n

fV(x) =

II.2. Le degré topologique.

Hous énongons ici les principales propriétés du degré dont on trouvera les dé-
monstrations dans [12].

Soient E un e. 1. c. séparé, U un ouvert de I , - U¥ sa frontiére, et soit
F un d. c. c. de T dens E . Pour tout a ¢ F(U*) , on peut définir un entier
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relatif d(F , U, a) appelé degré de F sur U =u point a et qui vérifie les
propriétes suivantes :

(D;) Si F est 1'application identigue, on a :

aF ,U,a) =1 pour ael et a(F ,U,a) =0 pour ag¢U .

(D2) Si d(F , U, a) #0, il existe xe U tel gue F(x) = a .

(DB) Soit h(t , x) une application c. c. de (0, 1) x T dans E , et soit
a(t) une application continue de (0 , 1) dans E . On pose Ht(x) =x~h(t, x).

58 7te(0,1), a(t)#H(0%), alors a(H, , U, a(t)) reste constant quand
tel(0, 1) .

(D4) Soient K ={xe Uj; F(x) =a] et U, un ouvert tel que X = U,<TU .Alors

d(F,U,a):d(F,UO,a) .

(DS) Soient E' un sous-espace vectoriel de E , ¥ un d. ¢c. c. de U dans E!',

a € Bt et ad 7(u%) . On note U' =Un E' et ¥ la restriction de F é
T n E' . Alors,

AF , U, a) =a(F , U, a) .

COROLIAIRE 15. - F et U étent fixés, l'application a — a(F , U, a) est

constante :i_sms tout ouvert connexe digjoint de F(U*) .

C'est une conséquence évidente de (DB)'

COROLIAIRZ 17. - Soient F et G deux d. c. c. de T dans E et soit V un.
voisinage convexe de O tels que, 7 xe U* , F(x) - G(x) e V, et que
a+Vn F(U%) =g . Alors,
AF , U, a) =dG,T,a) .

Fn effet, soit h(t , ») = tf(x) + (L = t) g(x) 3 h(t , x) est vne application
cec.de (0, 1) xU dans E . On pose

Ht(x) =x -h(t, x)

1}

t P(x) + (1 -1t) 6(x) .
I1 est evident que, Vv te (C, 1), a¢ E(U%), et par suite

a(F , U, 8 =a(c, T, a)

REMARQUE i8. - Il résulte en particulier du corollaire 17 que d(F , U , a) dé-

pend uniquement des valeurs prises par F sur U¥ et du point a .



POINTS FIXES 11-11

IT.3. Indice d'un point fixe.

Soient E un e. l. c. séparé, U un ouvert de E , et f wune application c.
code U dens E . 3i z €U estun point fixe isolé de f , il existe un voisi-
nage ouvert V de 2z contenu dans U tel que 7V ne contienne encun autre point
fixe de f o On pose alors i(z) = a(F , Vv, 0) ; et d'aprés (D4), i(z) est in-
dépendant du choix de V et définit 1'indice du point 2z .

On dit qu'un point fixe 2z € U de f est essentiel si, V V voisinage de 1z,
2y voisinage de O duns 7 tel que toute application c. c. g de T dans E

vérifient f(x) - g(x) € 4, ¥ x € T, a un point fixe dans V .

PROPOSITION 19. - Tout point fixe de f dans U , isolé, dont 1l'indice n'est
pas nui, est essentiel.

Si V est un voisinage de z contenu dans U tel que V ne contienne aucun

avtre point fixe, il existe un voisinige convexe 1 de O tel que W n F(V*) = g.

Et, pour toute application c. c. g de U dans E , telle que f(x) - g(x) €W,
v x €U, on a, d'aprds le corollaire 17,
i(z) =4(F , V,0)=4d(c, Vv, 0) £#0 .

Donc g & un point fixe dens V .

II.4. Quelques théoremes généraux de points fixes.

Soit E un e. 1. c. séparec.

THEOREME 20. - 3oient U un ouvert de L , et f une application c. c.de U

dens E . 3'il existe a €U tel que, ¥ x€U*¥ et Voa>1,

£(x) Aax + (1 =a)a ,

alors f a un point fixe dans T

En effet, soit h(t , %) = t(f(x) - a) ; h(t , x) est une application c. c. de
(0, 1) xU dans E . On pose Ht(x) =x -h(t, %) .

Oubien, ¥ te (0, 1), afd (U*%) . Il en résulte, d'aprés (D)) et (103), que

U, 2) =4d(H

a(u b U,a) =1 .

1 ?

i
®

Donc il existe 2z € U tel que Hl(z) =z - £(z) + a

@
{

= Ht(z) =2z - t(f(z) -a) .

Sinon, il existe Ot < et 2z € U* tels que
Z + . . Y
5 ce qui exige t =1 .

1
Do t A0 et f(z)=_-(—1£—'4i°-)—§

(i'ath. Semin., 1) 209
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COROLLAIRE 21. - Soient A un convexe fermé de T , et f . une application c.c.
de A dans E telle gque f£(A¥) € A , Alors f & un point fixe dans A .

Tn effet, si A=#4, A*=4 et f£(A) €A .Comme f(A) est compact, il résul-

te du théoréme de Hukuhara [11] que f = un point fixe.
Sinon, comme A est convexe, Y a € i , Vxelr et ya>1,
Mz) Aox + (1 =w)a ,

ce qui permet d'appliquer le théoréme 20.

COROLLAIRE 22. - Soient U un voisinaze ouvert de O , _el f une aEu_]:j._c_:ation

c. Code U cans E . Si I n'a pas de point fixe dams T, il existe z e U*

et A >1 tels que f(s) = Az .

C'est une conséguence évidente dn théoréme 20.

COROLLAIRE 23. - Soient E un espace vectoriel normé, U un voisinage ouvert
de 0, et f une epplication e¢. c. de T dans E telle gue, Y x € U% ,

Iz - x® > G - il®

Alors f 2 un point fixe dans T.

I1 suffit d'appliquer le théorzme 20 avec = = O . Notons que, dans un espace

préhilbertien, cette condition équivaut &, v x€ Ut ,
(£(x) %) £ (x]x) .

Remarque. - Une applicetion c¢. c. f d'un convexe quelconque A dans lui-méme

n'a en général pas de point fixe, comme le montre 1l'exemple suivant : 4 :)O s + ool
X
£ -

et f£(x) == -

THEOREME 24. - Soient U un voisinage ouvert convexe symétrique de 0 , et F

und;c.c.de U dans E tel que, ¥ xeU* et VOgLagl,

F(x) #a F(-x) .

Alors da(F , U, 0) £0 . .
En particulier, une application c. c¢. f de U dans E telle que, ¥ x € U N
f(- x) = - £(x) a un point fixe dans U .

Démontrons d*abord les trois lemmes suivants :

IEMWE 25 (BORSUK). - Soient E un espace de dimension finié une boule ou-
verte de centre O, et F und. c. c. de U dans £ tel que O« F(U*) etque,
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Vxel P(=x) = -F(x) .
Alors d(F , U, 0)#0 .

On en trouvera une démonstration dens [9], p. 94.

LEMME 6. -~ Soient E un espace de dimension finie, U un voisinage ouvert,

convexe, symétrique de O , et F un d. c. c. de T dans E tel que O £ F(U*)

et que,

Vox e U F(- x) = - F(x) .
Alors a(F , U, 0) £0 .

En effst, soient f(x) = » - F(x) ot p(x) 1z jauze de U . On considére 1'ap-

plication g de U dans E définie par

Z(g(X) = p(x) f(;(x;)-) pour p(x) £0 ,
{g(x) =0 pour p(x) =0 .

11 est ¢vident que G(x) = x - g(x) est un d. c. c. de U dans E qui vérifie
de pius @

6(x) =0 <=> x=0 3

Vxel, G(-x) =-0Cx),et, ¥xel, Gx)=rFx .

Soit alors V -une boule ovverte de centre O contenue dans U . La restriction
Y estun@. c.c.de V dens E qui vérifie O ¢ G(V*) et, Vx €V,
G(- x) = = G(x) « Il résulte du lemme 25 que d(G , V, 0) £0 . Or, d'apres (D4)
et la remarque 18, on a

de ¢

aF@,uv,0 =a(c,0,0) =daG, V,0 £O0 .

s

IEMHE 27. ~ Conclusion identique & celle du lemme 26, en supposant seulement gue

E est un e. 1. c. séparé.

S0oit ¥ un voisinage convexe de O tel que V n F(U*) = @ . Cn sait, d'apres
1s remarque 15, qu'il existe un sous-espace L de E de dimension finie, et unc
application c. c. £y de T dmns L telleque Vxe€U, f(x)- fv(x) eV, et
que 7 xe U% , fv(— Xx) = - fv(x) .

I1 résvlte du corollaire 17 que le d. c. c. Fy associé vérifie

a(F , v, 0) =da(F, , T, 0) .
En app .uant ('05) et le lemme 26 :

a(F,

2 U, 0 =a(F, ,UnL,0) 40 .
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Démonstration du théoréme 24. - Pour ta (0, 1) , posons

F(x) - P (-
It (%) = _(_)__l_%_t':(_x)

I1 ost évident wue O ¢ Ht(U'«'-') et que h(t , x) = x - ?lt(x) est une app’i-ntion
coceGe (0, 1) xT dans B . Dtactre pait,

i (x) = Plx) - £( ‘2F('.:_"l

satisfait aux concitions du lemme 27.

Dol
d(tr’U’Q):d(H.I,U,O):d(Hl;U’O)7£O'

I1.5. L'invariance du demaire

et l'alternative de “rediolm dans un e. 1. c. séparé.

THEGREME 2¢ (Invariance du dowaine). - Soient % un e. 1. c. sépardé, U un ou-

vert de E, et F und. c. c. de T dans E .
3i T est injectif, P est un homéomorphisme de U sur F(-L?) , et de plus

(5) est ouvert dns i .

i

Démontrons d'abord le lemme suivant s

EMME 20. - Soient E un ¢. 1. c. séparé, U un voisinage ouvert, coavexe, sy-

métrique de C, et F un d. c. c.de U damg B .
3i F est injectif,
a®, u, F0)) £0 .

En effet, pour te (0, 1) et €T , on pose

() = F(_l_':'_t) - P(E -::xt) .

I1 est évident que v te (6, 1), Of¢ Ht(U*) et que h(t , x) = x - Ht(x) est
vne spplication c¢. c. de (0, 1) x U dans FE . D'autre part, Hl(x) :F(%) «E‘(—%)
satisfait aux conditions duv lemme 27.

D'ol

a(r , v, F(0)) = &(F(x) - 7(0) , U, 0) =a(H ,Uu,0) 40 .

Démonstration du théoréme 28. -~ On sait, d'aprés la proposition 13, que F est

me application fermée. Montrons que F(U) est ouvert. Soient a € U et b=F(a).
50it V. un voisinage de a , ouvert, convexe, symétrique par rapport & =z , con-
ienu dens U . D'aprés le lemme 29, d(F , V, b) £ 0, et comme b ¢ F(V*) , il
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existe un voisinage convexe W de b tel que W n F(V¥) =g . I1 résuite du co-
rollaire 16 que V b'e W,

aF , v, b)) =a(F, Vv, b)£0 ,
et donc
b € F(V) « F(U) .

Ce qui montre que F(U) est ouvert.

THEOREME 30 (4lternative de Fredholm). - Soient T un e. 1. c. séparé, et F
une application linéaire injective de E dans E . S'il existe un ouvert U de

E tel que la restrictionde F & U sgoit un d. c. c., alors F est un isomor-

phisme de ¥ dans E .

Ce théoréme est une conséquence 4vidente du théorime 28.

Application & la détermination de points fixes essentiels @

THEOREME 31l. - Soit E un espace vectoriel normé ; soient U un ouvert de E ,

et f une application c. c. de U dans E . Soit 2z un point fixe de . On
suppose que la différentielle f'(z) existe, et n'admet pas 1 pour valeur pro-

pre.
Alors z est un point fixe isolé, d'indice non nul, donc essentiel.

I1 est toujours possible de se ramener au cas od z = C . Posons £ = £'(0) . On
voit facilement que la différentielle d'une application c. c. est un opérateur
conpact.

Par hypothése, L(x) = x - £(x) est une application lindaire injective, et sa
restriction & tout ouvert borné de E est un d. c. c. D'aprés le théoréme 30, L
est un isomorphisme de E sur E ; donc il existe ¢ >0 tel que, V x€ E ,

ellxl € |lx - £(x)|| . Mais comme £ = £'(0) , il existe « > O tel que
I s o = 26 - 2@ <5 lIxfl s 5 lix - 2@ -

Soit V={xeE; |x| <a} . O est le seul point fixe de f dans V , puis-
que x = f(x) entratne x = 4(x) , ce qui exige x = 0 . D'aprés le corollaire 17
et le théordme 24,

i(0) =d(r , Vv,0) =d(L, Vv, 0)#0 .

II.6. Vecteurs propres.

)
THEOR]EME 32 (BIRKHOFF et KELIOG). - Soient & un espace vectoriel norme de di-

mension infinie, U wune boule ouverte de centre 0 , et f wune application c. c.
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de U* dans E , telle que 0¢ f(U*) . Il existe alors ze U et >0 tels
que £(z) = ¢z &

Pour “émontrer ce théoréme, nous utiliserons le résultat suivant @

IEiID 32. - Soit E
une sphére de T . Soient X un espace métrique, et Y < X fermé. Toute applica-
tion contimue de Y dans 3

S .

un espace vectoriel normé de dimension infinie, et soit 3

se prolonge en une 2oplication continue de X dans

On en trouvera une démonstration dans [5!.

Dézonstration du théoréme 32. - D'eprés le lemme 33, il existe une rétraction

r(x) de U dans U* (qui prolonge 1'spplicetion identique sur U* ).

Done z(x) = i(r(x)) est une zpplication c. c. de T dans E telle que :
0 ¢ z(U) .

Par siite, il existe « >0 tel que © n o g(U) = # . L'application h(x) =« g(x)

est c. co de U dans E , et n'a pas de point fixe dans T

Dlepres le corollaire 22, il existe z e U¥ et A >1 tels que

h(z) = a 2(z) =« £(z) = Az .

Remarciz. - Le théorzme 32 est inexact dane un espace le dimension finie s il

suffit de considérer f£(x) = - x .

Y LI . - , ’ - -~
TiECRELY 34. - Joient T wun e. 1. c. séparé, X un compact de E tel que

C# c(K) , et o le cone convexe de sommet O , engendré par K . Soit U un

voisinage ouvert de C tel que Un T soit borné, et soit f une application
continue de U¥ n C dans I . Il existe zlors
f(z) =5z .

z€ ¥ nC et p>0 tels que

Les deux lemmes suivents seront utiles dans ta démonstration :

IE1}E 35. - 3oient B un e. 1. c. scparé, et A un convexe de E . Soient X
un espace métrique, et Y < X

fermé. Toute application continue de Y dens A
se prolonge en une application continue de X dans 2

On en trouvera une ddémonstration dans [6].

ILZi2E 36. - Hypothéses et conciusion identiques & celles tu théoréme 34, mais en
supposant de plus que E est normé et K convexe.
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Tn effet, U# n C est fermé dans T, et donc, d'aprés le lemme 35, f se pro-
lonze en une application continue g de T dans K . Comme Un C est borné, il
existe @ >0 tel que Un Cn oK =@ . L'application h(x) = « g(x) est c. c.
de T dans ok , et n'a pas de point fixe dans 7. D'aprés le corollaire 22, il
existe ze€ U*¥ et A >'1 tels que h(z) = Az . 5t coome g(z) e K, ze U* nC
et g(z) = £(z) .

Démonstration du théordme 34. - Soit V un veisinage de O . D'apres la propo-

n € K et une application continue i‘v de

sition 14, il existe a, , a, , «.. , &
n 1 2
U#n ¢ dans c( U &) tels que, VxeUrnl, f(x)- fv(x) € V . Per hypo-

i=1 -
n
these, 0¥ c( U ai) . 30it C; le cOne convexe engendré par les a; . O est
i=1 :
contenu dens un sous-espace de dimension finie de E . Donc la restriction de f\l '

a U¥n GV vérifie les conditions du lemme 35. I1 existe alors %y € U nC et
[P -
v D'ob f‘(zv) Py 2y

ouvert convexe symétrique de O , contenu dans U , et soit p sa jauge. S1 VEW,

py > 0 tels me f‘\!(z‘f) = py Z € V . S0oit W un voisinage

p(f(ZV) - oy zV) <1, d'oh 1l'on ddduit
L+ p(e(z)))
< .
Py p’\z‘])
Ce qui montre que Py reste borné puisque p(zv) >1 .
S0it alors U wun ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de 0 . On a
l{lmf(zv):yel{ et 1;umpvzp>o .

D'ou

Et comme f est continue, f(z) = pz .

On peut déduire, du théorime 34, le corollaire suivant qui généralise certains

théorimes connus de vecteur propre (en particulier ceux de [9] et [13]).

COROLIAIAR 37. = Soient E un e. 1. c. séparé, C un cbne convexe saillant de

sommet O , et K un sous-ensemble compact de C avec O ¢ K . Soit U un voi-

sinage ouvert de O tel que Un C soit borné, et soit f une application con-

tinue de U n C dens K . Il existe alors z € T*rn C et p> 0 tels que
£(z) = ¢z »

En effet, les hypothéses : C saillant et O ¢ K , entratnent que O ¢ c(X) .
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Remcrque sur le thioréme 34. - Soit C' 1le cbne (non convexe) engendr’: var X .

On voit cisdément que le théorime 34 tombe en défent si £ est définie et continue
sevlewent sur U¥ n C' .

IIT. Points fixes communs & une famille d'applications.

IIT.1. Points fixes communs & une fanille d'applications nonexpcnsives.

Soient E wun espace vectoriel normé, et X uxn convexe compact de E .

THROMEME 38 (BRODSKIJ et MILMAN). ~ i1 existe un point fixe commun 3 toutes les

isométries de X dans ¥

. s . .
TEEOREME 3¢ (De :AAR). - Soit % une famille d'spplications nonexpensives de ¥

dens K gul commutent deux & deux. Il existe un point fixe commun & toutes les

applicaticns de & .
et sttty

Démontrons d'sbord lés deur lemmes snivants

IEMME 40, - Soit o =diam X . Si p >0, il existe u e K tel que

Sup iX - uif < p .

xeX
Soient X, , X, € I tel: que % - X, = p - Jonsidérons la famille des par-
< 3 3¢ 1 vl I
ties £ de K qui coutiemnent ¥ 5 X, et telles que

X vEh ot xhy = jx-yi=p -

I1 est évident m'elle admet un &

“ment meximnel {Xl s Xp p wen s xn} . Posons

o

1]
B
e
I Mg

b

On vérifie facilement que sup fix - uj| <
xK
IEME 41. - Sodent T <K fermé, et b = diam F > C . Il existe O <e <p tel
que
e) = N Blm,p-c)nK£p .
xe’
o T{x, p ~-€) désigne iz boule fermée de centre X et de rayon p - ¢ . De

plus, F(e) est un convexe compact et Ple) « K, Fle) #XK .
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En effet, soit KO = ¢(F) . 11 est évident que diam K

0= diem F = p » D'aprés

le lemme 40, il existe u € Ko tel que
p' = sup lix -
xek, |
vérific p' <p . Posons € =p - ' >0 . Cn voit sisément que u € F(e) . Enfin,

il existe x, y € F tels cue |x -y} =y ; d'od x, y £ Fle)

Déronstration du théoréme 32, - Soit ¥ 1la famille des isométries de ¥ dens

K, ro soit

d={Xcxs; X£F, convexe, comact tel que f(X) <X, v fe 8} .
I1 est évident que I est non vide, inductif vers le vas, et, @'aprés le lemme de
Zorn, admet un élément winimel X, . Comme { est une isoudtrie, f(XO) =Xy 81
ciem }{C > 0, on applique le lemne 4. & K =7 = Xy 5 et on vérifie que Xo(e) e .
Ce qui est sbsurde, puisoue ):O(g) T X Xo(s) # Xy « Donc X, est réduit A un point.

Démonstration du thiorime 29, - Soit X, un elément minimel de @& , et soit

B=(YcX 5 YAE, compact, et tel e £(Y) =¥, v fe S} .

I1 est évident gquic 3 est non vide, indectif vers le bas, et, d'aprés le lemme de
Zorn, admet un é¢lément minimel ¥, - 11 résulte de la minimalité de Y, cue:
f(YO) = YO s, ¥ fe $ .35 diem Y. > C, or =pplicue le lemme 41 & K = XO , et
F = YO , et on vérifie que YC(E) A . Ce gui est absurde puisque YO(E) < XO )
Yo(c) # T, « Donc Y, est réduit & un point.

III.2. Points fixes communsg & une famille 4'applicetions affines et moyennes in-
variantes.

THEOREME 42 (MARKOFF-KAKUTANI) . - Soient £ un e. v. t. séparé, K un convexe

compact non vide de E , ' un semi-groupe commutatif d'applications affines con-
timies de K dens K . Alors il existe x e K tel que u(x) = x , Yuerl

On trouvera une démonstration dans [2], p. 114.

THEOREME 43 (KAKUTANI). - Soient E un e. 1. c. séparé, K un convexe compact

de E, et I' un groupe équicontinu d'applications affines de K dans K . Alors
il existe xe K tel que u(x) =x, 7uerl .

11 est intéressant de relier ces résultats & l'existence d'une moyenne invarien-
te, en suivant une méthode développée par DAY (4]
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Dans la suite, E désigne un e. 1. c. séparé, et K un convexe compact de E .

Soient I un espace topologique, B 1l'espace des fonctions mumériques contimues
et borndes sur ' , et B' son dual topologique, muni de la topologie faible. On
désigne per M(I') 1'ensemble des moyennes sur I , c'est-a~-dire 1'ensemble-des
formes lindaires  positives sur B telles que u(l) =1 . Il est évident que
M(r) est un convexe compact.

PROPOSITION 44, - L'ensemble des moyennes discrétes est partout dense dans M(T) .

En effcy, soit BO 1'espace des fonctions numériques bornées sur I' . Toute
moyenne . € M(I') se prolonge en une forme linéaire positive sur B, , puisque
By =B+ (BO)+ . On vérifie alors que p est limite de moyennes discrétes de la

forme 2 =,-.(1Xi) Exi , o X, est une partition finie de I et x; € X;

PROPOSITION 45. -~ Toute application continue f de I' dens K se prolonge de

facon unique en une application affine contimie T de M(r) dans X telle que
f(ex) = f(x) , VY x€T .

On mnit E de la topologie affaiblie o(E , E') , et on le plonge dans son
complété E' , L'application f de M(r) dans E'* définie par
f‘(u)@:u(qof) 'r’p.EM(F), i ¢@eB!

est le prolongement cherché.

Soit T wun semi-groupe topologique {c'est-a-dire que 1'application
(x,y) — =y

est continue). Pour tout se ' et fe B, soit f la fonction x — f(sx) .
Pour tout p € M(I') , l'application fe B - pu(gf) est encore une moyenne que

a

1'on note Mo On dit que p e M(I') est invariante & gauche si H =N, Vesel.

Exemples.= Tout semi-groupe topologique commutatif posséde une moyenne invarian-
te 2 gauche (voir [2], p. 115) ; il en est de méme pour tout groupe compact (c'est
la mesure de Haar).

PROPOSITION 46. - Soit I’ un semi-groupe topologique d'applications affines

continues de K dans K . On suppose que I’ admet une moyenne invariante & gau-

che et qu'il existe a € K tel que 1l'application u € I — uia) € X soit con-

tinue. Alors il existe x € K tel que u(x) =x-, Vuer.

En effet, 1'application u =~ £(u) = u(a) se prolonge, d'aprés la proposition

45, en une application affine contimue f de M(F) dans X . On a alors :
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f(sp.)zs(f‘\(p.)) ¥sel' et ¥ueMrl .

Cette relation est évidente lorsque p est une moyenne discréte, et, par contimui-
té, on la vérifie pour toute moyenne. On en déluit que, si p est une moyenne in-

variante 2 gauche, x = £(u) est un point fixe commun & tous les s €T .

Démonstration du théoréme 43. - L'ensem»le 7, des applications contimues de K

dens K , muni de la topologie de le converzence uniforme sur K , constitue un
semi-groupe topologique. D'autre part, I © £ est un groupe relativement compact,
d'aprés le théoréme d'ascoli. I1 est alors évident que I est un groupe compact,

et, d'aprés la proposition 45, il existe xe K tel que u(x) =x, Vv uel .

Remarque. - Le théoréme 43 devient inexact si 1'on suppose seulement que I est
un semi-groupe. Il suffit dec considérer K = (0, 1) et I le semi-groupe équi-
continu ‘engendré par les applicstions f£(x) = % x et g(x) =1 - x . On en déduit,
en particulier, qu'il a'existe pas, en général, de mesure invariante sur un semi-
groupe compact.

III.3. Points fixes communs & une famille de fonctions holomorphes.

30it 4 ={zeC; |z]g1}.

THECRELE 47 (SFIZLDZ). - Soit § une famille d'applications continues de &

)
dans A , holomorphes dans & et qui commutent deux & deux. Alors il existe ze€n

tel que f(z) =5, ¥ fe3 .

Le lemme svivant sera utile dans la démonstration.

IEMME 4€ (DENJOY et WOLFF). ~ 30it f une fonction holomorphe de 2 dars 2.

Si f n'est pas homographique, il existe o € » tel que, V z € 2 B

Lim (z) =« .

T4

On en trouvera une démonstration dans [5], [14] et [15].

Démonstration du théoréme 47. -~ D'aprés le principe du maximum, on peut toujours

se remener au cas ol f(Z\) ch , 7 f€3% .51 f n'est pas homographique, on a

Vges gle) = 2(1lin £2(2)) = lim (g(z)) =a .

40 4o

-

3i f est homographique, et n'est pas 1l'application identique, on peut poser :

f(z):a-;—__—% ot el =1 et |a] <1 .
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I1 en vésulte que [ a, ou bien un point fixe unique dzns A , qui est alors un
point fixe commn % la famille § , ou bien deux points fixes dans A% « Dans ce
dernier cas, on considére la fonctior hcmographique p qui applique & sur le

-]5 plan Im z 3 O , et lcs points fixes sur O et « . On en déduit que
g(z) =p £p 7 (2) = ks avee k>0, k#£1 .
Ce qui montre que les itérées de I conversent vers 1l'un des points fixes de f .

Remarque. - On ne sait pes si deux applications continues de (0 , 1) dans lui-
méme qui commutent ont en général un point fixe commun. Sur cette question, on
pourra consulter [3] et [i].
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