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11-01

POINTS FIXES

par Haïm BREZIS

(Math. Semin., l)

Séminaire CHOQUET,
Initiation à l’Analyse,
4e armée, 1964/65, n~ 11, 23 p. 6, 13 et 20 mai 1965

Introduction. - La première partie de cet exposé est consacrée à des théorèmes
de points fixes obtenus par EDELSTEIN dans [7J et [8], qui généralisent la méthode
des approximations successives pour des applications de type lipschitzien.

Dans la deuxième partie, on démontrera à l’aide du degré topologique (développé
par LERAY dans [10]) quelques théorèmes de point fixe et de vecteur propre pour
des applications complètement continues.

Enfin, dans la troisième partie, on trouvera des théorèmes de point fixe commun

à une famille d’applications.

I. Généralisation de la méthode des approximations successives.

Définitions. - Soient E un espace métrique, et f une application de E dans

E .

On dit que f est lipschitzienne (resp. E-lipschitzienne) de rapport k si

On dit que f est localement lipschitzienne de rapport k si, V x E E, R V

voisinage de x tel que

Si k  1 ~ f est dite respectivement, contractante, ~-contractante~ locale-

ment contractante.

Si k = 1 y f est dite respectivement, nonexpansive, ~-nonexpansive, locale-
ment nonexpansive.

On dit que f est contractive (resp. e-contractive) si

On dit que f est localement contractive si V x e E,  V voisinage de x

tel que
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1.1. Applications contractantes .

On utilisera le théorème classique d’approximations successives sous une forme

un peu plus générale :

LEMME 1. - Soit (E ~ d) un espace métrique complet, et soit f une applica-
tion continue de E dans E . S’il existe une métrique Ô et 0  k  1 , tels

~

alors f a un point fixe unique a . De plus,

En effet, 9 si x~ est un point quelconque de E, la suite n - est de

Cauchy pour 6 , donc aussi pour d . Comme E est complet pour d, xn conver-

ge vers a ~ et on a f(a) = a puisque f est continue.

PROPOSITION 2. - Soit E un espace métrique complet ~-enchaînable (c’ est-à-
dire qu’on peut joindre deux points 3e E Toute application
f, y E-contractante de E dans E , a un point fixe unique a . De plus,

Notons C(x, y) l’ensemble des E-chaînes joignant x à y , 9 et posons

Il est évident que 6 est une métrique sur E et que

Si (xi) , y 0 ! i  n , y est une ~-chaîne joignant x à y, on a

Mais les f(xi) , 0  i  n , constituent une ~-chaîne joignant f(x) à f(y) .
Donc,
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et comme cette inégalité est vérifiée pour toute ~-chaîne joignant x à y , on

en déduit que

La proposition résulte alors du lemme 1.

PROPOSITION J. - So it E un e sp ac e métrique complet, connexe par arcs rectifia-

bles .(c.est-à-dire qu’on peut joindre deux points de E par un arc rectifiable).

Toute application f localement contractante de E dans E a un point fixe uni-

que a . De plus,

Notons C(x y y) l’ensemble des arcs rectifiables joignant x à y ~ et V(L)
la longueur d’un arc rectifiable L .

il est évident que à e~ une métrique sur E et que

Montrons que

Supposons L défini par une application continue , de (0 , 1) dans E . o Comme

L est compact et f localement contractante , il existe E > 0 tel que a, b ~ L
et

étant uniformément continue, il existe G > 0 tel que s , y t E (0 , 1), 9
et

Ce qui montre que, pour toute partie finie 6 de (0 , 1 ~ , 0 =tG ...  tn= 1 ,
dont le module vérifie ~, (Q) ~ c~ , on a

On en déduit que f(L) est un arc rectifiable joignant f(x) à f(y) , et que

Par suite,
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Cette inégalité étant vérifiée pour tout on a

La proposition résulte alors du lemme 1.

I.2. Applications contractives.

Notons E(f) l’ensemble des valeurs d’adhérence des suites f~(x) ~ où XE E .

On dit que a E E est périodique pour f s’il existe un entier p > 0 tel que

fP(a) = a .

PROPOSITION 4. - Soient F, un espace métrique, et f une application contrac-

tive de E dans E . o L’ensemble des points fixes de f est identique à E(f) et

contient au plus un élément.

COROLLAIRE 5. - Soit E un espace métrique compact. Toute application contrac-
tive f de E dans E a un point fixe unique a . De plus,

PROPOSITION 6. - Soient E un espace métrique, et f une application
tractive de E dans E a L’ensemble des points périodiques de f est identique à

E(f) et discret.

PROPOSITION 7. - Soient E un espace métrique compact, et f une application
localement contractive de E dans E . L’ensemble des points périodiques de f

est non vide, fini, et identique à E(f) . 0

Démontrons d’abord le lemme suivant, et puis la proposition 6.

LEMME 8. - Soit E un espace métrique, et soit f une application nonexpansive

e-nonexpansive) de E dans E . Tout ae E(f) est valeur d’adhérence de

la suite et la restriction de f à l’ensemble ~f(a) ~ n~ 0} est une

isométrie (resEo E-isométrie).

Comme a E E ( f ) , il existe xe E , tel que a soit valeur d’adhérence de la

suite f~’(x) . Pour tout a avec 0  c~  £ ~ il existe un entier m > 0 tel que

d(a,  a et V. N entier > 0 , R + N tel que d(a ~ fP(x»  r .
D’où : 

’
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Ce Ljui montre que a est valeur dtadhérE:nce de la suite f (a) . Soient b ~ ~(a)
et c = f(a) deux éléments de la suite .

D’apres ce qui précède,

Si f est nonexpansive, on a

En passant à la limite, on en déduit

De même, si f est E:-nonexpansive,

Démonstration de la proposition 6. - Il résulte du lenme 8 que, si a E E(f) ,
a est valeur d’adhérence de la suite i(a) . Donc il existe un entier p > 0

tel que d(a, fP(a))  e . .
Si fP (a) ,-~ a , on a

Comme la restriction de f n ~ 0~ est une £-isométrie, on est con-

duit à une contradiction. D’où fP(a) = a .
Enfin, si a et b sont des points périodiques distincts de f , il existe un

entier p > 0 , y tel que fP(a) = a et b ; on a donc nécessairement

d(a , 9 b) >~ ~ .

Démonstration de la proposition 4. - Il est évident que f a au plus un point

fixe, et que tout point fixe de f appartient à E(f) . . Inversement, si a E E(f), 9
il existe, d’après la proposition 6, un entier p > 0 tel que a . L’ap-

plication g = f~ est aussi contractive et vérifie g(a) = a , gf ( a) = fg ( a) =f(a). .

Comme a est l’unique point fixe de g , on a f(a) = a .

Démonstration du corollaire 5. - Comme E est compact, E(f) n’est pas vide,
r e

et, d’après la proposition 4, f a un point fixe unique a . Pour tout j E E ,
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’

la suite admet a pour seule valeur d’adhérence, et donc converge vers

a .

Démonstration de la proposition 7. - Comme E est compact et f localement

contractive, f est E-contractive pour un certain e > 0 . La proposition 7 ré-

sulte ?.lors simplement de la proposition 6a

1.3. e Applications nonexpansives.

On dit qu’une norme est strictement convexe si

Soient ? un espace vectoriel, et f une application de E dans E . On note

et .u(x} l’espace affine engendré par C(x) .

PROPOSITION 9. - Soit E un espace vectoriel muni d’une norme strictement con-

vexe. Soient ~’3 un convexe fermé de E , et f’ un e application nonexpansive de

A dans A . S’ il exi ste x ~ h ( f ) tel que L(x) soit de dimension finie~ f a

u n point fixe.

PROPOSITION 10 0 -- Soit E un Banach reflexif muni d’une norme strictement con-

vexe. o Soient ~~ convexe fermé de F. , 9 et f une application nonexpansive de
A S’ il existe :~ r } tel que C (x) soit bornée f a un point fixe .

’ 

Démontrons d’abord les deux lemmes suivants : x

il. - Soit E un espace vectoriel muni d’une norme strictement convexe.

Soient A un convexe fermée et f une application nonexpansive de A dans k .

Si la restriction de f à un sous-ensemble ï3 de A est une isométrie de B

dans B 9 alors f est une application affine de dans c(B) . .

Soient x1 , x2 ~ B ; 03BB , > 0 y À + p. _ i 
, et y = ?tx. + Comme f

est nonexpansivey 9 on a

.,e qui exige :
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La norme étant strictement convexe,

En raisonnant par récurrence, et en passant à la limite, on voit que f est affi-

ne de c(B) dans c(B) .

LEMME 12. - Soient E et F deux espaces vectoriels nonnes. Soient A un con-

vexe de E, L l’espace affine engendré par A , et f une application affine

de A dans F . Pour que f se prolonge en une application affine continue de L

dans F , il faut et il suffit que f soit lipschitzienne.

En particulier, une application affine lipschitzienne de ~~ dans A est fai-

blement continue.

Il est facile de montrer que f se prolonge algébriquement de façon unique en

une application affine g de L dans F o Supposons f lipschitzienne de rap-

port k , et montrons que g est continue. Soient x, y y e L , y

Démonstration de la proposition 9. - Comme x E A(f) , il résulte des lemmes 8
et 11 que la restriction de f à C(x) est une application affine nonexpansive
de C(x) dans C(x) . D’après le lemme 12y f se prolonge en une application g

affine continue de L(x) dans L(x) . >

Posons
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D’après le lemme 8, x est valeur d’adhérence de la suite on a donc

Par suite, g a un point fixe y dans L(x) . L’inégalité ~~y - 
vérifiée pour tout n , montre que C(x) est borné, donc compact. Il existe alors

une suite extraite de la suite tn qui converge B. vers un point fixe de f .

Démonstration de la proposition l0e - Comme x ~ A(f) , la restriction de f à

qui est faiblement compact, est affine nonexpansive, donc faiblement conti-

nue. Et, 9 d’après le théorème de Hukuhara [11], f a un point fixe.

II. Points fixe s et vecteur s propre s
our des applications complètement continues.

II.1. Applications et déplacements complètement continus.
Soit E un espace localement convexe (e. l. c.) séparé.

On dit qu’une application f d’un espace topologique X dans E est complète-
ment continue ( c . co) si f est continue et f(X) compact.

Soit 9 on dit qu’une application F de X dans E est un déplacement

complètement continu (d. c. c.) si l’ application f définie par f (x) _ x - E (x) ,
x 6 X , 9 est c. c.

PROPOSITION 13. - So it E fermé, 9 et soit F un d. c. a c. de X dans E .

Alors F(X) est fermé ; 9 de plus, si K C E est compact, F 1 (K) est aussi com-

pact.

où une famille de points de X et U un ultrafiltre sur I . Comme
i ie .

i est c. c . , f(x. ) converge vers z suivant U , et par mite
1
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PROPOSITION 14 (Théorème d’?pproximation) . - Soient X y.n espace topologique,
et f application c . c . 3e X dans E .

Pour tout voisinage t,T de 0 , il existe une famille finie 1  i n 9

de f(k) et une application continue fV de X dans c{ Û si) tels’~ ’ ’ 
’ 

’ i-1
que, ~ x E X. , f{x) - f_‘T{x) E V .

f 
,

En effet, soit ivT un voisinage 3e G , ouvert, convexe, contenu

dans ~T , et soit p Si

l’application f~ définie par

satisfait aux conditions de la proposition. e

REMARQUE 15. - est symétrique par rapport à 0 et si f est impaire

(c’est-à-dire que f(- x) = - f{x) , ~ x ~ ~ )~ on peut approcher f par des ap-

plications impaires du type précédent. Il suffit de poser = - ai’ 1  i  n,
A+

II .2. Le 

Nous énonçons ici les principales propriétés du degré dont on trouvera les dé-

monstrations dans [12].

Soient E un e. 1. c. séparé, U un ouvert U* sa frontière, et soit

F un d. c. c. de U dans E . Pour tout a ~ F(U*) , on peut définir un entier
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relatif d(F , U , a) appelé degré de F sur U au point a et qui vérifie les

propriétés suivantes : .

(Dl) Si F est l’application identique, on a ô

(D2) Si d(F , U , a) ~ 0 , il existe x E U tel que F(x) = a .

(D3) Soit h(t , x) une application c. c. de (0 , 1) x U dans E , et soit
a(t) une application continue de (0, 1) dans E . On pose Ht (x) _ x- h(t, x) .

t F (0 , 1) , 9 a(t) ~ H (U~) , 9 alors d(H , U , a(t)) reste constant quand

t E (0 , 1) . ,
(D4; Soient K = x E U 9 F(x) = s, ; et U~ un ouvert tel que K C U .Alors

(D5) Soient E’ un sous-espace vectoriel ae E 9 F ’un d. c. ca de U dans E’,
a E E t et a ~ ::!’(U~~) . On note T1’ _ tj n E’ et F’ la restriction de E à

_ . ~ ----. .

U n E’ .

COROLLAIRE 16. - F et LT étant fixés, a - d(F U , a) est

constante dans tout ouvert connexe disjoint de F(U~’’) .

C’est une conséquence évidente de (D3 ) .
COROLLAIRE 17. - Soient F et G deux d. c a c e de U dans E et soit V un.

voisinage convexe de 0 tels que, ~~ xe U~ , 9 F(x) - G(x) et que

a + V n i~ (U%~ ) _ ~ . Alors,

En effet, soit h(t , x) - tf(x) + (1 - t) g(x) ; 9 h(t , ~ x) est une application
c. c. de ( 0 , 1) x U E . On pose

Il est évident que, ~ t ~ (C , 1) , a ~ Ht(U*) , et par suite

18. - Il résulte en particulier du corollaire 17 que d(F, U g a) dé-

pend uniquement des valeurs prises par F sur U* et du point a .
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II.3. Indice d’un point fixe.

Soient E un e. 1. c. séparée U un ouvert de ~ , y et f une application c.

c. de U dans E . Si z E U est un point fixe isolé de f, il existe un. voisi-

nage ouvert ~T de z contenu dans U tel que V ne contienne aucun autre point
fixe de f. . On pose alors i(z) = d(F , V , 0) ; et d’après (D4), i(z) est in-

dépendant du choix de V et définit l’indice du point z .

On dit qu’un point fixe z E U de f est essentiel si, V V voisinage de z,

B r voisinage de 0 dans F tel que toute application c. c. g de U dans E

vérifiant f(x) - g(x) E , V x E L , a un point fixe dans V .

PROPOSITION 19. - Tout point fi xe de f dans U , isolé, dont l’indice n’est
essentiel. .

Si V est un voisinage de z contenu dans U tel que V ne contienne aucun

autre point fixe y il existe un voisinage convexe -1 de 0 tel que u~ n F(~T^ ) - ~ .

Et, pour toute application c. c. g de U dans r , y telle que f(x) - g(x) ,

V x E U , on a, d’après le corollaire 17,

Donc ~ s, un point fixe 
’

Il .4 . fixes.

Soit E un e . 1. c . o a

20. , ,- ,Soient Is u.n ouvert 3e E , et f une application c , c . de U

dans E . s’iî existe a E J el que, ~ x E U* et ~ cr > 1 ,

alors f a un point fixe dans U ,

En effet, soit h(t , x) = t(f(x) - a) ; 9 h(t, x) est une application c. c. de

(0 , y 1~ x fi dans E . On pose Ht(x) = x - h(t , x) .

Ou bien, ? t E ~G , 1 ~ ~ a ~ ~~t (U~’ ) . Il en résulte, d’après (Dl) et 

Donc il existe z = U tel que = z - f(z) + a = a .

Sinon, il existe 0 ~ t ~ 1 et z ~ U* tels que a = Ht(z) = z - t(f(z) - a) .
D’où t ~ 0 et F(z) _ Z + ( t r t)a ; $ ce qui exige t = 1 .

Semin., l) i
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COROLLAIRE 21. - Soient A un convexe fermé et f, une application c. c.
de A dans E telle Alors f a un point fixe dans A . .

En effe t, si A ~ ~ , A* = -A et f(A) cA. Comme f(A) est compact, il résul-
te du théorème de Hukuhara [11] que f ?- un point fixe.

Sinon, comme A est convexe, ~ a ~ Å , ~ x E A* , et ~ 03B1 > 1 ,

ce qui permet d’appliquer le théorème 20.

COROLLAIRE 22. - Soient U un voisinage ouvert de il , et f une application
c , c. de U dans E . Si ° n’a pas de point fixe dans U , il existe z e U*

et x > 1 tel s que f ( ~; ) = 

C’ est une conséquence évidente du théorème 20.

COROLLAIRE 23. - Soient E un espace vectoriel normé, U un voisinage ouvert

de 0 et f une application e . c. o de U dans E telle que, ~ x E U=

Alors f a un point fixe dans U .

Il suffit d’appliquer le théorème 20 avec a = 0 . Notons que y dans un espace

préhilbertien, cette condition équivaut à, v x E U* ,

Remarque. - Une application c. o c. o f d’un convexe quelconque A dans lui-même

n’ a en général pas de point fixe, comme le montre l’exemple suivant : A=)0, +~(
et f(x) = ~20142014~ .
THÉORÈME 24. - Soient U un voisinage ouvert convexe symétrique de 0 , et F

un d. c. c. de U dans E tel ~ x ~ U* et 

Alors d(F, U , 0) ~ 0 .. ’
. 

En particulier, une application c. c. f de U dans E telle que, V x e U* ,
f(- x) = - f(x) a un point fixe dans U .

Démontrons d’abord les trois lemmes suivants :

LEMME 25 (BORSUK). - Soient E un espace de dimension finie une boule ou-

, 

verte de centre 0 , et F un d. c. c. de U dans E tel que 0  F(U*) et que.
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Alors ~(F , U , 0) ~ 0 . 
’

On en trouvera une démonstration dans [9l, p. 94.

LEMME 2&#x26;. - Soient E un espace de dimension finie, 11 un voisinage ouvert,
convexe, symétrique de 0 , et F un d. c.c, de U dans E tel que 0 ~ F(U*)
et 

Alors d(F, U , 0) ~ 0 . 0

En effet, soient f(x) = x - F(x) et p(x) la jauge de U . On considère l’ap-

plication g de U dans E définie par

Il est évident que G(x) = x - g(x) est un d. c. c. o de U dans E qui vérifie

de 
~ 

2014 / B ~ ~~

Soit alors V . une boule ouverte de centre 0 contenue dans U . La restriction

de G à V est un d. c. c. de V d:,ns L qui vérifie 0 ~ G(V*) et, ~’ x E TJ,

G(- x) = - G(x) . Il résulte du lenne 25 que d(G , V , 0) f 0 e Or, d’après (D4)
et la remarque 18, on a 

’

LEMME 27. - Conclusion identique à celle du lemme 26, en supposant seulement gue

E est un e. 1. c. sépare.

Soit if un voisinage convexe de 0 tel que V n F (U~‘ ) _ ~ . . On sait, d’après
la remarque 15, qu’il existe un sous-espace L de E de dimension finie, et une

application c. c. fV de U dans L telle que d x e ’U ~ f(x) - EV, et

que V xe U* , fV(- x) = - 
Il résulte du corollaire 17 que le d. c. c. F associé vérifie

En app quant (D5) et le lemme 26 :
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Démonstration du théorème 24. - Pour t c (0 , 1) , , posons

Il est évident >t>e ? J Ht (U". ) et que ?i ( t , x ) x x - Ht ( x ) e st une application
c , c . Ge ( 0 , L ) El , p ai t ,

satisfait aux conditions du lemme 27.

D’où

11.5’ L’invariance du domaine
et e mat ive dan s un e. 1. c. séparé.

THÉORÈME 2c (invariance du domaine). - Soient E un e. 1. c. séparé. U un ou-

vert de E y et F un d. c. c. de U dans E .

si F est injectif, F est un homéomorphisme de U sur F(u) y et de plus
F(u) est ouvert d~.ns ~ . a

Démontrons d’abord le lemme suivant ; h

LEMME 29. - Soient E un &#x26;. 1. c. sépare, U un voisinage ouvert, convexe, sy-

métrique de 0 , et F un d. c. c. de U dans E .

3i F est inj e ct i f,

En effet, pour t = fO , l) et x e U ~ on pose

Il est évident que V t E (û , 1 ~ , u ~ Ht (L~~‘ ) et que h(t, x) _ x - ut,(Y) est

une application c.c.de dans F . . D’autre part, ~. r (_~)
satisfait onditions du lemme 27.

D’où

Démonstration du théorème 2e. - On sait, d’après la proposition 13, que F est

me application fermée. Montrons que F(U) est ouvert. Soient a E U et b=F(a) .
Soit V un voisinage de a , ouvert, convexe, symétrique par rapport à a , con-

;enu dans le lemme 29, d(F , V , b) ~ 0 , et comme b ~ F(V*) , il
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existe un voisinage convexe ~J de b tel que t,~ n FtV#) _ ~ . Il résulte du co-
rollaire 16 que ~ b’ t E 14 , ,

Ce qui montre que F(U) est ouvert.

THEOREME 30 (Alternative de Fredholm). - Soient E un e. l. c. sépa ;é=, et F

une application linéaire inj de E dans E . S’ il existe un ouvert U de

E tel que la restriction de F à U soit un d. c. c., alors F est un isomor-

phisme de E dans E .

Ce théorème est une conséquence évidente du théorème 28.

Application à la détermination de points fixes essentiels :

THÉORÈME 31. - Soit E un espace vectoriel normé ; soient U un ouvert de E,
et f une application c. c. de U dans E . Soit z un point fixe de ~f . On

suppose que la différentielle f’ (z) existe, et n’admet:e!:! 1 pour valeur pro-

pre.
Alors z est un point fixe isole, d’indice non nul, donc essentiel.

Il est toujours possible de se ramener au cas où z = 0 . Posons j2. = f’ ( 0 ) . On
voit facilement que la différentielle d’une application c. c. est un opérateur
compact.

Par hypothèse, L(x) = est une application linéaire injective, et sa
restriction à,tout ouvert borné de E est un d. c. c. D’après le théorème 30, L

est un isomorphisme de E sur E ; 9 donc il existe E > 0 tel que, ~ x E E , y

j~(x))) . comme k = f’ {0) , il existe a > 0 tel que

Soit V = E ; $  cx~ . 0 est le seul point fixe de f dans V ~ puis-

que x = f(x) entraîne x ~ k (x) , ce qui exige x = 0 . D’ après le corollaire 17
et le théorème 24,

II .6. vecteurs ro res.

THEOREME 32 (BIRKHOFF et KELLOG). - Soient E un espace vectoriel norme de di-

mension infinie, U une boule ouverte de centre 0, et f une application c. c.
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de U~ dans E ; telle que 0 / f(U") . . Il existe alors z E U# e~t ~ > 0 tels

que f(z) = pz .

Pour démontrer ce théorème, nous utiliserons le résultat suivant :

33. - Soit L un espace vectoriel normé de dimension infinie, et soit S

une sphère de r . Soient X un espace métrique, et Y ~ X fermé. Toute applica-
tion continue 3e Y dans ‘; se prolonge en application continue de X dans

S .

On en trouvera une démonstration 

Démonstration du théorème 32. - D’après le lemme 33, il existe une rétraction

r(x) de û dans U* (qui prolonge l’ application identique sur U* ).

f (r(x) ) est une application co c. de U dans E telle que :

.

Par suite, il existe 03B1 > 0 tel que U n g(U) = ~ . L’application h(x) =a g(x)
est c. c. de U dans 5 , , et n’a pas de point fixe dans U .

D’après le corollaire 2~, il existe z ~ U’~ et A > 1 tels que

Remarque. - LE. théorème 32 est inexact dans un espace dimension finie : il

suffit de considérer f(x) = - x .

THÉORÈME 34. - Soient E un e. 1. c. séparé, K un compact de E tel que

C ~ c(K) , et 0 le cône convexe de sommet 0, engendré par K . Soit U un

voisinage ouvert de 0 tel que U n C soit borné, et soit f une application
continue de U* n C dans F . n Il existe alors z ~ U* n C et p > 0 tels que

f(z) = pz .

Les deux lemmes suivants seront utiles dans démonstration s

35. - Soient E un e. 1. c. séparé, et A un convexe de E . Soient X

un espace métrique, et Y c X fermé. Toute application continue de Y dans A

se prolonge en une application continue de X dans A . ..

On en trouvera une démonstration dans [6].

36. - Hypothèses et conclusion identiques ~ celles ’lu théorème 34, mais en

supposant de plus que E est norme et K convexe.
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En effet, U=~ n C est fermé dans U , et donc, d’après le lemme 35, f se pro-

longe en une application continue g de U dans K . Comme U n C est borné, il

existe u > 0 tel que ? n C n L’application g(x) est c. c.

de U .dans aK , et n’a r~e point fixe dans U . D’après le corollaire .22, il

existe z E U~’ et ~~ > ’ 1 tels que h ( I ) _ 7~ z . Et comme g(z) e K , z e U# n C

et g(z) = f(z) . .

Démonstration du t héo r ~i-:e 3~ . « Soit V un voisinage de 0 . D’apres la propo-
sition 14, il existe 03B11 , 

- 

, a, , ... , s.n e K et une application continue fV de

U# n C dans ai) t;1,=1 que, V x ~ U* n C , f(x) - e TJ . Par 

thèse, 0 ~ c( U a.) . Soit C~~ le cône convexe engendré par les a.. C~ est
i=l ~ ~ ~ "

contenu dens un sous-espace de dimension finie de E . Donc la restriction de 

a U~’ n CtJ vérifie les conditions du lemme 36. Il existe alors E U-~ n C et

p~ > C tels = py zt~ . D’où f { z~J ) - p.. zv e V . Soit zd un voisinage
ouvert convexe symétrique de 0 , contenu dans U , et soit p Si 

p ( f ( z~T ) -, p ~ z~J ) 

Ce qui montre que py reste borné puisque p(z~-) ~ 1 .

Soit alors ti. un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de 0 . On a

Et comme f est continue, f(z) = pz o

On peut déduire, du théorème 34, l e corollaire suivant qui généralise certains

théorèmes connus de vecteur propre (en particulier ceux de [9] et [13]) .

COROLLAIRE 37. - Soient E un e. 1. c a séparé, C un c8ne convexe saillant de

sommet 0 , et K un sous-ensemble compact de C avec 0 ~ K . Soit ~ un voi-

sinage ouvert de 0 tel que U n C soit borné, et soit f une application con-
tinue de U-~ n C dans K . Il existe alors z E TI‘. n C et p > 0 tel~ qL~e

f(z) = Pz o

En effet, les hypothèses : C saillant et 0 i i~ , , entrainent que 0 / o
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Remarque sur le théorème 34. - .Soit elle c8ne (non convexe ) par K .

On voit aisément que le théorème 34 tombe en défaut si f est définie et continue

sur t~~~ ne’ . .

III. Points fixes conmrums à une famille d’applications.

III.i. Points communs à une famille d’applications nonexpansives.

Soient E un espace vectoriel normé, et K un convexe compact de E.

38 et existe un point fixe commun à toutes les
isométries de K dans K . .

THÉORÈME 39 (De Soit  une famil le d’ nonexpansives de K

dans K qui commutent deux è deux. Il existe un point fixe commun à toutes les
de lS .

Démontrons d’abord lès deux ° 
. 

’

Soient x1 , x2 e I: tels que ~x1 - x2~ = p . Considérons la famille des par-

ties A de K qui contiennent x1 , x. et telles que

Il est évident 61’:~~1B~ej:!.t .. o , n~ . Posons
t~

On vérifie facilement que sup ~x - u~  p .

LEMHE 41. - Soient F c K fermé, 9 et  = diam F > 0 . e Il existe 0  E   tel

que

où B(x ,  - e) désigne boule fermée de centre x et de rayon  - E . De

plus, F(e) e st un convexe compact et F(~) ~ K , F(~) ~ K .
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En effet, soit K~ = c(F) . Il est évident que diam Ka = diam F _ ~, . 
le lemme 40, il existe u E K~ tel que

vérifie ~’  ~ . Posons e ~p. - ~’ > 0 . Cn voit aisément que u e F(e) . Enfin,
il existe x y y e F tels eue ~x - j d’où x , y ~ F(e) . o

Démonstration du théorème 3?. - Soit  la famille des isometries de il dans

K , ~b soit

(I = ~X ~ K ; X ~ ~ , convexe, compact tel que V .

Il est évident que ’jL est non vide, inductif vers le bas, et, d’après le lemme de

Zorn, admet un élément. minimal X0 . Comme f est une isométrie, f(X0) = Si

c-iajn X0 > 0 , on applique le lemme 41 à K = ? = et on vérifie que e CL.

Ce qui est absurde, puisque "= Donc X0 est réduit à un point.

Démonstration du théorème 3’9. - Soit X un élément minimal de CL , et soit

Il. est évident ~ -,s+ non vide, vers le bas, et, le lemme de

Zorn, admet un élément Y0 . 0 Il de la minimalité de YO e

f(Y0) = Y0 , 9 V f ~ 5 ° Si diam Y0 > C ’ °P le lemme 41 à lÉ ’ Xo , et

F _ v0 , et on vérifie A . Ce est absurde puisque 

’~0 (e) ~ Donc; YO un point.

III .2. Points fixes communs à une applications affines et mo ennes in-
variantes. 

’ 

’ ~ ~ ~ ’ " ’ ~" ’~~~

. ,

THEOREME 42 Soient ’ E un e. v. t . séparé, K un convexe

compact non vide de E, i’ un semi-groupe commutatif d’applications .affines con-

tinues c~e K dans K . Alors il existe x E K tel que u(x) _ x, ‘v u E î .

On trouvera une démonstration dans [2], p. 114.

THÉORÈME 43 Soient E un e . 1. K un convexe compact

de r un groupe équicontinu d’ applications affines de K dans K . Alors
il existe x E K tel que u (x) - x, ~ u ~ 0393 .

Il est intéressant de relier ces résultats à l’ existence d’une moyenne invarian-

te, en suivant une méthode développée par 7AY 
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Dans la suite, E désigne un e. 1. c. séparé, et K un convexe compact de E .

Soient r un espace topologique, B l’espace des fonctions numériques continues
et bornées sur r, y et B’ son dual topologique, muni de la topologie faible. On

désigne par Pi(r) l’ensemble des moyennes sur r , c’est-à-dire l’ ensemble°des

formes linéaires  positives sur B telles que  (1) = 1 . Il est évident que
M(r) est un convexe compact.

PROPOSITION 44. - L’ensemble des moyennes discrètes est partout dense dans M(r).

En soit BO l’espace des fonctions numériques bornées sur r . Toute

moyenne ~ E M(r) se prolonge en une forme linéaire positive sur puisque
B + (BO)+ ’ . On vérifie alors que  est limite de moyennes discrètes de la

forme 03A3 (1Xi)~xi ? où X1 est une partition finie de r et x. E X..

PROPOSITION 45. - Toute application continue f de r dans K se prolonge de

façon unique en une application affine continue f de M(r) dans K telle que

(~x) = f(x) , ~ x ~ 0393 .

On munit E ie la topologie affaiblie c(E, s E’ ) , et on le plonge dans son

complété E’* . L’application f de dans E’* définie par

est le prolongement cherché.

Soit r un semi-groupe topologique (c’est-à-dire que l’application

est continue). Pour tout s E f’ et f E B , soit sf la fonction x - f(sx) .
Pour tout 03BC ~ M(0393) , , l’application f e B - ( Sf) est encore une moyenne que

l’on note s’rJ-. On dit que ~ e lI(r) est invariante à gauche si ~, _ ~, ~ ~ se r .

Exemples. - Tout semi-groupe topologique commutatif possède une moyenne invarian-
te à gauche (voir [2] , p. 115) ; il en est de même pour tout groupe compact ( c’ e st
la mesure de Haar).

PROPOSITION 46. - Soit r un semi-groupe topologique d’aEplications affines
continues de K dans K . On suppose que r admet une moyenne in.variante à gau-
che et qu’il existe a E K tel que l’ application u(a) E Il soit con-

tinue. Alors il existe x E K tel u(x) = x- , VUE r .

En effet, l’application u  f(u) = u(a) se prolonge, d’après la proposition
45, en une application affine continue f de M(r) dans K . On a alors s
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Cette relation est évidente lorsque w est une moyenne discrète, et, par continui-

té, on la vérifie pour toute moyenne. On en déduit que, si  est une moyenne in-

variante à gauche, x = f (~, ) est un point fixe commun à tous les s e r .

Démonstration du théorème 43. - L’ ensemle _, des applications continues de K

dans K , muni de la topologie de la convergence uniforme sur K , constitue un

semi-groupe topologique. D’autre part, I ~ ~ est un groupe relativement compact,

el’ après le théorème Il est alors évident que r est un groupe compact,

et, d’après la proposition 46, il existe xe K tel que u(x) = x , ~ u E i .

Remarque. - Le théorème 43 devient inexact si l’on suppose seulement que r est

un semi-groupe. Il suffit de considérer K = (0 , 1) et r le semi-groupe équi-
continu engendré par les applications f(x) = 1 2 x et g(x) = 1 - x . On en déduit,
en particulier, qu’il n’existe pas, en général, de mesure invariante sur un semi-

groupe compact.

III.3. Point s fixes communs à une famille de fonction s holomorphes.

THÉORÈME 47 Soit S une .famille d’applications continues de 0394

dans A , holomorphes dans 0394 et qui commutent deux à deux. Alors il existe 
tel que f(z) = z , ’? f c ~ .

Le lemme suivant sera utile dans la démonstration.

LEMME 4C (DENJOY et WOLFF). - Soit f une fonction holomorphe de X 
Si f n’ est pas homographique, il existe OE é L tel que, # z é 0 /

On en trouvera une démonstration e

Démonst ration du théorème 47. - D’après le principe du maximum, on peut toujours
se ramener au cas où f() ~  , ~ f ~  . Si f n’est pas homographique, on a

Si f est homographique, et n’est pas l’application identique, on peut poser s
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Il en résulte que f a, ou bien un point fixe unique dans L1 , qui est alors un

point fixe commun à la famille  , ou bien deux points fixes dans e Dans ce

dernier cas, on considère la fonction homographique p qui applique 0394 sur le

w plan Im z ~ 0 , y et les points fixes sur 0 et p . . On en déduit que

g(z) = p f p-1 ( z ) - kz avec k > 0, k ~ 1 .

Ce qui montre que les itérées de f convergent vers l’un des points fixes de f .

Remarque. - On ne pas si deux applications continues de (0, y 1) dans lui-

même qui commutent ont en général un point fixe commune Sur cette question, on

pourra consulter [3J J et o
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