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Séminaire CHOQUET 7=01

(Initiation & 1'Analyse)

2e annde, 1963, n°® 7 [Rédigé en novembre 1964]
REPRESENTATION INTéGRAIE DES CAPACITES

par Gabriel MOKOBODZKI

Introduction. ~ Ie probléme de la représentation intégrale des capacités a été
étudié et résolu par CHOQUET dans son mémoire "Theory of Capacities" [2]. La mé-
thode employée par CHOQUET est susceptible d'une extension dans un cadre plus gé-
néral que nous exposerons dans la deuxiéme partie.

Actuellement, lorsqu'on parle de représentation intégrale dans un cfne convexe,
cela revient & exhiber des topologies localement convexes séparées qui permettent
d'appliquer les théorémes généraux de CHOQUET sur la représentation intégrale.
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Dans tous les cas connus, on se raméne & montrer que tout élément du cdne con-
vexe est contemu dans un chapegu, c'est-a-dire un sous~ensemble convexe compact
du cdne, contenant le sommet du c®ne, et dont le complémentaire par rapport & ce
cBne est aussi convexe.

I1 existe différentes notions de capacité. Soient E un ensemble, # une fa-
mille de parties de E , ordonnée par inclusion. En général, une capacité sera
définie comme une application croissante ¢ de % dans R , satisfaisant cer~
taines conditions de régularité et diverses inégalités (par exemple sous-additivi-
té, sous-additivité forte, etc.).

1. Capacités sur un espace compacts

Dans ce qui suit, on se placera dans un cadre topologique : l'ensemble E sera
un espace compact, et ¥ sera l'ensemble X(E) des compacts de E .

On posera la définitior suivante :

DEFINITION L. - Une application ¢ de ¥%(E) dans R sera dite une capacité,

si elle est croissante sur X(E) , et si, pour tout compact X de E , ona
o(K) = inf (&)

w> K
w ouvert

(continmuité & droite).
Cette définition est suffisante pour étudier la représentation intégrale des
capacités alternées d'ordre 2 ou alternées d'ordre infini, qui sont caractérisées



=02
par leurs valeurs sur X(E) . (Pour toutes ces notions, voir [2].)

Introduisons les ensembleSsuivants :
- C'(E) : ensemble des fonctions mumériques > O , contimues sur E j
-~ S : ensemble des fonctions numériques > O , croissantes sur X(E) ;
-~ O : ensemble des capacités >0 , c'est-d~dire 1l'ensemble des éléments continus

34 droite de S .

Les ensembles S et C sont des cOnes convexes.

On va montrer qu'on peut munir 1l'espace vectoriel H =C - C d'une topologie
localement comvexe séparée, de sorte que C admette un chapeau et, plus précisé=-

ment, une base convexe compacte pour cette topologie.

DEFINITION 2. - Soit ¢ € S 5 on appellera régularisée de ¢ , gu'on notera ¢ ’
la fonction définie sur ¥(E) par

¢(K) = inf ¢ (@) VKeX(E) .
Kcw
W ouvert

Il est immédiat de vérifier que @ est continue & droite ; c'est mfme la plus

~

petite fonction continue & droite majorant ¢ .

On remarque encore que l'application ¢ - § est une application affine de S
dans C .

Nous aurons besoin du lemme suivant ¢

IEME 1. Sojent I=(0,a), 6, et (6,);c7 des fonctions numériques crois-
santes (resp. décroissantes) sur (0, a) & valeurs dans (O , b) o Soient A un

ensemble dense dans (0, a) , $ un filtre sur I tel gue pour tout x € 4 , on
ait
1?1 6,(x) =96,(x) .

Dans ces conditions, - a
e a
]Eigm /o 6, (x) ax = /O 6,(x) dx .

(Toutes ces fonctions sont intégrables au sens de Riemmann.)

Formes affines sur S défini par des éléments de C'(E) . - Soit g € C'(E) s
pour toute ¢ € S, on pose

e%(x) =¢o({g>x}) peur tout xe (0, sup g) .
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Les fonctions 65 sont décroissantes, et 1'ona 0g e(% < o({E}D .

On pose encore
sup g
ngle) = /s o{g>x} ax .

Les applications ¢ - ef et ¢ - p.g((p) sont évidemment affines.
PROPOSITION 1,

10 Pour tout fi'tre & sur S gui converge simplement vers +q>0 €S (i. e
.’L:Lmtp(K) _tpO(K) pour tout K e X(E) ), on a, pour tout g€ C (E),

Ln ug (0) = pylpg) -

2° Pour toute ¢ €S , ona
Hg() =1, (9) .

Démonstration.
1o 8i le filtre & comverge simplement vers ¢, , 6(% converge suivant $

vers ego ; en tout point de 1l'intervalle (o s Sup g) . D'aprés le lemme 1, cela
entrafne la convergence des intégrales

sup g sup g
. g - g
l%.m /O e‘P(X) dx = /0 e(PO(X) dx ,

ou encore
1%m M (0) = ug(cpo) .

20 Soit ¢ € S . Comparons les fonctions Gg et 9% o Comme ¢ £ (p s On a

eg < 6% o Par ailleurs, pour x <y , x,ye (0 , Sup g) , l'ensemble {g > x}
est un voisinage compact de {g >y} , on a donc

o({lg = xD) >9Ueg z¥)D ,

ou encore

G%(X) - eg(x) > eg(y) ’ si x<y3

ces inégalités montmnt. que 6% = 8% , sauf peut=ltre dans 1l'ensemble des points
de discontinuité de (5 » et cet ensemble est, au plus, dénombrable. On a donc

bien
Hg((P) = ug@) .

Remargues.
1°Si onprend ge C(E), g=1, ona
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“g(w) =¢({E}) , E espace tout entier.

20 Ies formes affines pg se prolongent & S = S tout entier.

Munissons 1l'espace vectoriel H =C - C de la topologie la moins fine rendant

continues les formes linéaires (pg) +( ) s H est séparé pour cette topologie.
geC (E

PROPOSITION 2.

1o Ie c8ne comvexe C est faiblement complet dans H .

20 L'ensemble B=1{¢p; ¢eC; ¢({E}) =1} est une base convexe compacte du
clne C o

Démonstration.
10 Soit & wun filtre de Cauchy sur C . On doit avoir

ljg_m(p({E}) <+ o,

Soit U un ultrafiltre plus fin que $ . Considéré comme filtre sur S , il con-

verge simplement vers ¢4 € S . D'aprés la proposition 1, pour toute g € ¢t (E) ’
13 = } = ¢ .
im M (9) = 1, (00) = K ()

Autrement dit, le filtre U , donc aussi le filtre & , qui est un filtre deCauchy

. ° A
moins fin, converge vers P e

2° L'ensemble B est une base de C . Par ailleurs, B est faiblement borné,
faiblement fermé, donc complet, et par suite B est faiblement compact.

Remarquese.
Lo L'ensemble B, ={¢ ; ¢9eC; ¢({E}) €1} est un chapeau du céne C .

2° 81 E est un espace compact métrisable, il existe une suite g, € )
dense dans C'(E) , et par conséquent les formes lindaires Ky séparent les
n
points de B ; ceci entraine que B est également métrisable.
Dans ce dernier cas, l'ensemble & des points extrémaux de B est un Gg , et
tout point de B est barycentre d'une mesure de Radon > 0 sur B , de masse to=
tale 1 , portée par & .

Dans la généralisation qui va suivre, sera traité implicitement le cas des capa=-
cités sur les espaces localement compacts.
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2. Fonctions croissantes continues & droite

sur un ensemble fortement ordonné.

DEFINITION 1, - Soient F un ensemble, une relation binaire sur E notée <

gui satisfait aux conditions suivantes :
(a) (x<y) et (y<z) = (x<2) (transitivité),

(M x=<y) et (y<=x = (x=y) (antisymétrie),

(¢) Vx,y,2€E, telsque x<y et x<=z, il existe t e E tel que

(x<t=<y) et (x<t<32) (normalité),

(d) VxeE, ilexiste yeE, y>x.
(Ia_relation < n'est pas nécessairement réflexive.) On dira gue la relation <
définit une structure d'ordre fort sur E , ou gue le couple (E , <) est un ene
Semble fortement ordonné.

Exemplese
1 Tout ensemble ordonné est fortement ordonné pour sa relation 4'ordre

(x<y) <= x5y .
2° Soient X un espace localement compact, E 1l'ensemble des compacts de X .
Si K, » K2 € E , on dira que K, < K2 si 1'on a K, ¢ RZ (intérieur de K, ).
3° Soient X wun espace normal, E 1'ensemble des fermés de X . Si F, ,Fy€E,

o
on dira que F, < F‘,2 si 1'on a F, c F2 .

DEFINITION 2. - Soient (E , <) , (F , <) des ensembles fortement ordonnés. Une
application f de E dans F sera dite croissante si, pour tous x, y € E ’ '

X<y, o0ona
£(x) < £(y) .

Dans la suite, on considérera toujours un ensemble ordonné comme étant fortement

ordonné pour sa relation d'ordre.

’
DEFINITION 3. - Soient (E , <) wun ensemble fortement ordonné, f une applica~
tion croissante de E dans R 5 on dira que ‘f est continue & droite sur (E ,<)
si, pour tout x € E, on a

£(x) = inf £(y) .
y>x

Exemple. - Soit ¢ wune application de E dans R . On définit o s pour tout
x€E , par
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¢(x) = inf(sup ¢(x')) .
y>x y>x!

La fonction fﬁ est alors la plus petite fonction croissante continue & droite

majorant ¢ .

2 ° . > N . s o
Quelgues propriétés des fonctions croissantes continues & droite. = Désignons

by

par C 1l'ensemble des fonctions croissantes continues i droite & valeurs dans

R+

(a) si (fi)lgign sont des éléments de C ,

sup fie G .

(v) si (fOL)aEA est une famille quelconque d'éléments de C ,

f:inffaEC.
a

(¢) Ie cBne C est convexe :

(d) Si f est une fonction croissante > O majorée par ge C , f aéfinie

par
£(x) = inf £(y) VxekBk
P>x

est un élément de C .
On désignera par S le cBne convexe des fonctions numériques positives simple-

ment croissantes sur E , et par C le sous-cBne convexe de S formé des fonc-

tions continues & droite.

IEMME lo - Soient x ,ye€E, x<y, et soit D 1l'ensemble des nombres dya~
diques de (0, 1) . Il existe une application T définie sur D , & valeurs

dans E , telle gue :
ae T(0) =x3; T(1) =y .
be Pour tous a, BeD, a<pB, ona:

x, = 7(a) < (B) = x4

Démonstration. - On procdde par récurrence en utilisant la condition (c) de nor-
malité,

Nous conservons les notations du lemme 2. Introduisons alors les fonctions sui-

vantes
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Pour une fonction ¢ > 0 sur E, ¢ € S, et pour une application T du type

étudié dans le lemme 1, on définit

ST e (O ’ l] - R+
¢
par
0. (t) = sup o(x,) ;
¢ ot
oeD

eg est croissante. L'application ¢ - eg est affine sur le cBne convexe S + On

pose encore

Lo
pple) = A 9<P(t) at .

IEMME 2+ - Soit U unm filtre sur S gui comverge simplement vers ¢, € S (is e
pour tout x€E ,

Iin o) = () <+ = ).

Alors on a
l?jfn “T("p) = HT((PO) .

Démonstration. - Pour Me 4 , M convenablement choisi, les fonctions eT ’
qui sont croissantes, sont bornées dans leur ensemble dés que ¢ € M .

De plus, 63 converge simplement, suivant U , en tout point de D c (0, 1)
vers G;j y et conme D est dense dans (0, 1) , cela entraine la convergence

0
des intégrales :

R 1
Lin hp(o) = s A 6,(t) dt = A efgo(t) at = puploy)

Rappelens que, pour toute ¢ >0, ¢ €S, ona défini ¢ sur E par

¢(x) = inf ¢(y) VxeE .
y>x

IEMME 3. = Pour toute ¢ € S, en a

bp(0) = ko (@)

Démonstration. - En effet, on a 6$$8£ set Va,pBedD, a<pB, ona:

egp’(a) =(xy) Solxp) = eg(ﬁ) .
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De sordée que l'ensemble N cC (0,1) ou 65 differe de e$ est au plus dénom-

brable, ce qui entrafne 1'égalité des intégrales de ces fonctions.

Remargues.
1o Ies formes affines u, peuvent &tre étendues & l'espace vectoriel S - S ,

mais elles peuvent &tre non-continues sur S - S , muni de la topologie de la con-

vergence simple.

Toutefois, leurs restrictions & S  sont continues sur S pour la topologie de

la comvergence simple.

20 L'application ¢ -» ¢ est affine sur S .

| IEME 4. - Sodent 9, , 9, 20, ¥ ,¢,€C, 9 #¢, o« Il existe une forme

affine Hop telle gue
bn(9) # Hp(o,)

Démonstration. - Seit x € E +el que, par exemple,
o, (x) >y (x) + € (e>0) .
Il existe alors ye E, y>x, tel que
o, () €9, (x) =€ .

Soit alors T une application de 1l'ensemble D des nombres dyadiques de (0 ,l)
dans E , vérifiant les conditions du lemme L, T(0) =x ; T(0) =y,

(@, ped, a<p) = T(a) <T(B) .

On a GT >,eT + € , de sorte que
P 7 P2 ‘
bp(e) 2 ppley) + &0
Soit (u.). la famille de toutes les formes affines sur S du type Hn
Bi/ieT T

Soit H=0C - C l'espace vectoriel des différences de fonctions numériques conti-
nues & droite sur E . les formes affines (pi)ieI se prolongent 3 H tout en-
tier, et 1'on mumnit H de la topologie la moins fine rendant continues toutes les
formes linéaires Py oo D'aprés le lemme 4, H est séparé.

PROPOSITION 1. -~ Le cOne comvexe C est un sous-ensemble faiblement complet de
H.

Démonstration. - Soit % wun filtre de Cauchy sur C , et soit U wun ultrafiltre
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plus fin que % . Pour tout x € E , il existe Me U et k> 0, tels que

(peM) = o)<k,
Par suite, le filtre U , considéré comme filtre sur S , converge simplement dans
S wvers ¢, € S, 9g étant croissante sur E (q)o non nécessairement continue
a droite)s D'aprés le lemme 2, on a, pour toute forme linéaire p. ,
et d'aprés le lemme 3,

kelog) = 1y (Gg) -

Par suite, le filtre U , donc aussi le filtre & , converge faiblement dans OC

vers §,, §5€C .

COROLIAIRE 6. ~ S'il existe WeE tel que x<w, VxeE . Alors 1'applica-
tion ¢ - ¢(w) est une forme linéaire continue sur H et 1'ensemble

B={peCyjs oW =1}

est une base compacte du c8ne convexe C .

DEFINITION. - On dira gque (E , <) est dénombrable 3 1'infini s'il existe une

suite (xn) d'éléments de E vérifiant la condition ¢
Pour toute famille filtrante croissante (fa) d'éléments de S , 8i f =sup £
est telle gue f(xn) <+, Vx ,alors

f(x) < + pour tout x € E ,

IEMME., =~ Pour tout x € E , il existe une forme affine pp telle que
p(x) € I-LT(tp) pour toute ¢ € S .

Démonstration. - Pour tout x , soit y > x ; d'aprés le lemme 1, il existe une

application T ¢ D - E telle que
T(0) =x ; (y) =1 .

T(a) < T(B) si a<p, o, BED.,
On a bien
kp(9) > 9(x) Vees.

On suppose maintenant que {(E , <) , (xn)} est dénombrable & 1'infini. Soit
alors : '
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an =y, telles que i (p) 2 o(x) VopeS.,

Soit (an) une suite de nombres réels, o > O pour tout n « On définit une

forme affine p s. c. i. sur C en posant, pour toute ¢ € C,
g) =2 a p (¢)
(on peut avoir p(y) = + = pour certaines ¢ € C ).

PROPOSITION 2.
(a) Pour toute ¢ € C , il existe une suite (a ) de nombres réels, « >0,

telle que :

W) =2 o () 1.

(b) L'ensemble B={¢p 3 o€ C; p(p) <1} est convexe compact dans C (c'est
un chapeau de C ).

Démonstration. - (a) est immédiat ; pour démontrer (b) on va utiliser le lemme

suivant

IEMME. « Povr_tcute forme affine Hp o il existe k> 0 tel que l'on ait

ko (e) < k(o) Veoes.

Supposons le lemme non vérifié. Il existerait une suite ¢, d'éléments de S
telle que

hpo) =n  plo) S'?:l'g :

Soit cp:Zcpn.Ona

éap “p(‘P) 1,

d!ou

. 1
9(xy) < (o) <a; ’
ce qui montre que ¢ € S , et par suite H(‘Pn) < W9) <+ @ contrairement 3 1'hy-
pothése. Ainsi, toutes les formes affines Pp sont bornées sur B, qui est con-

vexe, fermé, donc faiblement complet § par suite B est faiblement compacte
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