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Séminaire CHOQUET 5..01
(Initiation & 1‘Analyse)
2e année, 1962/63, n° 5 6 juin 1963

. MESURES SUR LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES FAIBLES
ET MESURES DE RADON ; COMPACTIFIE AFFINE,

par Philippe COURREGE

Introduction. - Etant donnéds deux espaces vectoriels E et F en dualité, le

présent exposé a trois objectifs

- D'une part, étudier les relations entre les "mesures d'ensembles cylindriques'
sur E introduites par GEL'FAND et VILENKIN (cf. [5], et n° 3.4 ci-dessous), et
les formes lindaires positives (appelées intégrales affines) sur l'espace vecto-
riel réticuléd b(E) des fonctions affines par morceaux, continues, bornées sur E

(n°® 2.1 et n® 2.3) ; les relations obtenues sont exprimées par le théoréeme 3.1

(n° 3.5).

- D'autre part, introduire un procédé de compactification (§ 1) fournissant le
compactifié affine £ g E (n® 4.1) et permettant d'identifier les intégrales

affines sur E aux mesures de Radon » O sur l'espace compact ﬁ .(n° 4.1, théo-

réme 4.1).

A
- Enfin, utiliser le compactifié E de E pour étudier le support affine des me-
sures cylindriques, support introduit de fagon identique et posant des probléenes

analogues & celui des mesures coniques de Choquet (§ 5).

L'exposé est divisé en paragraphes, et chaque paragraphe en numéros & deux in-

dices dont le premier rappelle le paragraphe.

Ce travail a été fait en collaboration avec MM. G. CHOQUET et J.-M. BONY .

§ 1. L'espace compact rendant continues & 1'infini les fonctions d'un espace vec-

toriel de fonctions numériques bornées (1).

Etant donné un espace vectoriel réticulé A , de fonctions numériques bornées
sur un ensemble E , le probléme est de plonger E dans un espace compact K de

telle sorte que les fonctions de A se prolongent en des fonctions de C(K) .

Ce probléme est résolu par le théoréme suivant :

(1) Les résultats de ce paragraphe ne seront utilisés qu'aux § 4 et § 5, et sont
indépendants du reste de 1l'exposé ; & ce propos, on pourra consulter 1l'article
de BAUER [1].
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1.1 THEOREME l.l, - Soient E un ensemble, et A un espace vectoriel de

fonctions numériques bornées sur E , séparant les points de E et contenant la

fonection 1.

I1 existe un espace compact K , et un seul, & un isomorphisme prés, ayant les

propriétés suivantes :

(8@ EcK, et E est dense dans K ;

(b) Toute fonction f & A se prolonge (d'une seule maniére d'aprés (a)) en
wne fonction f e C(K) 3

(c) Les fonctions f , fe A, séparent les points de K .

DI'SFINITION 1.1, - Nous désignerons par E(A) , ou seulement £ , Un espace com-
pact K ayant les propriétés (a) , (b) , (c) du théoréme 1.l ; ﬁ(A) sera appelé:

1'espace compact rendant continves & 1'infini les fonctions de A .

Cette terminologie est empruntée au cas ou E est un espace vectoriel, et A

l'espace des fonctions affines par morceaux sur B (cf. m° 2.1 et n° 4.3).

Remarquons que la propriété (c) entrafne que la topologie de K est la moins

A
fine des topologies sur K rendant continues les fonctions f (f e A).

Soit P(A) 1'ensemble des formes lindaires positives de masse totale égale & 1
sur l'espace ordonmé A . Puisque A contient les constantes, tout élément de
P(A) est une forme lindaire continue sur 1l'espace normé A (pour la norme uni-~
forme) ;3 P(A) est donc un sous-ensemble de la boule unité de 1l'espace normé -A! ,
et, pour la topologie faible o(A' , A) , P(A) est fermé, donc compact comme la
boule unité de A' . L'application x - €, (ot e, est la mesure ponctuelle en
x € E ) est une injection de E dans P(A) , puisque A sépare les points de E ;
plongeons E dans P(A) au moyen de cette injection, et soit ﬁ 1tadhérence de
E dans P(4) ; £ est un espace compact qui répond & la question. En effet, pour
tout f € A, posons

F = p® pour tout W € P(A) ;

A A
g prolonge f (f(sx) =f(x) , Yx€E) et feC(P(h)) par définition de la
topologie faible j enfin les £ séparent les points de P(A) , donc ceux de ﬁ .

Soit maintenant K un autre espace compact ayant les propriétés (a) , (b) , (c),
et, pour tout ye€ K et fe A, soit

b () = ey(‘f‘> -y .

2. 3 . 3 . I'd A
On vérifie que l'application y - py est un homéomorphisme de K sur E laissant
E invariant, d'ot 1l'unicité.
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1,2 Can o 4 eghb rébiculé.

A A
LEMME lele = Si A est réticuléd, l'ensemble A des f , ob f déerit A , est

A
aussi réticulé et (théordme de Stone) partout dense dans C(E) .

Si p est une forme lindaire positive sur A, M induit sur 2 une forme li-
néaire positive v ; puisque 1 contient les constantes, Vv est continue pour la
norme uniforme j donc, puisque % est dense dans C(ﬁ) , V s8 prolonge en une
mesure de Radon f sur £ 3 enfin, I est positive, car 1 étent réticulé, A

est dense dans C' (ﬁ) .

Dioh

4 LY .
THEOREME 1.2, - Soient E un ensemble, et A un espace vectoriel réticulé de
fonctions numériques bornées sur E , séparant les points de E et contenant les

fonections constantes.

L)
Pour toute mesure de Radon positive v sur l'espace compact E (définition 1.1,
n° 1l.1), et tent f € A , posons
— A
v(f) =v() ,

o f est le prolongement de f a i (propriété (b), théoreme 1.1) ;3 v =V est
A
alors un isomorphisme (pour les structures de c8nes ordonnés) du céne m (E) des

A
mesures d¢ Radon > 0 sur E sur le cbne des formes linédaires positives sur A .

Si M est une forme lindaire positive sur A , on désignera par ﬁ la mesure de

Radon positive sur B , définie par

A = ue) Vel

(ou encore fi=p).

1.3 PROPOSITION 1.1. - Soient B, , E, deux ensembles, A, , A,

vectoriels réticulds de fonctions numériques bornées sur E1 et E2 respectivement,,

des espaces

contenant les constantes et séparant les points, et & une application de El dans
E, “telle que

feAz-_='>f0<I>eAl.

Alors

A
(1) @ se prolonge d'une seule maniére en une application % ge E, (Al) dans
\ .
Ez(Az) ; et on a
o d=fod pour tout f e A, .

A
En outre, si & est surjective, il en est de mfme de & .



5=Cer

(2) si ©, est une forme linéaire positive sur A, , et si 6, = <I>(61)
[ez(f) = el(f o® , Vfe A2] ,

A A
8, =30, .
(3) Propriété de transitivité standard.

»
La structure uniforme de l'espace compact Ei(Ai) (1=1, 2) est la moins fine
de celles qui rendent uniformément continues les fonctions é oh g€ Ai s soit

alors f € A2 3

a
f°®=f°®€Al,

. ,

donc f o & est uniformément continue lorsque E; est muni de la structure uni-

forme induite par celle de ﬁl (Al) 3 ceci étant vrai pour tout f € A2 y & est

uniformément continue de E; dans :"i‘.2 (A,) , d'ou le prolongement (le caractére

réticulé de A et A
2 n A

® est surjective, E, = %(El) est dense dans l'espace compact ¢(El) , done

)
. 2 - U
n'intervient pas ici), et la relation f o® = f o @  Si

A A
£, =8E) .

Enfin, (2) réclame une simple vérification, compte tenu du lemme 1.1 , ainsi que
la propriii. (2 Lbivitd

prapy transitivité . A
Po¥Y=%0%¢.

§ 2. Intégrales affines sur un espace localement convexe séparé.

Dans ce paragraphe, on introduit d'sbord l'espace réticulé b(E) des fonctions
affines par morceaux, bornées (n°® 2.1), puis les intégrales affines qui sont des
formes linéaires positives sur b(E) (n° 2.3).

2.1 ILes fonctions affines par morceaux.

DI'I]FDIITION 2¢lse - Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe sé-
paré (en abrégé ELC ). Nous désignerons (2) par a(E) (resp. h(E) ) le sous-
espace vectoriel réticulé de l'espace C(E) des fonctions continues sur E engen~
dré per 1l'ensemble des formes affines (resp. linéaires) continues sur E , et par
b(E) 1le sous-espace réticulé de a(E) formé des fonctions borndes de a(E) . Les

éléments de a(E) (resp. h(E) ) seront appelds fonctions affines (resps lindaires)

2 ’ .
() Conformément aux notations de G. CHOQUET dans son cours de Topologie et théorie
des fonctions, de 1'hiver 1962/63.
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par Imorceaux.

Cette terminologie est justifiée par la propriété (p) ci-dessous des éléments de

a(E) ¢

PROPOSITION 2.1. -~ Si f € C(E) , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@ fea) ;

(B) Il existe un ensemble fini {a; 4 ceo )y a } de formes affines continues sur E
tel que
VxeE, 3i, £f(® =a,(x ;

(v) I1 existe deux suites finies &, , ++: , &

m® P s cee bn de formes affines

continues sur E telles que

f= sup (a,) - sup (b,) .
I<i<m I<jsn

En effet, d'abord l'ensemble des f ayant la propriété (B) est un espace réti-
culé et contient les formes affines j; donc (a) ==> (B) ; ensuite (y) = ().
I1 reste & montrer que (B) = (y) . Pour cela, si f a la propriété (B),posons

h= 2 sup(a, , a,) et g=f+h
. i J
1,J
(ot les a, sont les formes affines intervenant dans (f))s (na f=g-h, et
on vérifie que g et h sont des fonctions convexes, affines par morceaux. On
conclut en utilisent le fait que toute fonction convexe continue est enveloppe su-

périeure des formes affines qui lui sont inférieures.

Des équivalences analogues ont lieu pour h(E) (en remplagant les formes affines
par des formes lindaires).

2¢2 Nous utiliserons aussi les propriétés suivantes des fonctions affinespar

morceaux ¢

(a) Si f e b(E) , o](.}yiuwf(ax) existe pour tout x € E ; autrement dit, une fonc-
tion affine par morceaux, bornée, a des limites & 1'infini sur toute droite de E,.
En effet, la propriété (B) (proposition 2.1) implique que, pour o assez grand,
f(ax) = Cte.
(b) Si fe a(E) , lim alt-f(ax) existe pour tout xe B .

Q400
(c) Si E; et E, sont des ELC , et A une application lindaire continue de E,
dans E, , alors, pour tout f € b(Ez) y foneDE) .
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(d a(E) =b(E) @ h(E).En effet, il suffit de remarquer, en utilisant la pro-
priété (y) ci-dessus que, pour tout x e E ,

inf (qi) < sup (ai +zi(x)) -~ sup (zi(x)) < sup a
i I<in I<ign Iisn

ou les P’i sont des formes lindaires continues sur E , et les oy des nombres

réels.

2.3 Intégrales affines sur un ELC . Exemples.

DFf:FINITION 2¢20 =51 E est un ELC , on appelle intégrale affine sur E +toute

forme linéaire positive sur l'espace vectoriel réticuléd b(E) des fonctions affi-

nes par morceaux, bornées sur E (cf. n° 2.1),

Soient E, et E, deux ELC , ¢ une application lindaire continue de E,
dens E, , et 6, une intégrale affine swr E;, . Si, pour tout fe b(Ez) , On
pose

0,(f) =6, (£ o o)

(fode b(El) d'aprés la propriété (c), n° 2.2), on définit une intégrale affine

®, sw E, appelée image de ©, par & et notée ®(0,) -

EXEMPIE 1 : Cas od E est de dimension finie ; intégrale affine associde & une

mesure de Radon. - Si E est de dimension finie, sa topologie d' ELC est locale— -

ment compacte. Soit u une mesure de Radon positive et bornée sur E , et, pour
tout fe€ b@E) , p(f) =/ £ 4 . D'une part, R est une intégrale affine sur E
que nous appellerons intégrale affine associde & la mesure de Radon p sur E .

Dtautre part, 1l'application p - & est une injective : en effet, les fonctions

affines par morceaux & support compact forment, sur chaque compact K de E , Un
espace vectoriel réticulé contenant les constantes et séparant les points de K ’
donc, en vertu du théoréme de Stone, sont denses dans X(E) pour la convergence
uniforme. L'application injective p - i permet donc d'identifier les mesures de
Radon positives et bornées & un sous-ensemble (qui est un c8ne convexe) de l'en-
semble des intégrales affines sur E . Ce sous-ensemble n'est jamais identique a

llensemble des intégrales affines, ainsi que le montre 1l'exemple 2 ci-dessous.
On a, en outre, la caractérisation suivante des intégrales affines assocides a

des mesures de Radon sur E :

IEME 2.1. - Pour qu'une intégrale affine 6 , sur l'espace de dimension finie E ,
goit associée & une mesure de Radon sur E s 11 faut et il suffit que, pour toute



suite (fn) de fonctions de b(E) décroissant vers zéro simplement,
inf 6(£) = O
n

(autremens dit, que © soit une intégrale de Daniell).

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante. En effet, d'umepart,
d'aprés ce qui a été vu ci-dessus, la restriction de 6 A& 1l'espace des fonctions
de b(E) 2& support compact définit une mesure de Radon >0 bornde v sur E .
D!autre part, soient fe b(E) , £>0, (kn) une suite croissante de fonctions

de b(E) & support compact telle que

sup k= £l et b, =inf (k , ) .
n

(hn) est une suite croissante de fonctions de b(E) & support compact, et
i‘:suphn s donc ¢
n
8(f) = 6(sup hn) = 08(f - inf (f - hn))
n n

= 6(f) - inf 6(f - hn) d'aprés 1'hypothése
n

sgp S (hn)

sup v(hn) par définition de v
n

v(sx;p hn) = v(f) .

C. Qe Fo D,
EXEMPIE 2 : Une intégrale affine "portée par 1'infini"., - Soient E un ELC et

x un élément # 0 de E . Pour chaque f € b(E) , posons

(f) = lim f(ax)

Q-4

(cette limite existe, of. 2.2, propriété (a)). © est une intégrale affine sur E
® est non nulle, puisque 6(1) =1 ; et cependant, dans le cas ou E est de di-
mension finie, '
8(f) =0 pour tout f € b(E) n X(E) ;
autrement dit, © n'est pas associde & une mesure de Radon sur E .
On voit bien, de par sa définition, que 6 est "portée par 1'infini" ; nous don-

nerons, au paragraphe 4, une signification précise & ce vocable en introdui-
sant, pour E , un ensemble convenable de points & 1!'infini [cf. n° 4.3]. Remarquons
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seulement, pour 1l'instent, toujours dans le cas ou E est de dimension finie, que,
dans 1'espace vectoriel réticulé des formes linéaires relativement bornées sur b(E)
(cfo (2) , chapitre II, §2), © est étrangére 3 toute intégrale affine p associée

3 une mesure de Radon p sur E (Exemple 1). En effet, si

v =inf (6, 1 et feb@E , £20,
on a
v(f) = inf (6(9 + W(h)
g,h20
g+h=f

(cf. (2), chapitre II, §2, page 36, formule (2)).

by

Soit alors (kn) une suite croissante de fonctions de b(E) a support compact

telles que Hf“oo = sup kn e On a
: n

0 £ v(f) < inf (e(gn) + -}I(hn))
n
oh g = inf (f,kn) et h =f-g . Dol v(f) = 0 , puisque e(gn) =0 pour

tout n , et inf TI(hn) =0 , puisque la suite (hn) décroft vers zéro et reste

bornée par f .

3. Intégrales affines et mesures cylindriques sur un ELC faible.

3.1 Systémes projectifs de mesures de Radon.

DI:JFINITION 3.1l. - Svient T un ensemble quelconque, A’I‘ 1'ensemble des parties

finies de T , et, pour tout couple U , V d'éléments de A, telsque UcV,

T
AUV la projection de RV sur RU . On appelle gystéme projectif de mesures de

Radon associé & l'espace produit RT , une famille (PU)UGA ou, pour chaque Ueld ,
T

Py est une mesure de Radon positive et bornée sur l'espace localement compact RU ’
telle que @

®) Pour tous U ,Ved, , UcV => AW(pV)sz.
Remarque. — On pourrait définir de méme un systéme projectif sur un produit
I Et .y Ou, pour chaque te T, Et est un espace localement compact.

teT

Exemple fondamental : théoréme de Kolmogorove — Ce théoréme affirme que, si

(}‘LU)UeA est un systeme projectif de mesures de Radon associé & l'egpace produit
T



5-09

T

R s et si, pour chaque Ue€ A, , A; est la projection de R* sur R° ,Talors
il existe une mesure { o-additive) positive bornée sur la tribu 8 sur R™  en-
gendrée par les projections Ay (U e A) (tribu engendrée par les "cylindres & base
finie"), et une seule, telle que, pour tout U e AT ’ /\U(p) = My o La mesure u
ainsi introduite est appelée limite projective du systéme projectif (;,l.U).LIE AT .
On trouvera ci-dessous (n° 5.1) une démonstration de ce théoréme utilisant le com-
pactifié affine.

Si on munit RT de la topologie faible associée & l'ensemble des projections

T > i L N
Mt} (te€T), R devient n ELC , 'E . Soient alors (u'J)U EAT un systéme pro-

jectif de mesures de Radon, et p sa limite projective. Pour chaque f e b(E) ,
f est B-mesurable (3) et bornée ; donc f € el B, B8, 1 «Sion pose

TE) =/ £ap  pour tout f e bE) ,

¥ est une intégrale affine sur E . On remarquera, de plus, qu'on peut associer
une intégrale affine au systéme projectif (HU)UGAT sans faire appel au théoreme

de Kolmogorov : il suffit de remarquer que tout f € b(E) est de la forme go/\U )

ou g est une fonction continue bornée sur RU (Ue AT) s et de poser

B =/ gdp;
(définition qui est cohérente d'aprés la condition AUV("\I) = 1y ) [cfe n° 3.2,
OND

On va, dans la suite, généraliser ce procédé de définition des intégrales affines

by

au cas ou E est un espace faible quelconque (voir & ce sujet le n°® 5.5).

3.2 EILC faibles.

Notations. -~ Soient E un espace vectoriel sur R (a priori sans topologie) ,

et T un ensemble de formes lindaires sur E indépendantes et séparant les points
de E .

Pour toute partie M de T , nous désignerons par VM le sous-espace du dual
2 3 * rd
algébrique E° de E engendré par M, et par Ay 1'application linéaire

X - (u(x))ueM de E dans R (notations prolongemnt celles introduites dans le

N T ‘s .
n° 3.1, oo E =R ). Nous désignerons enfin par A’I‘ 1l'ensemble des parties finies
de T.

(3) Voir la proposition 3.1 ci-dessous.
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La forme bilindaire (x,v) > v(x) met E et F =V, en dualité, et la topolo-

T
gie initiale sur E , associde & 1l'ensemble T de formes linéaires, est la topo- -

logie d' EIC of(E , F) associde & la dualitd entre E et F.

Inversement, si E est mis en dualité avec un espace F, par une forme bili-
néaire, et si T, est une base (algébrique) de F, , la topologie oE , Fl) est
identique & la topologie initiale sur E associée & l'ensemble Tl de formes l1i-
néaires.

Dans la suite, nous appellerons espace faible, un ELC dont la topologie est

a

ainsi obtenue & partir d'un ensemble T de formes lindaires indépendantes et sé-

parant les points.

On a alors les propriétés suivantes :

. U
(A) Pour toute partie finie U de T (U eAT), Ay epplique B sur R .

En effet, en identifiant RU au dual V; de VU

la base U de V; , il suffit de montrer que toute forme linéaire sur Vy stécrit

au moyen de la base duale de

gsous la forme v , v(x) od xe€ E j or, ceci résulte de la dualité entre E et

VT et du théoreme de Hahn-Banach.

(B) L'application /\T est un isomorphisme de l'espace faible E dans l'espace
faible R y et /\T(E) est partout dense dans R . Ainsi, R' est une réalisa-
tion du complété de E , et pour que E soit complet, il faut et il suffit que
AT(E) =R .

3.3 Intégrales affines sur un ELC faible.

PROPOSITION 3.ls ~ Soit E un espace faible. Avec les notations du n® 3.2, pour
toute fonction f € b(E) , il existe une partie finie U de T et une fonction
ge b(RU) telles que f = go A .

En effet, d'aprés la propriété (y) (propesition 2.1, n® 2.1), on a @

f(x) = lS\:lp (@; +£,(x) - sup (a‘_% + Bj(x)) , VxekE,
ism Isn
ou les oy et OLJ! sont des nombres réels et ol les zi et 23! sont des formes
lindaires continues sur E . On conclut en utilisant la propriété (A) du n® 3.2
et le fait que toute forme lindaire continue sur E est dans F = VT (ctest-a-
dire est combinaison linéaire d'éléments de T ).
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COROLLAIRE 1. - Si E est un espace faible, la topologie de E est la moins
fine des topologies sur E rendant continues toutes les fonctions affines par mor-

ceaux bornées.

En effet, la topologie de E est engendrée par les /\U (U e AT) , et, pour cha-
que U , celle de rU par les fonctions de b(RU .

COROLIAIRE 2. - Si E est un ELC séparé, la topologie affaiblie of(E , E')

sur E est la moins fine rendant continues tombes les fonctions affines par mor-

ceaux bornées.

Appelons alors systéme projectif d'intégrales gffines sur RT une famille

(GU)UGAT o, pour chaque partie finie U de T , €; est unme intégrale affine
sur RU , telle que :
Pour tous U ,VeAT , UcV = /\UV(GV) =8U.
Si 6 est une intégrale affine sur E , et si, pour tout Ue AT s On pose
8y = /\U(e) , (eU)UeAT est un systéme projectif d'intégrales affines sur R,
Inversement, si (%)IEAT est un tel systéme projectif, il résulte de la propo-
sition 3.1 ci-dessus qu'il existe une intégrale affine © , et une seule, sur E

telle que (6) = 6. pour tout Ue .
U

Ainsi, la dennée d'une intégrale affine sur E équivaut & celle d'un systéme

projectif d'intégrales affines sur RT .

3¢4 Mesures d'ensembles cylindriques sur un espace faible.

Nous allons maintenant, avec le point de vue adopté iei, situer les "mesures
d'ensembles cylindriques" introduites par GEL'FAND et VILENKIN (cf. [5], page 373,
et [6]). Les notations sont celles du n°® 3.2.

Soit € 1l'ensemble des parties de E de la forme /\Gl (A) ou U est une partie
finie de T , et A un ensemble borélien dans RU Aea U) s C est un clan de

R
parties de E (autrement dit, C est stable par réunions finies et passage au

complémentaire) .
Soit alors (“U)UGAT un systéme projectif de mesures de Radon (cf. n® 3.1) sur

RT « Si on pose
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(T (@) = iy (8)

pour U €A, et A€B;, on définit sur C , en vertu de la relation (P) (n°3.1,
R
définition 3.1), une fonction d'ensemble positive et finiment additive. GEL'FAND

et VILENKIN appellent "mesure d'ensembles cylindriques", une telle fonction d'en-
semble p de mesure totale égale & 1 rE) =1).

Nous ne nous étendrons pas ici sur les diverses définitions possibles d'une me-

sure (d'ensembles) cylindrique(s) sur E . Pour nous, la donnée d'une telle mesure

est identique 3 celle d'un systéme projectif de mesures de Radon sur RT .

Deux remarques, cependant :

REMARQUE 1, - Il nous semble inutile, ainsi que le font GEL!'FAND et VILENKIN, de

considérer systématiquement E comme un dual topologique. Au contraire.s:

REMARQUE 2, - La donnée importante, celle qui permet, en pratique, de définir une
mesure cylindrique, est celle de l'ensemble T de formes linédaires sur E indé-
pendantes et séparant les points de E . Toutefois, la donnée de T peut sembler
introduire une note de '"non canonicité" (encore que, par exemple dans le cas oOu

E = RT , T soit canonique), et on peut préférer procéder comme suit @

1° Partir 4'un couple E , F d'espaces vectoriels mis en dualité par une

forme bilindaire (x , u) «

2° Soient F 1'ensemble des sous-espaces de dimension finie G de F , pour
*

tout Ged, T ltapplication lindaire de E sur le duel G de G qui, a
x & E , fait correspondre la restriction & G de la forme lindaire u - (x, w
sur F, et si G,G, € §, G CG, nGle 1'application linéaire "restriction
. " x *
a 62 de Gl sur G2 .

3° La donnéde d'une mesure cylindrique sur E (relativement & la dualité avec
F ) est alors équivalente & la donnée d'une famille (;LG)Ge3 ou, pour chaque
Ge3, p, est une mesure de Radon sur o y et ol

G, c G

= = (P.)=]J.o
1 2 G1G2 G2 Gl
Ce procédé est exactement équivalent & celui que nous avons adopté en remarquant
que (avec les notations du n® 3.2), si T est une base (algébrique) de F , la
famille des sous-especes (VU)UGAT est finale dans l'ensemble § ordomé par in-
clusion.
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3.5 Mesures cylindriques et intégrales affines portées par 1'infini sur un

espace faible.

Avec les notations du n° 3.2, soient (“U)UGAT un systéme projectif de mesures
de Radon sur RT ; et, pour chaque U , -}IU 1'intégrale affine sur RU associée
a4 la mesure de Radon by (efs n° 2.3, exemple 1).

La famille (ﬁﬁ)UeAT est un systéme projectif d'intégrales affines sur RY (cfe
n° 3.2, (D)), gvi définit done une intégrale affine sur E . D'ol :

DEFINITION 342, - Soit E un espace faible, avec les notations du n° 3.2 5 on

appelle mesure cylindrique sur E , toute intégrale affine © sur E telle que,

our tout U e 4 (6) soit une intégrale affine sur RU associée a4 une me-
1Y T ?

sure de Radon sur RV (n® 2.3, exemple 1).

La donnée d'une mesure cylindrique sur E est ainsi équivalente & celle d'un
systéme projectif de mesures de Radon sur RT , donc aussi (cf. n° 3.3) & celle
d'une mesure d'encembles cylindriques au sens de GEL'FAND et VILENKIN.

Si E est de dimension finje, les mesures cylindriques sont les mesures asso-
cides & une nesure de Radon sur E (n° 2.3, exemple 1).

Remarque. - Reprenant les notations introduites dans la remarque 2 du n° 3.4, on
vérifie que, pour qu'une intégrale affine © sur E soit une mesure cylindrique,
il faut et il suffit que, pour tout Ge § , nG(e) soit une intégrale affine as—
socide & une mesure de Radon sur G' . Il en résulte que l'ensemble des mesures
cylindriques sur l'espace faible E ne dépend que de sa topologie, et non point
du choix de 1l'ensemble T la définissant. Ce résultat est aussi, dans le cas o

E est complet, une conséquence du théoréme 4.4 (n° 4.5).
Conformément & ce qui a été entrevu dans 1l'exemple 2 du n° 2.3, nous poserons la

définition suivante @

DﬁFINITION 3¢3s - Soit E un espace faible ; on dit qu'une intégrale affine p

sur E est portée par 1'infini si, dans le c8ne convexe ordonnée des intégrales

affines sur E , p est étrangére & toute intégrale cylindrique.

La terminologie "portée par 1'infini" gsera justifiée par la proposition 4.4, 2°
(Cfo ne 403).

On a alors le théoréme :
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THEOREME 3.1 (Théoréme de décomposition). - Soit E un espace faible :

(1) Le cbne des mesures cylindriques est une bande (‘}) dans le cBne ordonné des

intégrales affines sur E .

(2) Toute intégrale affine 6 peut s'écrire d'une maniere, et d'une seule, sous
la forme

e 6, est une intégrale cylindrique et oh 92 est portée par 1l'infini.

Démonstration. - (2) résulte de (1), en vertu du théoréme de décomposition de
Riesz (cf. (2);. chapitre II, §1, n° 5, théoréme 1). Montrons (1)

Si p et v sont des intégrales affines, la relation p <V (ctest~a~dire
p(e) €v(E) , YVE£20, febE) ) équivaut & Wy SV pour tout Ue AT , en
vertu du n°® 3.3, proposition 3.1. Il suffit donc de démontrer (1) dans le cas ol

E est de dimension finie.

Nous verrons ci-dessous (cf. n°® 4.2, remarque) une démonstration utilisant le
compactifié affine B de E . Montrons-le ici directement en utilisant le lemme
2.1 (m° 2.3) : '

- (bl) résulte directement du lemme 2.l.

- Pour montrer (b2) supposons que X est filtrant et majoré par 1'intégrale affine
® , et soit v = sup X . D'aprées le lemme 2.1, il suffit de montrer que, si (hn)
est une suite croissante de fonctions >0 de b(E) telle que
h=suph e b,
n
n
on a

h) = h) s
v(? sgp v(h, )

or

(*) Autrement dit (cf. (%), chapitre II, § 1, n° 5) :
(bl) Si v est une mesure cylindrique, et si WM est une intégrale affine
telle que p v, aldrs M est aussi une mesure cylindrique.
(b2) Si X est un ensemble de mesures cylindriques, majoré par une intégrale
affine, sup X est aussi ume mesure cylindrique.
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1}

y(h) = sup p(h) = sup p(sup b ) = sup sup p(h)
peX peX n peX n

sup (sup p(h)) = sup v(h) «
n pex n

C. QO F. DC

Le théoreme 3.1 est ainsi démontré.

§ 4. Le compactifié affine d'un EIC faible. Premiérgi applications & 1'étude des

intégrales affines : le cas métrisable.

, .
4.1 DEFINITION 4.1, - Soit E wun ELC faible ; on appelle compactifié af-
fine de E 1'espace compact ﬁ(b (E)) rendant continues & 1'infini les fonctions

affines par morceaux et bornées (cf. définition 1.1, n°® 1.1) ; cet espace sera no-

& B .

Les théoremes 1.l et 1.2 fournissent alors les propriétés suivantes du compacti-
fié affine :

\ A
THEOREME 4.1y - Soit E' un espace faible ; le compactifié affine E de E est

un espace compact ayant les propriétés suivantes :

(&) E est un sous-espace topologique de ﬁ , et E est dense dans ﬁ .

(b) Toute fonction f € b(E) se prolonge (d'une seule manidre) en une fonction £
continue sur ﬁ .

(c) L'ensemble des £ s, Te€b(E) , est un sous-espace réticulé de C(E) contenant
les constantes et séparant les pomts de E (donc, dense dans C(E) pour la norme
uniforme) «

(m) Pour tout.e intégrale affine © sur E , il existe une mesure de Radon 3 O
sur E ’ 8 s et une seule, telle que |

o(f) = 6(H pour tout f € b(E)

A
B sera appelée la mesure de Radon associde & O .

A
Comme, pour chaque mesure de Radon v » 0 sur E , l'application f - v(f') est
une intégrale affine 6 sur E telle que A=y s i1 y a équivalence entre la

donnée d'une intégrale affine sur E , et celle d'une mesure de Radon 3 0 sur £ .

Remarque. - On peut, de la méme manidre, définir le compactifié affine d'un EIC .
Le théoréme 4.1 reste valable, sauf la propriété (a) : la topologie induite par f
sur E est alors seulement la topologie affaiblie o( , E') de E .
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PROPOSITION 4.l. - Un espace faible E et son complété E ont méme compactifié
affine.

En effet, si K est le compactifié affine de l'espace faible E , on vérifie
que K posséde les propriétés (a) , (b) 5 (¢) du n® 1.1, d'od le résultat, compte
tenu du théoreme 1.1,

N
4.2 Propriétés topologiques de E comme sous-ensemble de E .

A
PROPOSITION 4.2. - Pour que E soit ouvert dans E , il faut et il suffit que

E soit de dimension finie.

A
La condition est nécessaire car, si E est ouvert dans E , sa topologie est
localement compacte, donc il est de dimension finie. Elle est suffisante ; en ef-
fet, si E est de dimension finie, il existe une suite (fn) de fonctions affines

par morceaux bornées & support compact telle que

E=UG ’
n
n

oh G, est 1'ouvert {x] xeE et fn(x) > 0} ; on a alors
A A
Gn.—.-{xl xekE et fn(x)>0},

A
done Gn est aussi ouvert dans E j; d'ou le résultat.

Quand E n'est pas de dimension finie, il importe (cf. n°® 4.3) de savoir si E
A A
est borélien dans E (ou p-mesurable pour une mesure de Radon >0, p , sur E).

On a, & ce sujet, les résultats suivants quand E est un espace faible complet :
PROPOSITION 4.3, - Si E est un espace faible complet, on a

A-l, T
E= N R")
UeATAU( ’

A
i, avec les notations du n® 3.2, 7\0 désigne le prolongement & E (n° 1.3, pro-
position 1.1} de 1l'application lindaire continue Ay de B sur R .
Soit

By = UQ AR s

AT

on a Ec:E1a
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A
Inversement, montrons d'abord que, si a , BeE ,
)
/\U(a) = f\U(ﬁ) pour tout U €A, => a=8.

En effet, soit g&b(E) ; g est de la forme fo Ay, oh fe& b(RU) (n° 3.3,

proposition 3.1) ; on a alors (n® 1.3, proposition 1l.1)
— A A A A A
B8(0) = Fo Ay =1 o Ayla) =10 Ay(p) = g(p) -
Ainsi, é(a) = g(ﬁ) pour tout ge b(E) 3 donc, puisque les g, ge b(E) , sé-
parent les points de ﬁ , A= f .

A
Soit alors a € E tel que, V UeAT,

Ay =a;er’

D'aprés la propriété de transitivité (n° 1.3, proposition 1.1, (3)), la famille

(aU)UaXT est telle que
/\UV(OLV)-.-aU si UcV.

I1 existe donc un élément a de BT tel que AUT@ = oy pour tout Ue Ay (ou

T

N désigne la projection de R~ sur RU ). Mais, E étant complet, I\T appli-

que E sur Y (n° 3.2, (B)). I1 existe donc un élément x dans E tel que

/\T(x) = o , c'est-a-dire

Ry = ay) = oy = Ry (@)
pour tout UeAT 5 d'oh
a=x€ k.,

C. Q¢ Fo Do

~~
D'aprés la proposition 4.2, RU est ouvert dans RU pour chaque Ue AT , done

?\61 (RU) est ouvert dans E ; E est ainsi 1l'intersection des ouverts /\Ul( ) de

A
E « En général, on ne peut en déduire que E est mesurable dans E . Toutefois,

dans le cas oi T est dénombrable, on peut conclure s
COROLLAIRE. - Si T est un ensemble dénombrable, et si E est l'espace faible
A
complet R s B est un Gy dans & ; en particulier, E est borélien dans E .

En effet, A, est alors un ensemble dénombrable, d'oh le résultat d'aprés la
proposition 4.3.
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4.3 Intégrales affines sur l'espace faible R,

THEOREIVIE 4.2. = Soilent E un espace faible de dimension finie ou 1somorphe a
RN y O une intégrale affine sur E , et é la mesure de Radon sur E associée

& 6 (n° 4.1, théoréme 4.1).

(1) Pour que 6 soit une mesure cylindrique, il faut et il suffit que 8 soit
portée par E . Il existe alors sur la tribu borélienne B; de E , une mesure
bornée v (et une seule) telle que

8(f) = /E f dv pour tout f € b(E) .

(2) Pour que © soit portée par 1'infini, il faut et il suffit que 8 soit por-
tée par B\E . ,

(3) La décomposition 6 = ©, +6, (n° 3.5, théoréme 3.1, (2)) correspond é la dé~
mp ’ ’

2
. A A A
composition 6 lE 6 + lf:\E 5 [autrement dit, 6, = 1.6 ,et B, = 1/\ AR e Je

E 2

Dans le cas de dimension finie, (1) résulte immédiatement des définitiohs.

Supposons que E = R .51 6 est portée par E , pour tout U e AN ’ AU(é):éUf

e
est portée par RU = AU(E) ; donc © est une mesure cylindrique, en vertu de la

propriété dans le cas de dimension finie.

Inversement, si © est une mesure cylindrique, pour chaque U € AN ’ éU 2;\0(6)

est portée par RU 3 donc
P

' SU ®Y) = éU ®Y)

05t = 6% <86 = 86

et enfin

8@ = 6@

d'aprés la proposition 4.3, puisque AN est dénombrable. En outre, v est la me-
sure induite par 6 sur & , (BE)

Si 8 est portée par fnE , dens W (ﬁ) , 8 est étrangére & toute mesure de
Radon portée par E (cf. [2], chapitre V, §5, n°® 7) ; on en déduit, en utilisant
le fait que 1l'application © —95 est un isomorphisme pour les structures d'ordre,
que © est portée & 1'infini. Inversement, si © est portde par 1'infini, la dé-
composition

a A L]
6=1Ee+lﬁ\Ee’
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comparée & celle du théordme 3.1 (2), donne le résultat ; (2) est ainsi établi.
(3) résulte enfin de (1) et (2).

4¢4 Mesures cylindriques sur l'espace faible RN .

THEOREME 4¢3, = Si O est une mesure cylindrique sur l'espace faible E::RN , i1

existe une suite croissante (Kn) de compacts de E , et, pour chaque n , une

mesure de Radon positive Vv, sur Kn telles que ¢

(1) Pour tout n , la restriction de Vi1

& K est égale a Vg
(2) Pour tout f € b(RN) ,

o(f) = lim /K £dv
N n

Nous utiliserons le lemme suivant qui résulte du caraptére régulier de la mesure
de Radon 8 , et du fait que §CE) = é(ﬁ) (théoreme 4.2 (1))

IEME 4.1, - Si © est une mesure cylindrique sur E = RN y pour tout € >0,
il existe un compact H de E tel que é(H) > é(E) - £ o+ Autrement dit, la mesure
8 est portée par un K0 de E .,

On en déduit le théoréme 4.3 comme suit @

Soient (Kn) une suite croissante de compacts de E telle que, pour chaque n ,
A A 1
G(Kn) >6E) - ;ﬁ' ’

by

A
et, pour chague n , v larestrictionde 6 & X 3 les suites (Kn) et (vn)
répondent & la question.

4.5 Caractérisation des mesures cylindriques comme intégrales de Daniell.

/ \
THEOREME 4+4. - Soit E un espace faible complet, Pour qu'une intégrale affine
® sur E soit une mesure cylindrique, il faut et il suffit (5) qu'elle soit une
intégrale de Daniell sur 1l'espace réticulé b(E) .

La condition est suffisante. En effet, supposons que © ne soit pas une mesure

cylindrique ; il existe alors une partie finie U de T +telle que AU(G) = GU

ne soit pas une mesure cylindrique sur g’ , donc, d'aprés le lemme 2.1 (n° 2.3),

(5) Le fait que E est complet est superflu pour la condition suffisante.
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ne soit pas une intégrale de Daniell sur RU . I1 existe donc une suite (i‘n) de
fonctions de b(RU) décroissant vers zéro et telle que

igf GU(fn) >0

d'oh le résultat en considérant la suite (fn ° /\U) .

Inversement, la condition est nécessaire. Supposons que 6 solt une mesure cy-
lindrique, et soit (fn) une suite de fonctions de b(E) décroissant vers zéro.
En vertu de la proposition 3.1 (n® 3.3), il existe une partie dénombrable D de
T , et une suite (gn) de fonctions de b(RD) telle que f =g o A pour tout

n . Comme E est complet, % applique E sur RD ; donc, la suite (gn) est
aussi décroissante vers zéro. Le résultat cherché est alors une conséquence du

rd \ 0] Ve . - D
théoréme 4.2 (1), en considérant la mesure cylindrique & = /\D(e) sur R .

Ie théoréme 4.3 est établi.

§ 5. Support et compactifié affines ; étude du cas non métrisable.

Le théoréme 4.2 (n° 4.3) montre que, dans le cas ot E est métrisable et complet,
il y a une correspondance parfaite entre les mesures cylindriques sur E , et les
mesures de Radon sur B portées par E (e (Bﬁ,') , entre la décomposition d'une in-
t8grale affine en une mesure cylindrique et une mesure portée par 1l'infini (n°3.5),
et la décomposition d'une mesure de Radon sur E en sa partie portée par E et

sa partie portée par B\E .

La situation est loin d'étre aussi simple dans le cas non métrisable, ainsi que
nous allons le montrer maintenant. Introduisons d'abord, pour cela, la notion de
support affine d'une intégrale affine de fagon analogue & celle de support d'une

mesure conique :

501 Suggort affine.

DEFINITION 5:1s =~ Soient E wun espace faible, 6 wune intégrale affine sur E ,
et C un sous-ensemble fermé d¢ E . On dit que C porte © affinement (ou que
® est affinement portée par C) si C £#P et si pour tout fe bE) , £30
sur C == 6(f) >0.

On a d'abord la propriété suivante :
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PROPOSITION 5.1. - Soient © une intégrale affine sur l'espace faible E , et
C un sous-ensemble fermé de E . Pour que 6O soit affinement portée par C , il
faut et il suffit que la mesure de Radon é sur 3 soit portée par 1'adhérence
¢ g C dans I .

A LA
La condition est suffisante, d'aprés la relation 6(f) = 6(f) (f e b(E)).

Montrons qu'elle est nécessaire ; il suffit de montrer que, si © est affine-

ment portée par C ,
A A
ge CE) et g>0 sur C => 6(g =0
A}
Soit € > 0 . Puisque l'ensemble des £ (f € b(E)) est dense dans C(E) (lemme
1.1, 1° 4.2), il existe fe b(E) telleque g-cs<f g+ €. Onen déduit,
A A A~ R .

puisque g est >0 sur C,que f + €20 sur C j; donc, d'apres 1l'hypothese
selon laguelle 6O est affinement portée par C , que

L.
B(f +€) =6(f +¢) >0

clest-a-dire que

et enfin que
6@ 8D - BE) > - 266 ()

d'ol le résultat, puisque e > O est arbitraire.

I1 se pose alors la question de savoir s'il exisde un plus petit fermé portant
affinement une intégrale affine ; ce qui améne & la définition suivante :

/
DEFINITION 5.2. ~ Soient E un espace faible et © une intégrale affine sur E .
On appelle support affine de © 1'intersection Se de tous les sous-ensembles

fermés de E portant affinement 6 .
Le support affine d'une intégrale affine peut &tre vide, ainsi que le montre la

proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. -~ Soient E un espace falble, et © une intégrale affine sur
E telle que la mesure de Radon e sur E ait son support S contenu dans E\E .
Alors le support affine de 6 est vide.

A
Soit ¥ 1'ensemble des voisinages ouverts de S dans E . Pour tout Ve v,

on a
v A
6 NE =V
A , A
(o V désigne 1tadhérence de ¥ dans E ) ; donc,
V N E - V .



522

I1 résulte donc de la proposition 5.1 que ¥ nE porte affinement 6 ; d'olh la
proposition, puisque

N GnE:(ﬂ \?)nE:SnE:ﬂ.
Vey Vey

5.2 Cas métrisable.

THﬁORﬁME 501l = Soit E un espace faible métrisable et complet. Pour toute me-

sure cylindrique 6 sur E , non nulle, le support Se de © est hon vide et
porte © affinement.

En effet, s01t S 1le support de la mesure de Radon 5 sur . On a SAE#£P
et é‘;.ﬁ =S ( ) En effet, soit H wun sous-ensemble fermé de B contenant
SNE ;

Hu (B\S) > (SnE) u (BS) 5 (SNE) U (ExS) =E .

A
Donc, puisque 6 est portée par E (théordme 4.3) et que 6(E\S) =0,
b =6E)

NN
d'ot HD S et les relations SNEZP et S§AE =8 . On conclut alors comme
suit ¢

Dtune part S N E est un fermé de E qui porte © affinement, car f e b(E) et
N
£>0 sur SNE entrafne £20 sur $nB =5, done

6(?) =06(f) 20

A A
D'autre part, si C est un fermé de E qui porte 6 affinement, C porte ©
d'aprés la proposition 5.1 (n°® 5.1), donc 6> s , et

C=CnED>SAE.

Ce Qo Fo Do

5.3 Cas non métrisable ; un contre-exemple.

La conclusion du théoréme 5.1 ne subsiste pas lorsque E n'est pas métrisable

voicli un contre-exemple construit par CHOQUET & partir de sa théorie des mesures
coniques ¢

we

Nous admettrons ici le résultat suivant é&tabli par CHOQUET ([4], proposition 9)

R .
(6) ot M désigne 1'adhérence, dans £ , du sous-ensemble M de E .
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I1 existe un espace faible complet E, , une forme linéaire non nulle ¢, sur

EO , et une mesure conique Ho sur EO ayant les propriétés suivantes @

(1) o est portée par le demi-espace {(po > 0} .
(2) 81 r est la résultante de j , tpo(r) £0.
(3) Le support de py est vide.

Fous allons en déduire le théoréme suivant ¢

4 \
THECREME 5.2. - Il existe un espace faible complet (non métriseble) et, sur cet

espace, une mesure cylindrique non nulle ayant un support affine vide.

Pour établir ce résultat, établissons une correspondance entre fonctions linéai-
res par morceaux et fonctions affines par morceaux bornées, mesures coniques et
mesures cylindriques.

IEMME 5.l. - Soient E un espace faible, et ¢ une forme linéaire continue non
nulle sur E . Désignons par FO 1lthyperplan {¢ = 0} et par F 1'hyperplan
affine {¢ = 1} . Fixons, en outre, un point a de F; .

Alors, pour toute fonmction g e b(FO) , il existe une fonction ¥ e h(E) , et
une seule, telle que

(a) 2(x) =0 pour tout x du demi-espace {9 < 0} .
(b) E(® = g(x-a) pour tout xe F; .

(En définissant de fagon évidente les fonctions affines par morceaux sur l'espa-
ce affine F, , on peut aussi énoncer cette proposition en disant que toute fonc-
tion ge b(Fl) se prolonge de fagon unique en une fonction de h(E) , nulle sur
le demi-espace {9 < O} .)

Démonstration immédiate ¢ il suffit de poser

(=)

1

¢ (=) g(‘}—é-c)--a) si o(x) >0,

B(x) =0 si ¢(x) <0

(On notera cependant que la fonction E ainsi définie n'est continue aux points
de F0 que si g est bornée ; par exemple si g est une forme linéaire non nulle,
T n'est plus continue.)

On peut alors associer a toute mesure conique p sur E wune intégrale affine fi
sur F0 H '

B =p®@ pour tout ge b(FO) .
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En outre, si p est une intégrale de Daniell sur h(E) , F est une intégrale de
Daniell sur b(Fo) car, si (gn) est une suite de fonctions de h(E) décroissant
verz zéro, la suite ('én) décroit aussi vers zéroe. En particulier, si E estcom-
plet, on sait que toute mesure conique P sur E est une intégrale de Daniell ;
fi est alors une mesure cylindrique, d'aprés le théoréme 4.4 (n° 4.5). En outre,
si Sp est le support de la mesure conique p , et S'}I le support affine de ¥ ,

on a

Sﬁ+acSPnF1§

en effet, si A est un cbne fermé dans E portant p, A n F, - a porte affi-
nement I (compte tenu de ce que, par construction, si g € b(FO s g estnulle
sur {9 €0}).

Nous pouvons alors monirer le théoréme 5.2 :

En reprenant liexerple de mesure conique & support vide précédent, posons, avec
les notations du lemme 501, E = EO et ¢

¢y + On a, d'une part Sy = # ,puis-
que Sp =f . D'autre part, {IO # 0 3 en effet, d'pprés la condition O (2),
0 .

po(cpo) £ 0 . Comme My est portée par {(Q);;: 0} (condition (1)), on a
Ho(0Q) = Hylpy) >0 .

Donc, puisque (ps est nulle sur {(po <o}, ch = TF s OU lF désigne la fonc~
0

0
tion affine constante égale 3 1 sur FO » On en déduit que
B(ly ) = pley >0 ;
F 3
0
donc [ £ 0, et le théoréme 5.2 est démontrd.

504 Mesures cylindriques pseudo-portées par E .

Ainsi que le montre le théoréme 5.1, dans le cas oi E n'est pas métrisable » la

conclusion du théoréme 5.1 ne subsiste pas pour toutes les mesures cylindriques
sur E ,

Ceci nous améne & distinguer les mesures cylindriques pseudo-portées par E .

Rappelons que, si K est un espace compact, et A wune partie non vide de X ,
on dit qu'une mesure de Radon >0 , v s sur K est pseudo-portée par A si
v(G) = v(K) pour tout ensemble ouvert (donc aussi pour tout ensemble borélien)
contenant A .

Posans alors la définition suivante
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DEFINITION 5¢3. = Solent E un espace faible, et © une 1ntegrale affine sur
E . On dit que © est pseudo-portée par E , si la mesure de Radon 6 sur £

associde 3 © est pseudo-portée par E .

Le théoréme 5.1 reste valable pour les intégrales affines pseudo-portées par E .

THECREME 5.3. - Soient E un espace faible, et 6 une intégrale affine non
nulle pseudo-portée par E .

® est une mesure cylindrique, son support affine Se est non vide et porte af-
finement © .

(Démonstration analogue & celle du théoréme 5.1.)

En conjuguant ce théoreme avec le contre-exemple du n°® 5.3, on obtient le corol-

laire :

COROLLAIRE. - Quand un espace faible complet E n'est pas métrisable, il est
possible qu'une mesure cylindrique non nulle © sur E soit telle que la mesure
de Radon associde 6 soit portée par un compact de £ disjoint de E . En parti-
culier, il est possible que © ne soit pas pseudo-portée par E .

REMARQUE 1. - On admettra plus facilement le résultat du corollaire, au moyen de
1'argument suivant s

Soit O une mesure cylindrique sur E . Pour chaque partie finie U de T,
-1
AU ( U\R ) est ® négligeable dans B o Cependant, T n'étant pas dénombrable,
A
il n'est pas exclu qu'un compact de E\E porte de la masse pour ) .

REMARQUE 2. - Utilisant la décomposition de 8 (ot © est une intégrale affine

A
sur E) en sa partie e pseudo-portée par E et sa partie 82 portée par un

borélien de E disjoint de E , on obtient une décomposition 6 =6, + 6, en gé-

2
néral différente (si E est non métrisable) de celle fournie par le théoréme 3.1

(n° 3.5).

5.5 Une démonstration du théordme de Kolmogorov utilisant le compactifié

affine.

Ainsi qu'on 1'a montré aux n°® 5.3 et 5.4, une mesure cylindrique sur l'espace
faible complet E = RT n'est pas nécessairement pseudo-portée par E , au sens de
la tribu borélienne Bz 5 mais elle est pseudo-portée par E au sens de la tribu
® engendrée par les applications Ny » On en déduit une démonstration du théoréme
de Kolmogorov (n® 3.1)
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THF’JORJ::m 5.4. (Kolmogorov) . — Soient E un espace faible complet, et © une me-
sure cylindrique sur E . Il existe une mesure bornée v , et une seule, sur la
tribu @ engendrée par les fonctions f € b(E) , telle que

(1) o(f) = /E £ dy pour tout f € b(E) .

Désignons en effet par &3 la tribu sur B engendrée par les applications RU
odr U décrit 1l'ensemble Aq des parties flnles de T « En vertu de la pI‘OpOSl—
tion 3.1 (n° 3.3), B est aussi la tribu sur E engendrée par les fonctions f
oh f € b(E) ; donc 6 indwlt sur E 1a tribu B .

Montrons que @
A A A
(2) MeB et MDE => 6(M = 6(8)

En effet, soit Me 8 tel que MDE ; M est de la forme '/\Bl(A) ou D est

L)
une partie dénombrable de T et A un ensemble borélien de RD

(i1 suffit de

vérifier que les ensembles de cette forme constituent une tribu contenue dans (%
A A A ALl ” o

et rendant mesurables les Ay ; U€ 4, )o Donc 6(M = 9(/\D ®) = eD(A) y o 6p

est 1'Zmc». de © par Ay 3 mais, d'une part, E étant complet, A, est sur-

jective, donc aussi f\D (proposition 1.1, n° 1.3) ; donc
A A D
A:%(WD%(E):R H

d'autre part, ©, est une mesure cylindrique sur l'espace faible RD , donc (n°4.3,

D

théordme 4.2) 6 est portée par R ; d'od Tinalement

A A A A A A
8(M = 6 (a) = eD(RD) = 8(E) .
I1 résulte alors de la relation (2) 1l'existence d'une mesure bornéde v sur 6 ,
telle que :
(3 v(BNE) = é(B) pour tout B € & .

On en déduit la relation (1) & établir par un argument classique de prolongement
par mesurabilité.

Enfin, la relation (1) détermine v de fagon unique : (1) entrafne que

A
/E go /\U dv = eu(é) pour tout ge b(RU) et tout U e AT H
donc aussi
’ : i
/EhOAUdv:.eU(h) pour tout. he C(R") ,

A
puisque 1'ensemble des g , O gE€ b(RU) , est dense dans C(RU) (n° 4.1, théo-
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réme 4.1)s I1 en résulte que

" = o(nt t U ;
V(AU (A)) G(AU (a)) pour tout A € @RU e € A

d'od l'unicité, et le théordme 5.4,

5.6 Quelques questions ouvertes.

le Si E est un espace faible complet non métrisable, déterminer la nature to-
pologique de E dans ﬁ (i1 est probable que E n'est pas borélien) .

2. Caractériser au moyen de critdres commodes les mesures cylindriques pseudo-
portées par E , par exemple en faisant intervenir des "limites projectives" con-
venables des points & 1'infini des espaces RV (U fini, Uc T ) (voir & ce
sujet la remarque 1, n° 5.4).

te a3 . T .
3. Par exemple, étudier la mesure gaussienne sur R ¢ soit o la mesure gaus-
sienne sur R :

Poser By = aU pour tout Ue AT 3 (HU)[EA définit une mesure cylindrique 6
T

sur RY telle que, si T n'est pas dénombrable, é(K) = 0 pour tout compact K
contenu dans E . Cette mesure est-elle pseudo-portée par E ? Dans 1l'affirmative,
il en résulterait que E n'est pas borélien dans B (puisqu'il est de 6 mesure
intérieure nulle).

4+ Chercher a construire directement (sans passer par la théorie des mesures co-

niques maximales) des exemples de mesures cylindriques non pseudo-portées par E .

5. Etudier le cas de mesures cylindriques sur un espace E non complet, affine-
ment portées par un sous-ensemble complet. '
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