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Séminaire CHOQUET 4-01
(Initiation & 1liAnalyse)
2e annéde, 1962/63, n° 4

TRAVAUX DE KRICKEBERG ET DE GIORGI
SUR L'APPLICATION DE LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS
A 1'ETUDE DE L'AIRE DES SURFACES

par Laurent GRUSON

Introduction. ~ Or sait que le probléme du prolongement de 1l'aire des surfaces

polyédrales aux surfaces les plus générales se présente de fagon beaucoup plus
compliquée que celul de la rectification des courbes : en effet, . Je prolongement
le plus naturel (aire de Lebesgue) ne permet pas une caractérisation simple des
surfaces d'aire finie. [BANACH [1] a construit une notion d'aire & partir d'une
définition des applications & variation bornée @ En - §n s redonnant la défini-
tion usuelle pour n=1 ( f est & variation bornée au sens de Banach, si sa

"variation totale" f o N(x) dx , N(x) désignant le nombre (éventuellement
+® ) des solutions de 1'équation f(y) = x o est finie)s CESARI [4] a démontré
que cette notion d'aire ne co'incidait pas avec la définition de Lebesgue]. Le pro-

bléme de la caractérisation des surfaces d'aire de Lebesgue finie a 4té résolu
par FEDERER ([6] et [7]). Dans une premiére partie, on définire 1taire de Lebesgue
d'une surface et on énoncera le résultat de Federer.

L'aspect de la théorie qu'on tentera d'exposer dans les deux dernidres parties
est beaucoup plus particulier, puisqu'il est relatif aux hypersurfaces non para-
métriques, c'est-a-dire aux applications continues d'un ouvert £ de ﬁ_n dans
§n+1 qui sont de la forme =x - (x , £(x)) , f étant une fonction numérique
continue définie sur Q . La caractérisation de celle de ces surfaces dont 1l'aire
de Lebesgue est finie, due & KRICKEBERG [16], est beaucoup plus simple que dans
le cas général, et présente avec le cas des courbes une analogie qui s'exprime
trés bien dans le cadre de la théorie des distributions 5 elle fera 1'objet de la
deuxitme partie. D'autre part, de GIORGI ([13] et [14]), & propos du probléme trés
voisin de la structure des ensembles de ﬁn de "périmetre fini", a obtenu des
résultats, généralisés par FEDERER et FLEMING ([10], § 8) dans le cadre de la thé-
orie des courants, et qulon exposera dans la troisitme partie & partir du probldme
de la définition d'un plan tangent & une hypersurface non peramétrique.
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Premiére partie

Définition de Lebesgue de 1l'aire d'une surface.

On se place dans la catégorie des surfaces (respe surfaces & hord) de classe
CO dans ;_t_n (objets : applications continues d'une variété (respe variété a
bord) de classe ¢® dans En ; morphismes de f : V —»En dans gt W~ ﬁn ;
applications continues h ¢ V > W (resp. et envoyant le bord de V dans celui
de W ) vérifiant f = g o h ). Deux surfaces isomorphes sont dites équivalentes.
On cherche & définir 1'aire k-dimensionnelle Lk(f) d'une surface f de dimen-

sion k .

Rappelons tout d'abord la définition des mesures k-dimensionnelles de ﬁn s

1. Rappels sur la mesure de Hausdorff.

Les résultats qui suivent sont démontrés dans SAKS [20], chapitre II). Soient
E un ensemble, m une application : %BE) - E+ » croissante, dénombrablement
sous-additive, telle que m(@) = O . Un ensemble X CE est dit m-mesurable si,
pour tout ACE ,ona: mh) =m(AnX) + mA nCX) ; on montre que ces ensem~
bles forment une tribu, et que, sur le clan des ensembles m~mesurables X tels
que m(@) < + ®», m induit une mesure au sens ensembliste habituel, p , les
ensembles m-mesurables et up-mesurables étant les mmes. Enfin on dit que m est
réguliére si, pour tout A CE , il existe X m-mesurable, A CX CE et
m(d) = m(X) ;5 si m est régulidre, elle colincide avec le prolongement extérieur
de p « Si E est un espace uniforme et m une "mesure extérieure de Carathéoday
sur E ", c¢'est-d-dire une application : P(E) - E y croissante, dénombrablement
sous~additive, vérifiant m(A UB) = m(A) + m(B) lorsque A et B sont "&loi-
gnées" dans E (i, e. telles que C(A x B) soit un entourage de E ), tout en~
semble fermé F qui est intersection des Vn(F) pour une suite dlentourages
(Vn) de E , est m-mesurable (en particulier tout quasi-compact fermé de Baire
est mesurable, toute fonction uniformément continue est mesurable) 3 si E est
un espace métrique, tout ensemble analytique est m-mesurable. Le prolengement
extérieur définit une bijection des mesures régulidres de Carathéodory, sur les

esures sur un clan complet C de E , tel que, pour tout fermé F possédant la
propriété ci~dessus, A € C entratne ANFeC,

Soient E un espace métrique, d sa distance, ¢ une fonction @ R - R y
~ T 24

by

croissante, continue 4 gauche et nulle & 1l'origine. Soit ACE ; pour ‘tout

e >0 , soit és(A) la borne inférieure dans E+ (pour toutes les partitions
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dénombrables (Ai) sy de A, telles que le diamétre 6(Ai) de chaque Ai soit

< &) des nombres (q;(é(Ai))) 3 lorsque € -0 , on pose ¢
ieN
&(A) = lim & (L) = sup e () .
-0 e-0

® est une mesure de Carathéodory sur E , régulitre si ¢ est continue ; elle
vérifie la propriété "de Kolmogorov" : s'il existe une rétraction de A CE sur
BCE , alors ®(B) < ®(4) . Lorsque ¢(r) = ok a (k) r ( ¥ entier positif,
a(k) mesure de Lebesgue de la boule unité de B:k pour la norme euclidienne),
® est appelée mesure k-dimensionnelle de Hausdorff ; sur ﬁk s €lle coincide
avec la mesure de Lebesgue j; on la notera H‘E sur ﬁn . KOLMOGOROV [15] a démon-—

tré le théoréme suivant

Les mesures de Carathéodory sur ﬁn , possédant la propriété de Kolmogorov et
égale & 1 sur le cube unité de gk , sont comprises entre deux mesures extré-
males ¢

%E) = o (2 K (r, (6,)))

(pour toutes les partitions dénombrables (G de E et toutes les rétrac-

1) sen
. k
tions 8 Gi—» R) 3

M (E) = inf (B G ()

(pour toutes les rétractions = @ Ek - En y ECn(Ek) ) 5 de plus sur les ensem=

bles E tels que Mk(E) < + » (ensembles dits k-rectifiables) ces mesures coin-

cident toutes avec le nombre J -1 |7, () ax , ob J_ est le vecteur jacobien
n

de la rétraction n supposée injective sur n-l (E) (bien qu'elles ne coincident
pas nécessairement en tant que mesures). Divers procédés pour définir des mesures
k-dimensionnelles dans En sont étudids dans FEDERER [5] j ce dernier donne un
théoréme généralisant le théordme de Kolmogorov & ces mesurese

2. Propriétés de 1'aire d'une surface polyédrale.

Une surface polyddrale f , de dimension k dans gn , €st une applicatien con-
tinue et affine par morceaux d'un polyddre de dimension k dans B_n o On définit
1'aire k-dimensionnelle de f , Lk(f) s de la fagon suivante : & toute subdivision
simpliciale (Si) de P, f étant affine sur chaque Si s on fait correspondre
la somme des aires k-dimensionnelles des simplexes f(Si) s qui est indépendante
de la subdivision choisie et posséde les propriétés suivantes
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- Additivité. - Pour toute subdivision (Pj) de P, fj désignant la surface,

on o ¢

L, (f) = Z Lk(fj) .
J
. n

- Propriété des projections. - Soient (pi) X les projecteurs de R~ sur
1<iLC
NN n

les Ci espaces de coordonnées de dimension k , on a

= (o 0 AR 1 () <ZI'—' L, (p;

1<;.<.‘,k 1<1<C
(on le voit immédiatement en se plagant dans s ® ) mini de sa norme euclidienne)s

-~ Principe de Kolmogorov, - Soient deux surfaces polyédrales f et gs P~ En ’

(s. )ISj <p Une subdivision simpliciale de P , f et g étant affines sur che-
que Sj . Si pour tout couple (x , y) de sommets de la subdivision, on a

le®) - e@| < £ - £()] ,
alors

L(d <L) .

- Semi-continuité inférieure (propriété forte)s - Seit £t P < R" une surface

polyédrale., Pour toui € >0 » il existe un compact K € P , qu'on peut supposer
disjoint du bord de P , et un nombre @ >0 , avec la propriété suivante : pour
toute surface polyédrale g : Q - ﬁn » s'il existe une applicafion continue

3 K-+Q , avec

(sup [£(x) - glp @) |) & ,
xeK
alors
1 - €
—-'k(g) 2 I‘k(f) € L}
(Propriété qui entraine la "propriété faible" de semi-continuité inférieure de Lk

sur l'espace des surfaces polyédrales : P - ﬁn y muni de la topologie de la con-
vergence compacte.)

IEMVE. - Soit h unme application continue : U - Rk (U étant un ouvert de
R ) différent de 1'identité de moins de € . L'ensemble V des points dont 1la
distance & (U es%. >& est contenu dans 1'image de U par h o (Démonstration :
un point x,  V est tel que la boule fermée §(x0 s €) soit contenue dans U ;
on applique le théoréme du point fixe de Brouwer & l'application : x - x - £(%) +
de §(XO s € dans elle-méme ; un tel point fixe y vérifie Xy = £(y) »)
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La propriété en résulte ; on se raméne successivement :
- au cas ou f est affine injective d'un simplexe de dimension k dans En .

- aucas n =%k, en projetant g sur le sous-espace de ﬁn engendré par le

-1
simplexe image de f au lemme, en composant avec f .

3. Définition de Lebesgue de 1l'aire d'une surface & bord dont la variété source est

triangulable.

Pour obtenir une aire prolongeant l'aire des surfaces polyédrales, semi-—continue
inférieurement et invariante par équivalence des surfaces, LEBESGUE a donné la

définition suivante :

Définition. — Soient : f une application continue d'une variété & berd trian-
gulaire V de dimension k , dans R® ; (g 1a famille des surfaces : V- R" ;
(P , ¢) 1la famille des couples d'un polyédre P , et d'un homéomorphisme ¢ de
P sur V (famille non vide puisque V est triangulable). L'aire de Lebesgue est
définie par la formule :

inf (g © ¢)
(g,P;(p) Lk
e-0
g o ¢ est affine par morceaux sur P , et (sup |g(x) - f<e

xeV
Cette définition est justifide : en effet, d'aprés le théoréme de Stene-Wederstrass,
pour tout €& >0 , il existe une applieation affine par morceaux : P - ﬁn , ap-
prochant f o ¢ & moins de € ; d'aprés la propriété forte de semi~continuité in-
férieure citée plus haut, la définition cofncide avee la définition précédente sur
les surfaces polyédrales. L'aire de Lebesgue L, est invariante par équivalence
des surfaces (évident) ; de la propriété faible de semi-centinuité inférieure citée

plus haut, on déduit la propriété analogue pour l'aire de Lebesgue.

FEDERER ([6], p. 334-335) a démontré le résultat suivant : soit f wune surface @
P ﬁn , P étant un polyddre de dimensien k (resp. f étant de la forme
(x, g(x)) , P étant contenu dans ﬁk et g é&tant une application continue :
P ﬁn'k )« I1 existe une suite (fq) de surfaces polyédrales : P - En (resp-
et on peut suppeser que fq est de la forme (x , & (x)) ) convergeant uniformé-
ment vers f et telle que 1l'on ait

%—j;i Lk(fq)) = L (f) .
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De ce résultat, on déduit immédiatement la propriété de semi-continuité forte

telle qu'elle a été énoncée plus haut.

Ltaire de Lebesgue posséde les propriétés suivantes, démontrées dans FEDERER
([6] et [7]) =
n .
~ Additivité. - Elle s'énonce, pour une surface £ : P-+R (P polyddres),

comme pour le cas des surfaces polyédrales.

- Propriété des projections. — Soit f une surface : V -+ En s telle que 1'image
fV) soit de mesure (k + 1)-dimensionnelle de Hausdorff nulle, ou que k<2 .

Soient (pi} 1<‘<Ck les projecteurs de En sur les espaces de coordonnées de dimm-
Is
i<y,

sion k « On a

L, (£) sZ”_:k Ly (p; © 1)) .

1IKC |

- Principe de Kolmogorov. - Soient f et g deux surfaces ¢ V -»En o Stil

existe une rétraction ¢ : £(V) » R" , telle que g=¢ o £ , alors

Lk(g) < Lk(f) o (Pour la démonstration on utilise un résultat (MICKLE [17]) selon
lequel une rétraction d'une partie de ﬁn dans ﬁn peut se prolonger en uns
rétraction : Qn - ﬁn 3 la propriété est alors immédiate & partir de son analogue
pour les surfaces polyédrales.)

-~ Valeur pour les applications lipschitziemnes. = Soit f wune application lips-

lipschitzienne d'un simplexe S dans En y €t soit J (x) le jacobien en x de
f 4qui est un k-vecteur défini presque partout), alers

Ly (£) =/S 7G| ax .
Remarques.

(i) Le probléme de 1'unicité d'une application : C(P , ﬁn) - E_'_ (P polysdre
de dimension k ), cofncidant avec l'aire des surfaces polyédrales, semi-continue
inférieurement pour la norme de la convergence uniforme, et vérifiant les proprié-
tés d'additivité, des projections et de Kolmogorov a été résolu négativement dans
le cas général ; on ignore sa solution dans le cas k=2, n=3 . (Pour k=1,
il est évidemment résolu affirmativement.)

(1i) A propos de la propriété de la proj ection, il est nécessaire de remarquer
que, d'aprds BESICOVITCH [2], il existe des surfaces ¢ V - ﬁn dtaire finie et de
mesure de Lebesgue non nulle dans ﬁn y Mme quand k=2, n=3, ce qui ne se
produit jamais quand k = 1 . En effet, dans ce dernier cas, on parvient & relier
la longueur & la mesure de Hausdorff par la formule
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L, (f) = /Rn N (%) dHIl1 (x) ’

N(x) désignant le nombre (éventuellement + ) de solutions de 1'équation
£(y) = x (FEDERER [6]).

4. Définition de 1'aire de Lebesgue d'une surface sans bord lorsque la variété

source est triangulable.

Soient ¢ f une application continue d'une variété V triangulable, de dimen—
sion k , dans En 3 (P, 9 la famille des couples d'un polyédre P et d'une

injection continue ¢ 3 P =V . On pose
L(8) = (sup L(foe) .
(P;(P)
D'aprés la propriété forte de semi-continuité inférieure, 1l'aire d'une surface

dbord £f¢ V -)ﬁn est égale & l'aire de la surface sans bord f£/(V = V) :
(W - ) R", ce qui justifie la notation employée.

Pour cette notion, on a des propriétés de semi-continuité inférieure, des pro-

jections, de Kolmogorov, qui s'énoncent comme pour les surfaces & bord.

5. Enoncé de la caractérisation de Federer des surfaces & bord d'aire de Lebesgue

finie.

Le résultat obtenu est relatif aux surfaces & bord f : V - ﬁn (V de dimen—
H?l (f(V)) =0 . D'aprds la prapriété des projections, on
peut alors se ramener au cas k = n . FEDERER, dans [6], définit la multiplicité

sion k ) telles que

combinatoire M(x) en x € Ek d'une surface a bord £ : V- ﬁk y de la facon
suivante : pour tout ouvert U de ﬁk , relativement compact et connexe, et pour
toute composante comnexe C de £ -(U) , D(f , U, C) désigne le degré de llap-
plication f/C (eu sens de la topologie algdbrique) ; on pose alers

MU) = 2 (D(f,U,C)) et Mx = sup M(U) .
(©) x€U

Le résultat est alors le suivant @

TIIﬁORﬁbE. -~ Pour que la surface a2 bord £ 3 V ~» gk ait une aire de Lebesgue

finie, i1 faut et il suffit que J/ i M(x) dx soit finie ; on a alors
R

Lk(f) =/Rk M(x) dx .
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Remarquese

(i) pans [7], FEDERER a défini d'une fagon générale la multiplicité de
f: Vv AIEP en x e‘ﬁé , et obtenu un résultat analogue (en remplagant la mesure

de Lebesgue par la mesure de Hausdorff).

(ii) La multiplicité de Federer coincide avec celle de Banach dans les cas
(k =1) et (£ 1lipschitzienne, k quelconque).

Deuxiéme partie

. . R s n
Fonctions numériques & variation bornée sur un ouvert de R

On se place d'abord dans le cadre de la théorie des distributions ; pour les
définitions et notations, on se référe aux livres de L. SCHWARTZ ([21] et [22])-
On utilisera, pour 1'interprétation de certains résultats,les définitions et nota~
tions relatives aux espaces vectoriels topologiques et bornologiques (evtb), étu-
diées dans un Séminaire & 1'Ecole Normale Supérieure, sous la direction de
C. HOUZEL (non publié).

Soit E un espace vectoriel sur un corps valué k , complet, non discret. Une
bornologie sur E est une famille de parties de E (dites bornées) , stable par
réunion finie et inclusion, somme et homothétie ; elle est de type convexe si
1tenveloppe disquée d'un borné est bornée. La catégorie (evb) des espacec vecto-
riels bornnlogiques, a pour objets les espaces vectoriels munis d'une bornologie,
pour morphismes les applications linéaires bornées (i. e. telles que 1'image de
tout borné soit bornée). Une topologie et une bornologie sur un espace vectoriel
E sont compatibles, si les voisinages de O absorbent les bornés, et si 1'adhé-
rence d'un borné est bornée ; la domnée d'une topologie et d'une bornologie com-
patible définit sur E une structure d'espace vectoriel topologique et bornolo~
gique. La catégorie (evtb) a pour objets ces espaces, pour morphismes les appli-
cations lindaires continues et bornées. Un evtb est dit de type convexe, si sa

topologie est localement convexe et sa bornologie de type convexe.

Un evtb est dit séparé (resp. quasi-complet) si sa topologie est séparée (respe
et si tout borné fermé est complet). Le foncteur d'implusion des evtb sépards
(resps quasi-complets) dans les evtb admet un adjoint noté E ~ E (resp.

E ~~ E )s (Séminaire Houzel, chap. I et IIy)
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Le dusl d'un evtb E est llespace E! des formes linéaires sur E , continues
(=> bornées) , mini de la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de
E , et de la bornologie des parties dquicontinues ; c'est un evtb de type convexe

et quasi-complet (Séminaire Houzel, chap. I et III).

Le produit tensoriel E @ 1o P de deux evitb de type convexe E et F , est
ltespace E @ F muni de la structure d'evtb de type convexe la plus fine rendant
continue et bornde la forme bilindaire canonique ¢ Ex F-E@F .« 81 k=R,
on définit 1llespace Eh (E) , des classes de fonctions intégrables sur un espece
mesuré (T , p) & valeurs dans un evtb de type convexe E , comme le séparé de
Itevtb Sl (E) défini de la fagon suivante : un élément de 21 (E) est une fonc~
tion f , pemesurable ¢ T » E , telle qu'il existe. au moins une jauge p d'un
borné, avec p¥(p o f) < + w ; la topologie est définie par les semi-normes
p*(q o f) ot q est une semi-norme continue sur E ; la bornologie est définie
per les semi-normes p* o f) oi p est une jauge de bornée. On a slors un iso-
morphisme canonique L (E) X ! ) tbe (Séminaire Houzel, chape IV). Ensuite on
appliquera les résultats obtenus & 1'étude de 1l'aire des hypersurfaces non para-
métriques, d'aprés KRICKEBERG [16].

1. Espace des fonctions & varidtion barnée.

Cadre. - Soit Q un ouvert de En . Dans la catégorie (evt) (respe (evtb)) un
espace de distributions sur Q est un monomorphisme it E -®'(Q) ; un mono-
morphisme d'inclusionde i : E +®! dans j ¢ F-0!' est un morphisme de
(evt) (resp. (evtb)) k : E->F , telque i=j ~ k (k est donc unique et
injectif). Soient i : E-+®' et j : F-0®' deux espaces de distributions
(dens une des catégories (evt, (evib)) ; (Dk) <km ® dérivations dans Q 3
1l'espace des distributions de E dont les dérivées Dk sont dans F et la limite
projective (G , p , (qk) lskgu) du diagramme

1
E o
I >
p/
o D, .
q\ - v
kg J > O 1<k<m

1 o p est un espace de distributions. L'espace des fonctions dont les dérivées

d
(B—-Xk) IQgn  Sont dans Q) (espace des mesures sur Q muni de la topologie fortd):

il est donc muni de le topologie la moins fine rendant continues 1!inclusion dans
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Q' () et les dérivations dans M(Q) ; en particulier il est localement convexe
et complet. D'aprés (SCHWARTZ [21], chap. VI, § 6), il posséde les propriétés

suivantes ¢
n
- il existe un monomorphisme d'inclusion : BV(Q) -~ L?.oc @ pour 1<p<——7°
Autrement dit BV(Q) est l'espace des distributions de Lgoc dont les dérivées
sont dans TYE) ; en particulier c'est un espace de Fréchet ([21], théoréme XV).

- le morphisme (§~) ke 98 BV (Q) dens ME@)® est strict ([21], remar-

"

que 2 suivant le théoréme XV).

n
- tout borné de BV(Q) est relativement compact dans L%I).oc (1gp< h_-_T)
([21], théoréme XVI, et remarque suivant le théoréme XVII) ; en particulier 0!

et les Lgoc (1 € p< =29 induisant sur les bornés de BV(?) 1e méme topo-

n
lo gie .

Remarque. ~ On peut déduire trés simplement ces trois résultats, dans le caw
p=1 (de beaucoup le plus facile, mais dont on peut se contenter dans la suite)
du lemme suivant (de GION:I[14], lemme 1) 3 soit f une fonction numérique de
classe C' définie dans wn cube K de En y de cbté L 3 si

/K f(x) d&x =0 ’
on a 1'inégalité s

)
fy 18] ax < n e Uy lafx;l ax)

(cfe troisiéme partie, reparque 1 précédant le n°® 2).

FEDERER et FLEMING ([10], théoréme 6.4) ont démentré que le premier résultat

ci-dessus est valable pour p = (mais non le treisidme). On va donner de

ne-1
ce fait une démonstration plus élémentaire que la leur, copiée sur de GIORGI

([13], théordéme 7).

LEMME. - Soit ¢ une fonction numérique définie sur ﬁn s localement lipschi~
tzienne et nulls & 1'infini. Soit K un compact : si ¢(x) 21 sur K, on a:
(“(PK“n/ (n-l)) < cn-»“grad tp“ y OU . est une constante ne dépendant que de n »
(Remarque : la démonstration ci-dessous donne . =% 3 d'apres FEDERER et FLEMING:
la meilleure possible est n~(a(a))"/® (ddduite de 1'inégalité de Brumn-

Minkowski) ) «

Démonstration 3 on va procéder par récurrence sur n en démontrant 1'inégali®é
sous la forme
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- o)
(‘/K ax) (n. 1>/n$ %/ﬁn (s;p |3-(£xi-{-l) dx .

Le lemme est évident pour n = 1 . Supposons le vrai peur n, et écrivons un é1é~

ment de ﬁml sous la forme (y , z) € En x R « Posons @

Ky = prE(K n @y}l xR) ; K = ern(K n ®" x{z]) ;

~

kK, ={ye R® | K, est de mesure non nulle} .

Pour presque tout z€R , K n CKl est de mesure nulle (en effet K n C(K1 xR)
est de mesure nulle).

D'aprés le théoréme de Fubini, on a les deux indgalités @

9 o
hfgn*l (ow I5E) x>/ ol n (20 ) o)

Kk<n+ 1<kn
0
v 12/ a5t ) .
B
La premiére inégalité et lthypothése de récurrence entrainent
I
La deuxidme inégalité et le lemme pour n = 1 entrainent

I
52/1{1 dy Z/Kz dy

pour presque tout 2z . D'ol, en combinant
-(n+1)/n (n+1)/n _
2 I ;/ﬁ dz (,/Kz dy) = [K dx .
Q. E. D.

/Z N\
THEOREME (FEDERER et FLEMING). - Soit E une distribution sur R° mulle & 1'in-
fini, dont les dérivées partielles sont des mesures bornéese Alors T € Ln/(n—-;.\)
et on a 1'inégalité

il oy < oy lleesa 7l

(la notation || || désignant la masse totale d'une mesure scalaire ou vectorielle).

Démonstration. = Supposons d'abord que T soit une fonction lipschitzienne a
support compact. Pour tout @ >0 , posons ¢ T, =T tronquée entre = a et a

8@ = Ml ) v = lersa Tl Ky=¢ (e, S0 .
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Les fonctions u et v sont croissantes, absolument continues et nulles & 1'ori-

& esque partoute Or :

gine : il suffit donc de montrer 1'inégalité R

- d'une part pour tout h >0 , on a

ula + h) <ul@) + h“tPKaHn/ (n-1) ’

dono ¢ %S “‘PKO_”n/(n—l) presque partout ;

~ d'autre part, d'aprés le lemme, pour tout o >0 et tout k, O0<k<ga,
on a

log U oy < =822

(en effet pour presque tout x € ﬁn s

grad Ta = grad Ta—k y ou grad Ta-k =0 ’

done
lgrad T | - |gred T, | = |gred(ty - T, )|

d?nc HtpKall n/ (n-1) < %ZT presque partout. Ces deux inégalités démontrent le théo-
reme dans ee cas.

S4 maintenant T est localement lipschitzienne et nulle a 1'infini, en appli-
que le résultat précédent aux fonctions (T - oc)+ pour o >0 , et an applique
le théoréme de Beppo Levi quand a tend vers O .

Dans le cas général, on régularise par une suite (cxp) de fonctions de ® , & .
support tendant vers O , positives et d'intégrale 1 . Pour tout p, T % ap €EB
(SCHWARTZ [21], chap. VI thésréme XXV), donc d'aprés le résultat précédent

T % ap € Ln/(n-l) et HT 4 ap“n/(n—l) £ cn.”grad(T % ap)“]_ N

Or : la régularisation n'augmente pas la magse totale, donc

lgrad (T = ap)H1 < llgrad i ;

autrement dit la suite (T # ap) est bornée en norme dans Ln/ (n~1) pat

cn“grad TH o« Camme elle converge vers T dans @' , que la boule wité de Lp
est compaete dans ®! ur p>1 et que la convolution est continue ¢

Pl P 1/ (re-1) - n/ (n-1)

LY x + 1"y, TEL y T x ap converge vers T dans L et on a

Il ogy § egelleraatll

D'aprés ce théaréme, l'espace des distributions nulles & 1'infini dent les
s . 1
dérivées sont dens M egt isomorphe (comme evt) & 1l'espace des distributiens de
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n/ (n~1) dont les dérivées sont dans JIL ; ce dernier est un espace de Banach.,
Le théoréme e st également vrai dans un ouvert (@ de R (évident) .

. n-1

De ce théoréeme on déduit un monomorphisme d'inclusion : BV @ - L%c( )(Q)
En effet la multiplication (@ ; T) »aT ¢ & x BV » BV est continue, et BV
posséde la propriété d'approximation par troncature ; il suffit alors d'appliquer

cette dernidre propriété. (D'une facon générale, soit un diagramme 3

E = > 01 \
p /4
G D
qk\.,[
si ®+E et ® »F , alors ® » G ; side plus E »F ; et si la multiplication
(@, T) »aT est ® xE-+E et O x F»F , et continue (resp. hypocontinue),

k

F J 50! 1<k<m

alors elle est ® x G -+ G et continue (resp. hypocontinue) 3 si de plus E et
F possédent la propriété d'approxn.matlon per troncature, il en est de mfme de
G )

2+ Structure des fonctions dont certaines dérivées partielles sont des mesurese

Rappelons le théoréme suivant (SCHWARTZ [21], chap. II, théoréme VI) : pour que,
dans R" considéré comme le produit ﬁn x En—m y le systéme d'équations dans

AN %‘; = Sk (1 £x<m , d'inconnue T ,; admette au moins une solution, il

fout et il suffit que les S, vérifient la condition de compatibilité s

k

bSk oS )

B‘fc— = xl;' °
THEOREME (KRICKEBERG [16]). -~ Pour que dans R = R x R , le systéme d4'équa~
tions compatible dans ®' a—x-k- b (< <m d'inconnue T , o les Fye

sont des mesures sur _11 » admette au moins une solutlon dans L (R ) , il faut
et il suffit que la mesure de Lebesgue dans R soit pseudo—lmage (par la pro-
jection) de chaque mesure My o

Démonstration. — La condition est nécessaire : bornens-nous awm cas o T a un

support compact K (dans le cas général, soit x € En 3 on tronque par a € ®
égale & 1 au voisinage de x ; aT est & support compact et (au voisinage de

x)
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S;%k-(aT) ) T + a(g—

. . n
différe de p, d'une fonction). Soit € > 0 arbitraire, choisissons ¢ € 8(R) ,
a valeurs dans -1, + 1) telle que H(p)ik - |pk!|< & 3 posons

Y—Supl \ >

On va montrer qu'étant donné un compact X, € R négligeable pour la mesure de
Lebesgue, en posant L, = pr m(K ) ,ona l/ tpdp.kl € , ce qui démontrera
R

o~

le résultats Pour cela on choisit un ouvert £, de ™™ , contenant K, et tel

que

J -1 d(h"-kl) S% ’ /Q dz < -Z—WTHI i

Tre)

Sofent : ¢ une fonction de OR™™) égale d 1 sur K , & valeurs dens (0 , 1)
et & support dans @ ; y la fonction de (D@n) : (y,2) -0y 2z)ep(z) « On

le od = /1 x5 1or xdid <53 \/ﬁn Xl =1/ %xidx{

1
<
=3
I
S
&
A
o[

La condition est suffisante : soit H 1'espace vectoriel (sans strueture) des
mesures sur ﬁn possédant la propriété : d'aprés le théoréme de désintégration
des mesures, c'est l'espace vectoriel sous—jacent 3 Lioc (z) (" (y)) (= séparé de
1'espace des fonctions localement intégrables & valeurs dans 1l'evtb des mesures sur
ﬁm s muni de la topologie faible et de la bornologie de 1'équicontinuité). En fait,
on va construire un projecteur p , de l'espace vectoriel E des distributions

sur En dont les dérivées (aik) t<ken sont dans H , dans l'espace vectoriel F

des i‘onctions possédant la méme propriété, tel que 1l'on ait °op = y et
BTck" B"'
que ('53:1—{)1Sk$m soit injectif : F >H" . Dans le cas m=nt E = BVER) ; sqit

¢ une fonction de (D(_Iim) d'intégrale non nulle, le projecteur

Q8 T (T~ (T, ¢) posséde la propriété, et de plus (Fafk-) ke Géfinit un

isomorphisme dtevt de Fy = q (BV @m)) sur 1'image M du morphisme
3 . m
('a_g) 1$k$m ¢ BV (B;m) g (m(ﬁm)) .

I1 s'ensuit que, par cet lsomorphisme, les bornés sont homologues, et que, sur un
couple de bornés homologues, les topologies induites respectivement par thoc (‘I_I__m)
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et par (Jmc@xn))m sont isomorphes. (Evident, car ce sont les topologies induites
respectivement par ©! et o™ y et la dérivation est un morphisme strict
o - 0™y

Cas général. ~ Deux remarques préliminaires s

(i) © a un ensemble dénombrable partout dense, donc le morphisme canonique
L (m;’) -’L (@' est injectif ;

1 o 1 1 -0 2 1
Lz(ﬁ):;’) c LZ((D;) , LZ((D;) ..@yg,Lz

stenvoie par un monomorphisme dans @gf(@é) =@ @n) .

1
= @;(LZ)

(ii) S1 E est un evtb de type convexe, l'espace vectoriel bornologique sous—
jacent a it (E) ne dépend que des bornds de E et de la topologie induite par

E sur ces bornés.

De la remarque (i), on déduit que %—_ (z) (Mc si T wvérifie les con—
ditions de 1'énoncé (il suffit de relever dans ﬁ (Z) ((M;)m) ) et de vérifier
que l'application obtenue vérifie, pour presque tout %z , les conditions de compa-
t1bilité) 3 on reldve par 1'isomorphisme Fy > M, et on applique la remarque (ii)

pour voir que le relévement définit un élément unique de

1O =L @)

enfin, par la remarque (i) on vérifie que cet élément f est bien tel que
bf
g~ e

En passant, on a démontré le corollaire suivant :

oc ) h

. 1 n of . .
COROLLAIRE, = Soit f € Eloc (R")- . Pour que ?;i- soit une mesure, il faut et il

suffit que, pour presque tout (%, , «ee , xn) € ﬁn-l , la fonction

X > f(x1 s X5 5 0se xn) soit égale presque partout & une fonction localement
& variation bornée, et que, pour tout compact K c R , la variation totale de
cette dernidre fonction sur X soit par rapport & (X, 5 ooe xn) s localement
majorée par une fonction intégrale. Cette propriété caractéristique des fonections
localement & variation bornée sur En a été utilisée par TONRLLI (1926) pour
démontrer le théoréme qu'on va donner dans le numéro suivants

3+ Etude de 1'aire des hypersurfaces non paramétriques.

Soit Q wun ouvert de ﬁn 3 notons Byl Q) 1l'espace des distributions sur Q
dont les dérivées partielles du premier ordre sont dans nt ) (espace de Banach
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des mesures borndes sur 0 ), qui est normable complet ; ses éléments sont appelés

fonctions & variation bornée.

THEOREME (KRICKEBERG [16]). = Si Q est de mesure de Lebesgue finie, pour que
1l'hypersurface définie par f : Q -+ R ait une aire de Lebesgue finie, il faut

et il suffit que f € Byt () ; dans ce cas, on a la formle

1,0 = 10 1, » o

le deuxiéme nombre désignant la masse totale de la mesure ((%%{-(x))l%n , dx)

A n+l : :
sur € , & valeurs dans R muni de la norme euclidienne. (Dans le cas ou f

est localement lipschitzienne, cette formule redonne la formule classique

L(f)..[\//1+X:( )2 dx )
i<ken %y

Démonstration. ~ Q étant quelconque, si T € @' () , & chaque a e X, (@ on

peut faire correspondre

0p
= N 1y)3)1/2
V(@) ((pjt;lj{ (112—1—:-:-‘ ((f o 0y @07 - «r , =N

pour toutes les familles finies (o, )1<i<r de fonctions de ®(Q) telles que
Z— [cpi(x)l a(x) ; pour que V(@) < + o pour tout a & X, @ , i1 faut et i1

\\

suffit que T € BV(Q) , au quel cas v est la variation totale de la mesure
((%f-;k‘-)l w<n dx) . De mfme si on remplace o par 1 » pour que le nombre £(T)

donné par la formule précédente soit < + o , il faut et il suffit que Q soit

de mesure finie et que T € Byt (@ , au quel cas £(T) est la masse tetale de la

mesure V . Par suite (en supposant désormais Q intégrable), £(T) est une ap-

plication ®' (9 -ri_ , semi-continue inférieurement (sup. de fonctions continues),

qui fournit la caractérisation de 1'énoncé. On montre ensuite un lemme ¢

IEMME. - Soient € un nombre positif, a € ® L) 3 support dans B(0 , €
(boule ouverte de rayon € ), et d'intégrale 1 3 Qe: l'ensemble euvert des x
tels que B(x , €) c Qv” T, la distribution T » a dans Q‘S «0Ona B(Te) < (D).
(En effet, en posant a(x) = a(x) , on sait que pour tout couple (S , Pen x0,
on a

(Swa,e)=(s,adxq) 5

d'autre part, pour teute famille (cpi) 1cicp G€ fonctions de © (Qe) ,0on 8
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-~ v
&*(pie@(n),z___la*q)] OL*Q_M)iD, et /(O(.s’zq)i) dx:/tpidx .
I<igr
come 0 <f<1 dans Q entratne 0 < (@ % f) <1 dans Q fe® , on véri-

fie immédiatement 1!'inégalité.)
I1 reste & voir que Ln(f) = 8(f) quand f est continues
Ln(f) > £(f) : il existe une suite (Pq R :E'q) de polyedres Pq s avec
P cP?P
q

(o]
q+l et U Pq =Q »

et de fonctions fq continues, affines par morceaux sur Pq s convergeant uni-

formément sur tout compact vers f , avec

1imL_(f) =L (f) .
q—-)oo n-q n
Pour tout nombre r < L(f) , il existe 9% tel que E(f/P ) >r (pour toute
%
famille filtrante croissante (Qi) d'ouverts, de réunion Q , on a
V(@ =sup (V@))) 5
i
[e]
sur Pq ’ fq tend vers f au sens des distributions done
0
£(f/P_ ) £ lim inf E(f /P ) = lim inf L (f /P ) € liminf L. (f) Ln(f) .
qO Q=00 0 g~ 0 Qo

L, (f) £ £(f) : on régularise f par une suite (otq) de fonctions choisies

come dans le lemme avec &, - 0 , soit fq =f % % définie sur Qe « Pour

q
tout compact K € Q, il existe g ¢ (a >qy) => f, est définie sur K et

converge uniformément vers f sur K ; comme fq e &) . ﬁ(gq) = Ln(fq) dtaprés
la premidre partie : la semi-continuité inférieure de L entratne done
L, (f) < 1im inf L, (f) £(f) .
Qo

Q' E. D.

Remarque. - On peut construire 1l'aire de Lebesgue des hypersurfaces nen para-
métriques de facon autonome d'aprés les résultats de FEDERER énoncés dans la
premidre partie. On obtiendrait la définition suivante : soient f s Q -R ;
(P, g 1la famille d'un polyédre P c Q , et d'une application gt P =R,
continue, affine par morceaux

L (f) = 1lim ( inf L (2) .
n ;_;g ®,9 | (QeCP) et]isugl £ (%) ~g(x) |<e)
XE
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D'aprés cette définition, le théoréme précédent repose sur la validité pour les
fonctions lipschitziennes de la formule
L@ =V &2
1<k<n xk
laquelle résulte de l'existence d'une suite (Pq ’ fq) d'approximations polyé~

drales de f avec la formule

2 .
YA \/1 +f<_£<71 ("k) "ii?LLn(fq)

(3 cause de la semi-continuité inférieure de £(f) . Ce dernier résultat est
trés facile & établir directemente On trouve un résultat beaucoup plus fort dans
WHITNEY [23], p. 293, lemme 4 A, de sorte qu'en fait la théorie qu'on vient d'dx-
poser est indépendante des résultats de la premiére partie qu'on & admis.

Troisieme partie

Structure des ensembles de périmétre fini,

Un ensemble E contenu dans un ouvert Q de ﬁn » et mesurable pour la mesure
de Lebesgue, est dit de périmdtre fini dans Q si @ € BV Q) o Le périmdtre de

E est défini par la formule P(E) = llerad (PE” ( grad e étant & valeurs dans

gn muni de la norme euclidienne).

On dit qu'un ensemble E C Q est localement de périmdtre fini si ¢p € V(D .
Un ensemble localement de périmdtre fini, et relativement compact dans Q , est
de périmetre fini (la mesure grad ¢, étant portée par E )+ Les ensembles de
périmétre fini (resp. localement de périmdtre fini) forment un clen swr Q « (En
effet BV(Q) est réticuld, d'aprés 1'inégalité |grad(|f|)| < |grad £f| qu'en
obtient par régularisation & partir de 1'égalité |grad(|f|)| = |erad £f| valable
quand les dérivées de f sont des fonctions) : en particulier pour qu'un ensem-
ble E soit localement de périmdtre fini, il faut et il suffit que, sur tout
compact de €, il ait mdme trace qu'un ensemble de périmdtre fini.

lo Exemples d'ensembles de périmdtre fini.

La formule de Gauss-Green fournit les exemples les plus simples ; d'aprés l'ex—
posé de cette formule de Whitney ([23], p. 94-103) et le théoréme de Kolmogorov
sur les mesures k-dimensionnelles de B_n s on a les résultats suivants ¢
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(i) Un ensemble E de En , dont la frontiére est un polyédre de dimension
(n - 1) , est de périmdtre fini, grad ¢ étant le mesure - v (x) Moy (%)
( v(x) = vecteur unitaire de la normale orientée en x & E si xe€ fr@E) , =0
si x¢ fr(E) ; M _, = mesure (n - 1) -dimensionnelle)« On déduit de 14 un exem-
ple tréas général :

(ii) Soit E cC Q tel que, sur fr(E) , la mesure de Hausdorff induise une mesue
de Radon. Alors E est localement de périmdtre fini (ce résultat sera précisé

dans la suite).

(Démonstration : on va montrer que si E C ﬁn et est relativement compact, il

existe une congtante K tellie que

A

llgraa ‘PE“ K-J“Ii:"l (fr (E)) -

Sotent M >H''(Fr(E)) et >0 : il existe une partition de fr(E) , qulon
peut supposer finie (fr(E) étant compact), en ensembles (Ai) 1<i<q de diamdtre

< & , telle que.
T M- 1). (6@ )* e
1<i<q .
I1 existe une constente k >0 (ne dépendant que de n ) telle que tout ensem-
ble de R de diamdtre < O soit contenu dans un polyddre de diamdtre < 20
et d'aire < 1. 8871

A; , et on considére liensemble E u ( U Pi) : sa frontiére est un polyedre
l<i<q

. Pour chaque i , on construit un tel polyedre Pi contenant

n-1
. 2 kM .
contenu dans U fr(,) done d'aire < —-(-——17 s il contient E et en dif-
1Si.$q ( i b4 aln - b
fére d'un ensemble de mesure < 2n. aan — .M. Donc il existe une suite de polyée-

n-1
dres dtaire bornée par E('ITTI'{% et convergeant en mesure vers E , ce qui montre

n-1
, ~ K
le résultat avec K = &= )e
(1ii) On a le lemme suivant @

IEMME 1. - Soient f(xl s oo xn) une fonction de classe C1 définie sur Q,

La distribution grad ¢, de Q x R est une mesure, image par y -~ (v, 2(5)
hig

de la'mesure ((%;:— y oos g %'f'c- - 1)) dy ; par suite catte mesure est égale &
1 n

- v(® Mx) (v = vecteur unitaire de la normale orientée en x & E si
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xefr{E) , =0 si x¢ fr(E) . On peut remplacer la mesure maximale M _, de
Kolmogorov par toute mesure (n - 1)-dimensionnelle). (Pour la démonstration, cfs
WHITNEY [23], p. 96, lemme 12 A ou faire un calcul de distributions.)

De fagon analogue, on ramene 1'étude de l'aire d'une hypersurface non paramé-
trique f(x; , ooo , X)) définie sur Q , & 1'étude de 1'ensemble

E:{(xl,ooe ,Xrl,xn"'l)EQx&‘xn+1$f(xl,too ,Xn)} .

Pour que E soit de périmdtre fini, il faut et il suffit que f soit d'aire
de Lebasgue finie auquel cas on a P(E) = Ln(f) o (Par régularisation, et an ap-
pliquant le lemme 1, on obtient P(E) £ L, (f) 5 d'eutre part soit g 1la fonction
(X, 5 oo 5 X, s xn+l) S NI £ SRR PP xn) tronquée entre 0 et 1 ; d'a-
prés les résultats de la deuxiéme partie “grad gH = Ln(f’) s et on a

1
g(xl 5 oec xn > xn+1) =/O LPE(Xl 9 ooe Xn ) Xn+l + 't) dt ?
dtou immédiatement Ln(f) < P(E) ) Pour que E soit localement de périmdtre
fini, il faut et il suffit que f e BV(Q) .

Si f € BV{) et de plus est continue, nu si ses dérivées sont des fonctions,
alors la mesure grad ¢y est 1l'image par y -+ (y , £(y)) de la mesure

(-g%— s s6o g—f-c- , = dy) (ceci n'est pas vrai si f est quelconque ¢ par exemple,
1 n
f n'est pas nécessairement |grad f|-mesurable).

(Démonstration : on peut la faire par régularisation : soient (fq) une suite
de régularisées de f , (Eq) les ensembles correspondants j montrons que

grad P convergent vaguement vers l'image M de (%;fc— g see gé— , = dy) per
q 1 n

3f of
v+ &, £)) 5 s0it py 1image de ((;%; s vee 33% s = 1)) dy per

vy (y . £f(y) . W, converge vaguement vers p quand f est continue, parce
que ¢ » ¢ o f définit un isomorphisme de X(fr(E)) sur %(Q) , quand les déri-

vées de f sont des fonctions, parce qu'il y a convergence fortee. pq ~ grad Pg

q
converge vaguement vers O quand f est continue, parce que fq converge uni-

formément sur tout compact vers f 5 si ¢pe X(QxR) , po £f=0o fq converge

vegs 0 au segs de la topologie forte de ¥X(Q) , les mesures
£ £

(('a-x? o cee 55% » = 1)) dy restant bornées dans M) , si les dérivées de f

dont des fonctions, parce que de toute sous-suite de (fq) on peut extraire une

of . of
nouvelle sous-suite telle que les fonctions 3}13- 9 oo Ecg' s 1 soient majorées
1 n
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en module par une fonction localement intégrable g ;, et que f - fq tende sim-
plement presque partout vers O ; alars (¢ © f) = (p o f) tend vers O sim-

plement presque partout en restant majorée la fonction egale a sup |q>| sur le
X

compact prQ(sup 9 , =0 ailleurs ; donc elle converge vers 0 au sens de
L' (gax) )

Les ensembles de périmétre fini dans ﬁn ont des propriétés globales intéres-
santes, étudiées dans de GIORGI ((137] ; une étude plus poussée, fondée sur le
théoreme principal de de GIORGI ([14]) se trouve dans FLEMING ([11]). Citons les

deux propriétés suivantes ¢

~ 51 E est de périmdtre fini et n>2 , on a 1'inégalité 3
e ( © , 1,08 < (e - CE)YO

( m) = mesure de Lebesgue dans R ) 3 en particulier E ou (E est intégrable
(d'apres le théoreme de Federer et Fleming, il suffit de démontrer cette dernidre
propriété, ce que 1l'on fait par un raisonnement gsemblable (mais plus complique)

a4 celui du lemme précédent ce dernier théoréme) . Certains ouverts de R posseédent
une propriété analogue (existence d'une constante K , telle que, pour tout ensem—

ble E de périmdtre fini dans Q , on ait 1'inégalité

int (m (8) , n C5) < (pENY ™Y

le périmdtre étant pris dens Q ), en particulier, d'aprés FEDERER et FLEMING
([10], pe 6), les ouverts bornés connexes tels qu'il existe une rétraction d'un
voisinage de 0 sur Q (par exemple les ouverts bornés convexes). On peut déduire ‘
de cette propriété la compacité relative des bernés de BV () dens Lgoc pour
1<p<n/(n-1) (cf. de GIORGI [14], théordme I ; FLEMING et RISHEL [12], § 2).

~ Pour tout ensemble E de périmetre fini dans En , 11 existe une suite (Eq)
d'ensembles relativement compacts dont les frontidres sont des polyédres de dimen—
sion (n - 1) , convergeant en mesure vers E avec

P@):hm?@& .

g

-2« Etude locale.

Soient E un ensemble mesurable de En s X un point de ﬁn 3 on cherche a
montrer 1'équivalence de deux netions de normale en x & E lorsque E est de
périmétre fini.
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(1) Au sens de FEDERER ([8]) E admet en x un vecteur unitaire normal n(x ,
si P(x) et N(x) désignant les régions de En délimitées par 1'hyperplan
H(x) perpendiculaire en x & n(x) , P(x) contenant la direction de n(x) ,

on a ¢
limr 2 m (B n P(x) n B(x , r)) = lim 2 n ((EnNx nBx,r)) =0 ;
n n
r-0 -0

n(x) est alors unique. On convient de dire que n(x) =0 en dehors de l'ensem-

ble &, des points oh E admet un veoteur unitaire normal.

(i1) Au sens de de GIORGI ([14]) : a'aprés BESICOVITCH ([3]) et MORSE ([197),

ltensemble &

5 des points x € En y tels que

| grad cpE[ B(x ,r)) >0 pour tout r >0 ’

et que
grad ¢ (B(x , 1))

—

T Terad o5l B&E 5 )

existe et soit un vecteur unitaire w(x) , porte la mesure grad ¢p .

THEOREME (de GIORGI [14], FEDERER [8]). - 5,c 5, avec v(x) =n(x) en tout

x € §, ; do plus la mesure lgrad gp| est égale A la mesure de Heusderff HE'—I
restreinte 4 5, ; enfin il existe un ensemble (n - 1)-rectifiable s contenu dans

1

52 et dont le complémentaire dans 51 est Hz-l-négligeable (ce qu'on exprime

en disant que 3, est H. -rectifisble {of. FEDERER [5]).

LEME 2. - Soit f e BV(En) « Pour tout x e En et presque tout r >0 4 on a

gra.d(f.(PB(xpr)) = f. grad ‘PB (X,I‘) + (pB(X,I') grad f .

(Démonstration 8 on régularise pour obtenir une suite (fq) de fonctions de & ,
convergeant au sens de Ll vers f , et telle que grad fq converge vaguement
vers grad f , et avec

limegrad £ Q) = grad £(Q) pour tout ouvert Q ,
q

Q-0
sur la frontidre duquel |grad f| =0 (propriété immédiates). Soit x e ﬁn H
pour chaque fonction fq , la formile de 1'énoncé est valable quel que soit r> 0.

1
DY
autre part ¢ fq CPB(x,r) converge vers ﬂPB(x,r) au sens de L , donc au sens
de @' - sauf peut-8tre sur l'ensemble dénombrable des r , |grad f|(S(x, r)) >0,
. 1

¢ (x,r) «grad £ converge faiblement dans I vers (PB(x,r) grad f -~ enfin, en

q
extrayant au besoin de fq une suite partielle, on peut supposer que fq converge
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simplement m -presque partout vers f , en restant majorée en module par une fonce-
tion mh-intégrable g >0 ; alors, pour presque tout r , fq converge simplement
et ]gc'ad (PB(x,r)I presque partout vers f , en restant majorée par la fonction

| grad ‘PB(x,r)‘ intégrable g . D'aprés le théordme de Lebesgue, £ gred ¢p(y )
converge fortement vers f grad v (x,r) ° En passant & la limite, on obtient la
formule.)

Notons L(x) 1l'ensemble des r tels qu'en x € ﬁn y On ait la formile du lemme
2, et que de plus |grad (pE\ Sx, r) =0

On va d'abord montrer que $,c & avec n(x) = v(x) en tout x € § o Il suf-
fit de montrer que, de toute suite tendant vers O , on peut extraire une sous-
suite (rq) telle que

limr2m EnP®x nBx,r) = lin r"n.mn(CE AN nB(x, 1) =0
Q- a1 Q- q

(p(x) et N(x) étant les régions de En délimitées par 1'hyperplan H(x) per-
pendiculaire en x & n(x) ). Montrons d'abord que pour toute sulte (r.) @e-
nombres positifs tendant vers O ; les ensembles 'E‘q » intersections de B(x ,.1)
et des homothétiques de F dans 1'homothétie (x , ;—,1-) forment dans BV*@n) mne

sulte bornée. In eflet : ‘ q
LEMME 3.
liminfr-nmn(EnB(x,r))>O; liminfr-nmn(CEnB(x,r))>0;
r-0 0
l-n
limsupr  PENB(x, r)) < +w .
-0

(Démonstration : les deux premidres fonctions étant continues et le troisiéme semi-
continue inférieurement dans JO , »( ,.il suffit de le démontrer pour r € L(x) .

Alors les mesures |grad tpE| et |grad 2 (x,r) sont étrangéres, done
’ .

P(EnBx,r)) = |grad cpEi (B(x, 1) + |grad (PB(x,r)l(E) ;.
dtautre part

n
&rad 95, 5 (v, ) ®") = grad 95 (B(x , 7)) + grad ¢y (2,7) E) =0
(ces deux "égalités par le lemme 2) ; enfin pour r assez petit,

2|erad o5 (B(x , 7)) | > |erad ¢p] B(x , 1))

(parce que x € 5, ). Done

PEnB(x, ) < 3legrad %8 (x,r) | B) < 3uw(n) o2t
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( w(n) = aire de la sphére S(0 , 1) ), d'oy la troisidme indgalité. Par ailleurs
si 1'on pose g(r) = mn(E n B(x , r)) (fonction absolument continue en r dont
la dérivée est presque partout égale & |grad 98 (x,r) | E) ) on obtient, par cette
dernidre :Lnegalrt.e et le théoréme de Federer et Fleming, (g(r)) n-1)/n ggg

done g(r) > ( (en intégrant, puisque g(0) =0 ).

On peut done extraire de la suite (r ) une sous-suite, notée encore (r )
Eq convergeant en mesure vers un ensemble D , et telle que dans mt (B(x., 1)) R

grad (PE converge faiblement vers grad ¢ . On va montrer que
D= N(x) NnB(x , 1) , ce qui entrafnera cette partie du théorsme.

Utilisons le théoréme de la Valléde-Poussin, selon lequel pour toute suite (pq)
bornde dans M- @n) y 11 existe une sous-suite (pq ) convergeant faiblement

vers une mesure H , et une mesure de Radon positive @ , telles que, sur tout
ouvert Q de ﬁn y sur la frontiere duquel a est nulle,

1im Fn Q = p(Q) .
p

En appliquant ici ce théoréme, on voit qu'on peut supposer

lim.grad ¢, (B(x , r)) = grad (pD(B(x , T))
q

Qoo

pour tout r e (0, 1( , sauf les &léments d'un gnsemble au plus dénombrable.
Comme

| grad gaDl(B(x y ¥)) € lim.inf,|grad op | (B(x, 1))
o q
et '
grad 95 (B(x , 7))
Faw TG 7 =~ W
q

lim
q-0 !

pour presque tout r , on a pour ces r

erad op(B(x , r)) = - v(x) |erad ¢p{(B(x , 1)) )
ce qui signifie grad ¢ = - v(x). | » D est done, & un ensemble de mesure

nulle prés, l'intersection de B(x , 1) et d'une région V(x)e(y - x) <a ; dtaprss

le lemme 3, a =0 (parce que x est point frontidre de cette région), donc
D=N(x)nB(x, 1)

On va malntena.nt prouver que tout ensemble <C 3 et 'grad (pEI négligeable
est I-l'n -négligeable ; d'aprés le théoreme de recouvrement de Vitall pour la
mesure de Hausdorff (cf. MORSE [18]), il suffit de prouver le lemme suivant ¢
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IEME 4. - Lim sup rl-nlgrad cpEl (B(x , r)) est swr & supérieure & un nom-
&0
bre fixe >0 .

(Démonstration : soient x € 5 , y la direction de m(x) « On va montrer

0
lim sup rl‘“la—?-l Bx , 1) == 4“)
0 v

Soit € >0 ; par hypothese il existe ry >0 tel que, pour r € Jo ’ r1( s ONn
ait les inégalités

(1) B Eas6, ) > (@6 -5 ;

.
(@ mEnBx,r) nP@)SEri=ec/ © ar.

De la deuxiéme inégalité, on déduit que pour tout r! e Jo ’ rlf y l'ensemble

des r € )O ’ r'( , tels que

| grad 9B (x,r) |E nB(x, r) nP(®) < eor®t ’

est de mesure non nulle ; en particulier qu'il en existe auxquels on puisse appli-

quer le lemme 2., On va montrer que, pour un tel r ;, on a

n-1
r

5(pE
la'f,"l @Bk, r)) 2 (“(n) - 55) ’

ce qui entratnera le lemme. En effet : soit ¢ la fenction qui, & z @& B(x , r) ,
fait correspondre la distance de z au point d'intersection de la paralléle a
n(x) mende par z , et de 1'hémisphére S(x , r) n N(x) ; cette fonction :

B(x, r) » (0, 2r) est continue et de classe ¢t dans B(x , r) ; de plus

g—%: 1 . D'aprés le lemme 2

o
o . dp E
/EﬂB(x,r) 3y W = /g bedgy B(x , 1)) + /B(x,r) ¥ (357) .
n
Le premier terme est >/-I:2—(a (n) - € draprés 1'inégalité (1) ;3 le deuxiéme est

$2r.8rn-l d'aprés 1'hypothése sur r ; le troisiéme est & ZJ:.I;;,P-I B(x, 1)) 3
d'ol 1'inégalité annoncée.)
On peut trouver une suite de compacts (Km) contenus dans §, ,
lerad ¢ | (%) -‘iKH) =0,
~ et el les relations :

lim r 2 mn(E NP(x) nB(x, r)) =1lim r mn(CE NN nB(x, ) =0
-0 - 0
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sont vérifides uniformément en x (théoréme d'Egoroff). On va montrer que cha-
cun de ces compacts K = est contenu dans une variété de dimension (n - 1) ,
Ve D'aprés le théoréme de Whitney sur le prolongement des fonctions uniformé-
ment différentiables sur un compact & 1l'espace En tout entier il suffit de
montrer que, sur chaque compact Ko s quel que soit € >0 , on peut trouver
«a>0, x et yek et |x - y| <o entratnent |[v(®).(y =] < ey -x|

Choisissons a de fagon que

r<2a) = r"nmn(E nB(x , r) ﬁ]P(x))<.s;I1 .

2-(n+2) ofn) et 1'indgalité analogue pour CE , quel que soit x € Km 3 si 1'iné-
galité v(x).(y = x) n'était pas vérifide en un y € B(x , @) au moins, la boule
de centre y et de rayon e|x - y| serait contenue dans P(x) n B(x,2|x - y|)

(en supposant & <1 ), On aurait alors

mn(E NP nB(x,2|x=-y]))< Sn-lx - Zj‘n.a(n)

et

n n
o - o 0
m EnBy,slx-y])> € o|x ZL (n)
ce qui est absurde.

En rétrécissant au besoin les compacts K » on peut supposer que chague variété
V, est définie par une équation de la forme y = fm(z) , en écrivant x € Em
s<l)us la forme (y , 2) € (v(xm) R) x H(’Sx) , £ étant définie et de classe

C" dans un ouvert de la forme B(xm ’ rm) n H(:%) « Le théoréeme résulte alors

du lemme 1 et du fait que si F, désigne 1l'ensemble {(y ,2z) | y<£ (2)},

K, est | grad ((pE - @Ensz |-négligeable, et |grad (thm - (PEnFm) | -négligeable
(évident) , donc que grad ¢p et grad ¢p induisent sur K = la mlme mesure.

: m

Ce théoréme est local ; les deux premiéres assertions de son énoncé et (loca—
lement) la troisidéme restent valables pour un ensemble localement de périmetre
fini dans un owvert @ de R" .

Donnons quelques conséquences @

(1) Formule de Gauss-Green. — Soient E un ensemble localement de périmétre
fini dans Q , 5, 1l'ensemble des points de Q ob la normale au sens de Federer
existe. Pour ¢ € Q) , on a la formle

/g ox) ax =/51 (erad pon(x)) de"l (x)



n(x) désignant la normale au sens da Federer en x & E .
L'énoncéd de WHITNEY ([23], p. 100, théoréme 14 A) en est un cas particuliere.

Le paragraphe 1 et le fait que 31 c fr(E) entrainent que si E est m ~Te su-~
rable dans Q ,

lgrad ol < Hﬁ"l (fr (£)) o

(ii) Application aux hypersurfaces non paramétriques. = Soient f une fonction

numérique définie sur Q
E:{r,(xl,m.,xn,xnd)englxn+l<f(x1,.a.,xn)} o

Du paragraphe 1, on déduit que si f est continue ou si ses dérivées sont des
fonctions, powr m , presque tout x € Q , il existe en (x y £(x)) une normale
4 E au sens de Federer, théoréme classique (qui devient inexact si f e BV est
quelconque) . Lorsque f est continue, on peut démontrer (FEDERER [9]) que

Q) n Cﬁl) est Hz-l-négligeable ; ce qui entraine, d'aprés le théoréme précé~
dent, que l'aire de Lebesgue de f soit égale & la mesure de Hausdorff de son
image.
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