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4-01

TRAVAUX DE KRICKEBERG ET DE GIORGI

SUR L’APPLICATION DE LA THÉORIE DES DISTRIBUTIONS

À L’ÉTUDE DE L’AIRE DES SURFACES

par Laurent GRUSON

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
2e année, 1962~63 9 n° 4

Introduction? - On sait que le problème du prolongement de l’aire des surfaces

polyédrales aux surfaces les plus générales se présente de façon beaucoup plus
compliquée que celui de la rectification des courbes : en prolongement
le plus naturel (aire de Lebesgue) ne permet pas une caractérisation simple des

surfaces d’aire finies [BANACH [1] a construit une notion d’aire à partir d’une
définition des applications à variation bornée : Rn ~ Rn , redonnant la défini-
tion usuelle pour n = 1 (f est à variation bornée au sens de Banach, si sa

"variation totale" / N (x) dx , N (x) désignant le nombre (éventuellement

+co ) des solutions de l’équation f(y) = x est finie). CESARI [4] a démontré

que cette notion diaire ne coïncidait pas avec la définition de Lebesgue]. Le pro-

blème de la caractérisation des surfaces d’aire de Lebesgue finie a été résolu

par FEDERER ([6] et [7]) . Dans une première partie, on définira l’aire de Lebesgue
d’une surface et on énoncera le résultat de Federer.

L’aspect de la théorie qu’on tentera d’exposer dans les deux dernièree parties
est beaucoup plus particulier, puisqu’il est relatif aux hypersurfaces non para-
métriques, c’est-à-dire aux applications continues d’un ouvert 0 de R dans

qui sont de la forme x -~ (x , f ~x~ ~ ~ f étant une fonction numérique
continue définie sur 0 c La caractérisation de celle de ces surfaces dont l’aire

de Lebesgue est finie .,, due à KRICKEBERG [16], est beaucoup plus simple que dans
le cas générale et présente avec le cas des courbes une analogie qui s’exprime
très bien dans le cadre de la théorie des distributions ; elle fera l’objet de la
deuxième partie. D’autre part, de GIORGI ([13] et ~14~) ~ à propos du problème très
voisin de la structure des ensembles de Rn de "périmètre finit!, a obtenu des
résultats, généralisés par FEDERER et FLEMING ([la] , § 8) dans le cadre de la thé-
orie des courants; et qu’on exposera dans la troisième partie à partir du problème
de la définition d’un plan tangent à une hypersurface non paramétrique.



Première partie

D éf inition de Lebe s e de 1 ’ aire d ’ une surface .

On se place dans la catégorie des surfaces (re sp, surfaces à bord) de classe

C~ dans Rn (objets : applications continues d’une variété (resp. variété à

bord) de classe C dans Rn ; morphismes de f : V -). Rn dans g : W ~ Rn ;
applications continues h : V ~ W (resp. et envoyant le bord de V dans celui

de W ) vérifiant f = g o h ). Deux surfaces isomorphes sont dites équivalentes.
On cherche à définir l’aire k-dimensionnelle Lk(f) d’une surface f de dimen-

sion k .

Rappelons tout d’abord la définition des mesures k-dimensionne lle s de Rn ~

1. Rappels sur la mesure de Hausdorff.

Les résultats qui suivent sont démontrés dans SAKS ~20~ ~ chapitre II) . Soient
E un ensemble, m une application : !P(E) -~ R , croissante, dénombrablement
sous-additive, telle que m(03C6) = 0 . Un ensemble X c E est dit m-mesurable si,
pour tout A CE, on a : m(A) = m(A n X) + m(A n Cx) ; on montre que ces ensem-
blés forment une tribu, et que , sur le clan des ensembles m-mesurables X tels

que m(X)  + oo ~ m induit une mesure au sens ensembliste habituel~ ~ ! les
ensembles m-mesurables et ~,-.me surable s étant les Enfin on dit que m est

régulière si, pour tout A CE, il existe X m-mesurable, A ~ X ~ E et

m(A) = m(X) ; si m est régulière, elle coïncide avec le prolongement extérieur
de Jl . Si E est un espace uniforme et m une "mesure extérieure de Carathéodory
sur E f’ ~ c’est-à-dire une croissante, dénombrablement

sous-additive, vérifiant m(A u B) = m(A) + m(B) lorsque A et B sont "éloi-

gnées" dans E (io e. telles que C(A x B) soit un entourage de E ), tout en-
semble fermé F qui est intersection des pour une suite d’entourages

(V n) de E , est m-mesurable (en particulier tout quasi-compact fermé de Baire
est mesurable y toute fonction uniformément continue est mesurable) ; si E est

un espace métrique, tout ensemble analytique est m-mesurable. Le prolongement
extérieur définit une bijection des mesures régulières de Carathéodory, sur les
me sure s sur un clan complet C de E , tel que , pour tout fermé F possédant la
propriété ci-dessus, A e C entraine A n F ~ C o

Soient E un espace métrique, d sa distance, c~ une fonction 1 R -~ ~ T ~ ~+ ~
croissante y continue à gauche et nulle à 11 origine. Soit A c E ; pour tout

~ ~ C ~ la borne inférieure dans R (pour toutes les partitions



dénombrables (Ai)i~N de A , telles que le diamètre 03B4(Ai) de chaque A soit

~ e ) des nombres ’I ((p(ô(A.))) ; lorsque e -> 0 ~ on pose :
+eN 

"

03A6 est une mesure de Carathéodory sur E , régulière si (p est continue ; elle

vérifie la propriété "de Kolmogorov" : s’il existe une rétraction de A c E sur

alors ~(B) ~ ~(A) . Lorsque (p(r) == 2"~ a(k) r ( k entier positif,

a(k) mesure de Lebesgue de la boule unité de R pour la norme euclidienne) ,
$ est appelée mesure k-dimensionnelle de Hausdorff ; sur R ~ elle coïncide
avec la mesure de Lebesgue ; on la notera IT sur KOLMOGOROV [15] a démon-
tré le théorème suivant :

Les mesures de Carathéodory sur Rn , possédant la propriété de Kolmogorov et
égale à 1 sur le cube unité de Rk , sont comprises entre deux mesures extré-
male s :

(pour toutes les partitions dénombrables (Gi)i~N de E et toutes les rétrac-

tions ~. : G.~R ) ;

(pour toutes les rétractions 03C0 : R ~ Jin, E~03C0(Rk) ) ; de plus sur les ensem-
blés E tels que  + oo (ensembles dits k-rectifiables) ces mesures coïn-

cident toutes avec le nombre / _. ~g) JJ (x) dx , où J 
n 

est le vecteur jacobien

de la rétraction 7C supposée injective sur (E) (bien quelles ne coïncident

pas nécessairement en tant que mesures). Divers procédés pour définir des mesures
k-dimensionnelles dans R sont étudiés dans FEDERER [5] ; ce dernier donne un
théorème généralisant le théorème de Kolmogorov à ces mesures.

2. Propriétés de surf ace polyédrale.
Une surface polyédrale f ~ de dimension k dans Jin , est une application con-

tinue et affine par morceaux d’un polyèdre de dimension k dans On définit

l’aire k-dimensionnelle de f , Lk(f) , de la façon suivante : à toute subdivision
simpliciale (Si) de P , f étant affine sur chaque Si , on fait correspondre
la somme des aires k-dimensionnelles des simplexes f(Si) , qui est Indépendante
de la subdivision choisie et possède les propriétés suivantes :



- Additivité. - Pour toute subdivision (P.) de P , f, désignant la surface
’ 

J j
on ô

- Propriété des projectiouso - Soient (p.) . 
les projecteurs de Rn sur

les Ck espaces de coordonnées de dimension k , on a :

on le voit immédiatement en se plaçant d an s K (Rn) mun i de sa n o rme euclidienne).

- Pr inc ipe de Kolmogorov. - S o ie nt de ux sur f ace s po lyédr ale s f et g : P ~ Rn
(Si) , . une subdivision simplicia le de P , f et g étant affines sur 

~ ~~r
que S . Si pour tout couple (x , y) de sommets de la subdivision, on a

alors

- Semi-continuité inférieure (propriété forte) . - Soit f : P ~ Rn une surface

polyédrale. Pour > 0 ~ il existe un compact K c P , qu’on peut supposer
disj oint du bord de P p et un nombre CI > 0 , avec la propriété suivante : pour
toute surface polyédrale g ~ s’il existe une application continue
p : K -~ Q , avec

alors

(Propriété qui entraîne la "propriété faible" de semi-continuité inférieure de L~
sur l’espace des surfaces polyédrales : P -~ Rn , muni de la topologie de la con-
vergence compacte.)

LEMME. - Soit h une application continue : U ~ Rk ( U étant un ouvert de

R ) différent de l’identité de moins de g. L’ensemble V des points dont la
distance à CU e s t . ,> e e st contenu dans l’image de U par h . (Démonstration?
un point j V est tel que la boule fermée ~(x~ ~ e) soit contenue dans U ;
on applique le théorème du point fixe de Brouwer à 11 application : 
de dans un tel point fixe y vérifie x0 = .)



La propriété en résulte ; on se ramené successivement :

- au cas où f est affine injective d’un simplexe de dimension k dans Rn e

- au cas n = k , en projetant g sur le sous-espace de Rn engendré par le

simplexe image de f au lemme~ en composant avec f .

3. Définition de Lebesgue de l’aire d’une surface à bord dont la variété source est

triangulable.

Pour obtenir une aire prolongeant l’aire des surfaces polyédrales, semi-continue

inférieurement et invariante par équivalence des surfaces, LEBESGUE a donné la

définition suivante :

Définition. - Soient : f une application continue d’une variété à bord trian-

aire V de dimension k ~ dans (g) la famille des surfaces : V -~ Rn ;
~P ~ c~~ la famille des couples d’un polyèdre P ! et d’un homéomorphisme cp de

P sur V (famille non vide puisque V est triangulable). L’aire de Lebesgue est
définie par la formule :

Cette définition est justifiée : en effet, d’après la théorème de Sto
pour tout e > 0 , il existe une application affine par morceaux : P -~ ap-

prochant f o (p à moins de e ; d’après la propriété forte de semi-continuité in-

férieure citée plus haut, la définition coïncide avec la définition précédente sur
les surfaces polyédrales* L’aire de Lebesgue L. est invariante par équivalence
de s surface s (évident) ; de la propriété faible de semi-centinuité inférieure cités

plus haut ~ on déduit la propriété analo gue pour l’ aire de Lebesgue.

FEDERER (~6~ ~ p. 334-335) a démontré le résultat suivant : soit f une surface :

P -~ P étant un polyèdre de dinénsien k (resp. f étant de la forme

(x , g(x) ) , P étant contenu dans Rk et g étant une application continue :
P - Il existe une suite (f) de surfaces polyédrales : P - Rn (resp«
e t on peut supposer que f 

q 
e st de la forme (x , g q (x) ) ) convergeant uniformé-

ment ver s f et te lle que l’on ait



De ce résultat? on déduit immédiatement la propriété de semi-continuité forte

te lle qu’elle a été énoncée plus haut.

L’aire de Lebesgue possède le s propriétés suivantes, démontrées dans FEDERER

([6] et [7]) :
- Additivité. - Elle s’ énonce , pour une surface f : P -~ polyèdres) ,

comme pour le cas de s surface s polyédra.leso

- Propriété des projections. - Soit f une surface : V -~ Rn telle que l’image
f(V) soit de me sure (k + 1) -dimnsionnelle de Hausdorff nulle, ou que k ~ 2 .

Soient (pi)1iCkn les projecteurs de Rn sur les espaces de coordonnées de dimen-

sion k . On a

- Principe de Kolzoogorov. - Soient f et g deux surfaces : 

existe une rétraction (p : telle que g = (p o f , alors

L(g) ~ (Pour la démonstration on utilise un résultat (MICKLE [17]) selon

lequel une rétraction d’une partie de R dans Rn peut se prolonger en une

rétraction : Rn ~ Rn ; la propriété est alors immédiate à partir de son analogue
pour les surfaces polyédrales.)
- Valeur pour les applications lipschitziennes. - Soit f une application lips-

lipschitzienne d’un simplexe S dans Rn et soit J x) le jacobien en x de

f (qui est un k-vecteur défini presque partout) , alors

Remarques.

(i) Le problème de l’ un:i.ci té d’ une R ( P polyèdre
de dimension k ), coïncidant avec l’aire des surfaces polyédrales, semi-continue
inférieurement pour la norme de la convergence uniforme ~ et vérifiant les proprié-
tés d’additivité, des projections et de Kolmogorov a été résolu négativement dans
le cas général 9 on ignore sa solution dans le cas k ~ 2 ~ n = 3 . (Pour k = 1 ,
il est évidemment résolu affirmativement.)

(ii) A propos de la propriété de la projection, il est nécessaire de remarquer
que , d’ après HESICOVITCH ~2~ ~ il existe des surfaces : d’aire finie et de

mesure de Lebesgue non nulle dans Rn quand k = 2 , n = 3 , ce qui ne se

produit jamais quand k = 1 . En effet, dans ce dernier cas, on parvient à relier
la longueur à la me sure de Hausdorff par la formule



N(x) désignant le nombre (éventuellement + oo) de solutions de Inéquation

f ~Y~ ~ x 

4. Définition de l’aire de Lebes e d’une surface sans bord lors ue la variété

source e st trian able o

Soient : f une application continue d’ une variété V triangulable, de dimen-

sion k , dans (P , 03C6) la famille des couples d’un polyèdre P et d’une

injection continue P - V . On pose

D’après la propriété forte de semi-continuité inférieure, l’aire d’une surface
à bord f : V  Rn est égale à l’aire de la surface sans bord f/(V - ÔV) :
(V - OV) Rn ,ce qui justifie la notation employée.
Pour cette notion, on a des propriétés de semi-continuité inférieure , des pro-

jections, de Kolmogorov, qui s’énoncent comme pour les surfaces à bord.

5. Enoncé de la caractérisation de Federer des surfaces à bord d’ aire Lebesgue

finie.

Le résultat obtenu est relatif aux surfaces à bord f : V a Rn ( V de dimen-

sion k ) telles que 0 , D’ après la propriété des projections, on

peut alors se ramener au cas k = n . FEDERER, dans définit la multiplicité
combinatoire en x ~ Rk d’une surface à bord f : V - Rk de la façon
suivante : pour tout ouvert U de Rk relativement compact et connexe , et pour
toute composante connexe C de f" (U) ~ D (f , U , C) désigne le degré de l’ap-
plication f/C (au sens de la topologie algébrique) ; on pose alors

Le résultat e st alors le suivant :

THÉORÈME. - Pour que la surface à bord f : V - Rk ait une aire de Lebesgue

finie , il faut et il suffit que -k M(x) dx soit finie ; on a alors
R



Remarques.

(i) Dans [7], FEDERER a défini d’une façon générale la multiplicité de
f : en x ~ et obtenu un résultat analogue (en remplaçant la mesure
de Lebesgue par la mesure de Hausdorff).

(ii) La multiplicité de Federer coïncide avec celle de Banach dans les cas

(k = 1) et ( f lipschitzienne, k quelconque).

Deuxième partie

Fonctions numériques à variation bornée sur un ouvert de Rn .

On se place d’abord dans le cadre de la théorie des distributions ; pour les

définitions et notations , on se réfère aux livres de L. SCHWARTZ ([21] et ~22~) ~
On utilisera, pour l’interprétation de certains résultats’ les définitions et nota-
tions relatives aux espaces vectoriels topologiques et bornologiques (evtb), étu-
diées dans un Séminaire à l’Ecole Normale Supérieure , sous la direction de
C. HOUZEL (non publié).

Soit E un espace vectoriel sur un corps valué k ~ complet, non discret. Une

bornologie sur E est une famille de parties de E (dites bornées) , stable par
réunion finie et inclusion, somme et homothétie ; elle est de type convexe si

l’enveloppe disquée d’un borné est bornée. La catégorie (evb) des espacée vecto-

riels bornologiques, a pour objets les espaces vectoriels munis d’une bornologie,
pour morphismes les applications linéaires bornées (i. e. telles que l’image de
tout borné soit bornée). Une topologie et une bornologie sur un espace vectoriel
E sont compatibles, si les voisinages de 0 absorbent les bornés, et si l’adhé-
rence d’un borné est bornée ; la donnée d’une topologie et d’une bornologie com-
patible définit sur E une structure d’espace vectoriel topologique et bornolo-

gique. La catégorie (evtb) a pour objets ces espaees, pour m~orphism~e s les appli-
cations linéaires continues et bornées. Un evtb est dit de type convexe , si sa

topologie est localement convexe et sa bornologie de type convexe.

Un evtb est dit séparé (resp. quasi-complet) sj sa topologie est séparée (resp.
et si tout borné fermé est complet). Le foncteur d’inclusion des evtb séparés

.

(resp. quasi-complets) dans les evtb admet un adjoint noté E E (resp.
E E ). (Séminaire Houzel, chap. I et II.)



Le dual d’un evtb E est l’espace E’ 1 des fonces linéaires sur E , continues

(=> bornées) , muni de la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de

E , et de la bornologie des parties équicontinues ; c’est un evtb de type convexe

et quasi-complet (Séminaire Houzel, chap. I et III).

Le produit tensoriel P de deux evtb de type convexe E et F ~ est

l’espace E (i F muni de la structure d’evtb de type convexe la plus fine rendant

continue et bornée la forme bilinéaire canonique : E x F -~ E ~ F . S i k = R ~

on définit l’espace L1 (E) , des classes de fonctions intégrables sur un espace
mesuré (T , ) à valeurs dans un evtb de type convexe E ! comme le séparé de

l’evtb 1 (E) défini de la façon suivante : un élément de 1 (E) est une fonc-

tion f , -mesurable : T ~ E , telle qu’il existe. au moins une j auge p d’un

bornée avec J.1*(p 0 f)  + la topologie est définie par les semi-normes

f) où q est une se mi-norme continue sur E ; la bornologie est définie

par les semi-normes *(p o f) où p est une jauge de borné. On a dors un iso-

morphisme canonique L1 (E) ~ L103C0bc E (Séminaire Houzel, chap. Ensuite on

appliquera les résultats obtenus à l’étude de l’aire des hypersurfaces non para-

métriques, d’après KRICKEBERG [16].

1. E space de s f onc tions à variétion bornée.

Cadre. - Soit n un ouvert de Rn. Dans la catégorie (evt) (resp. (evtb) ) un

espace de distributions sur Q est un monomorphisme i : E ~ 0 ’ (0) ; un mono-

morphisme d’ inclusion de i : E ~ ’ dans j : est un morphisme de

(evt) (re sp. (evtb)) k Q E -~ F , tel que i ~ j ~ k ( k est donc unique et

inj ectif). Soient i : t et j : F -~ 4à ~ deux espaces de distributions

(dans une des catégories (evt, (evtb) ) ; (D m dérivations dans 0 ;

l’espace des distributions de E dont les dérivées D k sont dans F et la limite

projective p s (q du diagramme

i o p est un espace de distributions. L’espace des fonctions dont les dérivées

sont dans ~~ (espace des mesures muni de la topologie fort~:

il est donc muni de la topologie la moins fine rendant continues l’inclusion dans



S’ (n) et les dérivations dans ?)t(0) ; en particulier il est localement convexe
et complet. D’après (SCHWARTZ [21], chap. VI, § 6), il possède les propriétés
suivantes s

- il existe un monomorphisme d’inclusion : p  n n - 1.
Autrement dit BV(Q) est l’espace des distributions de LP 

oc 
dont les dérivées

sont dans en particulier c’est un espace de Fréchet ([21], théorème XV).

- le morphisms (~ ~xk)1k dans ((03A9))n est strict ([2l], remar-

que 2 suivant le théorème XV) e

- tout borné de BV(~) est relativement compact dans (1 $ p  p
([2l], théorème XVI, et remarque suivant le théorème XVII) ; en particulier Q l

et les (1 ~ P ~ 2014~r) induisant sur les bornés de BV(Q) la topo-

logie.

Remarque. - On peut déduire très simplement ces trois résultats, dans le cax

p = 1 (de beaucoup le plus facile, mais dont on peut se contenter dans la suite)
du lemme suivant (de G10?.B.l[l4], lemme 1) ; soit f une fonction numérique de

classe C définie dans un cube K de R , de côté ~ ; si

on a l’inégalité ~ 1

(cf. troisième partie , reparque 1 précédant le n° 2) .

FEDERER et FLEMING ([10], théorème 6.4) ont démontré que le premier résultat

ci-dessus est valable pour p = n 1 (mais non le troisième). On va donner de
ce fait une démonstration plus élémentaire que la leur, copiée sur de GIORGI

~[ 13~ ! théorème 7) e

LEMME. - Soit cp une fonction numérique définie sur Rn localement lipschi-
tzienne et nulls à l’infini. Soit K un compact : 1 sur K ~ pn a :

(~03C6K~n/(n-1))  cn.~grad 03C6~ , où c n est une constante ne dépendant que de n .

(Remarque : la démonstration ci-dessous donne c = 1 2 ; d’après FEDERER et FLEMING,
la meilleure possible est (déduite de l’ inégalité de 

Démonstration ; on va procéder par récurrence sur n en démontrant l’ inégalité
sous la forme



Le lemme est évident pour n = 1 . Supposons le vrai pour n , et écrivons un élé-

ment de R~ sous la forme (y y z) e R~ x R . Posons :

K ~ =pr ~~ (Kn ({y} xR)) ; K~ =pr ~ 

K. " ={yeR~ ) Î K y est de non nulle) . 
.

Pour presque tout z e R , K n CK. est de mesure nulle (en effet K n xR)

est de mesure nulle).

Diaprés le théorème de Fubini, on a les deux inégalités :

La première inégalité et l’hypothèse de récurrence entrainent

La deuxième inégalité et le lemme pour n = 1 entraînent

pour presque tout z. en combinant

Q.E. D.

THEOREME (FEDERER et FLEMING). - Soit E une distribution sur Rn nulle à 

fini, dont les dérivées partielles sont des mesures bornées. Alors T ~ Ln/(n-1)

e t on a 1 ~ iné galité

notation t) )) désignant la masse totale d’une mesure scalaire ou vectorielle) .

Démonstration. - Supposons d’ abord que T soit une fonction lipschitzienne à

support compact. Pour tout CL > 0 , posons : T tronquée entre -. a et a



Les fonctions u et v sont croissantes , absolument continues et nulles à l’ori-

gine : il suffit donc de montrer l’inégalité du d03B1  dv d03B1 presque partout. Or :

- d’une part pour tout h > 0 , on a

donc : du d03B1  ~03C6K03B1~n/(n-1) pre sque partout; 
"

~ 
-

- d’ autre part, d’ après le lemme, pour tout CI > 0 et tout k , 0  k $ OE ,

on a t

(en effet pour presque tout x e Rn ~

donc presque partout. Ces deux inégalités démontrent le théo-

rème dans ce cas.

Si maintenant Test localement lipschitzienne et nulle à l’ infini, fin appli-

que le résultat précèdent aux fonctions (T - a~ + pour a > 0 , et ~n applique
le théorème de Beppo Levi quand a tend vers 0 e

Dans le cas générale on régularise par une suite ~a ~ de fonctions à

support tendant vers 0 ~ positives et dl intégrale 1. Pour tout P J T * ft 
p 

(SCHWARTZ G21~ ~ chap. VI théorème XXV), donc d’après le résultat précédent 

Or : la régularisation ni augmente pas la masse totale donc

autrement dit la suite (T ~ a ) est bornée en norme dans pat

cn~grad T~ . Comme elle converge vers T dans ’ , que la boule unité de Lp
est compaete dans 6J1 ~ur p > 1 et que la convolution est continue t

Lp x 1 ~ L , P T ~ Ln/ (n-1) , T * a converge vers T dans et on a
P

D’après ce théorème ~ l’espace des distributions nulles à l’infini dent les
dérivées sont dans ~ est isomorphe (comme evt) à l’espace des distributions de



dont les dérivées sont dans ~ ; ce dernier est un espace de Banach*
Le théorème e st également vrai dans un ouvert Q de R (évident).

De ce théorème on déduit un monomorphisme d’ inciUsi°n : BV(03A9) ~ Ln/(n-1)Loc (0) .
En effet la multiplication (a ; T) -~ aT . &#x26; x BV est continue, et BV

possède la propriété d’approximation par troncature ; il suffit alors d’appliquer

cette dernière propriété. (D’une façon générale , soit un diagramme :

si E et 0 ~ F , alors G ; si de plus F p et si la multiplication

(a , T) - aT est et 0 x F - F ~ et continue (resp. hypocontinue),
alors elle est C x G ~ G et continue (resp. hypocontinue) ; si de plus E et

F possèdent la propriété d’approximation par troncature , il en est de même de

G.)

2. Structure des fonctions dont certaines dérivées partielles sont des mesures.

Rappelons le théorème suivant (SCHWARTZ [21]~ chap. Il, théorème VI) : pour que,
dans R~ considéré comme le produit R x R " ~ le système d’équations dans

20142014 = S. (1  k  m) , d’inconnue T y admette au moins une solution, il

faut et il suffit que les S vérifient la condition de compatibilité :

THEOREME (KRICKEBERG [16]). - Pour que dans Rn = Rn  Rn-m , le système d’équa-
tions compatible dans ’ : ~T ~xk = k (1  k  4 d’ inconnue T , où les k
sont des sur au moins une solution dans L1loc(Rn) , il faut

et il suffit que la mesure de Lebesgue dans soit pseudo-image (par la pro-
jection) de chaque’ mesure )~ .

Démonstration. - La condition est nécessaire : bornons-nous au cas où T a un

support compact K (dans le cas général, soit on tronque par a ~ D

égale à 1 au voisinage de x ~ aT est à support compact et (au voisinage de

x)



diffère de k d’une fonction). Soit ~ > 0 arbitraire, choisissons (p ~ 

à valeurs dans (- 1 , + 1) , telle que posons .

On va montrer qu’étant donné un compact K~ C négligeable pour la mesure de

Lebesgue, en posant 1~ = on a s ~ ce qui démontrera
R 1

le résultat. Pour cela on choisit un ouvert C~ de contenant K~ et tel

que :

Soient : ~ une fonction de (Rn~~ égale la 1 sur K ~ à valeurs dans (0 ~ 1)
et à support dans f21 ; X la fonction de (y ~ z) -~ ~).~(z) . On

La condition est suffisante : soit - H l’espace vectoriel (sans structure) des

mesures sur R possédant la propriété: diaprés le théorème de désintégration
des mesures~ c’est l’espace vectoriel sous-jacent à L-, (z) (3!~ (y)) (= séparé de
l’espace des fonctions localement intégrables à valeurs dans l’evtb des mesures sur

Rm , muni de la topologie faible et de la bornologie de l’équicontinuité). En fait,
on va construire un projecteur p ~ de l’espace vectoriel E des distributions

sur R dont les dérivées (~ ~xk)1km sont dans H , dans l’espace vectoriel F

des fonctions possédant la même propriété, tel que l’on ait ~ ~xk o p == ~ ~xk , et
que (~ ~xk)1km soit injectif : F ~ Hm . Dans le cas m == n : E = BV(Rm) ; soit
(p une fonction de C(R; d’intégrale non nulle, le projecteur
q : T ~ (T - T , (p)) possède la propriété, et de plus (~ ~xk)1km définit un

isomorphisme d’evt de F0 = sur l’image M du morphisme

Il s’ensuit que, par cet isomorphisme, les bornés sont homologues, et que, sur un
couple de bornés homologues, les topologies induites respectivement par (R°)



et par (03C3(Rm))m sont isomorphes. (Evident, car ce sont les topologies induites

respectivement par ’ et et la dérivation est un morphisme strict :

D’~C~.)

Cas général. - Deux remarques préliminaires :

(i) C a un ensemble dénombrable partout dense , donc le morphisoe canonique

~(~~L~(ap e st ini e ct" ; 

s’envoie par un monomorphisme dans ’y(’z) = ?’ 

(ii) Si E est un evtb de type convexe , l’espace vectoriel bornologique sous-

jacent à L (E) ne dépend que des bornés de E et de la topologie induite par
E sur ces bornés.

De la remarque (i), on déduit que (z) (M) 
> 
si T vérifie les con-

ditions de l’énoncé (il suffit de relever dans (z) ((~~ ) et de vérifier
que l’application obtenue vérifie, pour presque tout z , les conditions de compa

tibilité) ; on relève par l’isomorphisme F~ -~ M , et on applique la remarque (ii)
pour voir que le relèvement définit un élément unique de

enfin, par la remarque (i) on vérifie que cet élément f est bien tel que
ôf 

= p~ .
En passant, on a démontre le corollaire suivant :

COROLLAIRE. - Soit f ~ 1loc (Rn) . Pour que ~f ~x1 Soit Une mesure, il faut et il

suffit que , pour presque tout (x~ ~ ... y la fonction

x~ -~ x~ ~ ... ~ x ) soit égale presque partout à une fonction localement
à variation bornée , et que , pour tout compact K c R ~ la variation totale de
cette dernière fonction sur K soit par rapport à (x~ ~ .~. ~ localement

maj orée par une fonction intégrale. Cette propriété caractéristique des fonctions
localement à variation bornée sur Rn a été utilisée par TONELLI (1926) pour
démontrer le théorème qu’on va donner dans le numéro suivante

3. Etude de l’aire des hypersurfaces non paramétriques.
Soit Q un ouvert de notons BV (Q) l’espace des distributions sur Q

dont les dérivées partielles du premier ordre sont dans 1 (?) (espace de Banach



des mesures bornées qui est normable complet ; ses éléments sont appelés
fonctions à variation bornée.

THÉORÈME (KRICKEBERG [16]). - Si Q est de mesure de Lebesgue finie , pour que

l’hypersurface définie par f : ~ ~ R ait une aire de Lebesgue finie, il faut

et il suffit que f E BV (Q) ; dans ce cas? on a la formule

le deuxième nombre désignant la masse totale de la mesure ((~f ~xk(x))1kn , dx)
sur 03A9 , à valeurs dans R muni de la norme euclidienne. (Dans le cas où f

est localement lipschitzienne, cette formule redonne la formule classique

Démonstration. - 03A9 étant quelconque , si T ~ ’ (03A9) , à chaque ce (03A9) on

peut faire correspondre

pour toute s le s f amil le s f inie s (03C6i) 1ir de f onc tions de (03A9) te l le s que

cp (x) 1 a (x) ; pour que 03BD(03B1)  + ~ pour t out a ~ + (03A9) , il f aut et il+

suffit que T E BV (03A9) , au quel cas v est la variation totale de la me sure

((~03C6 ~xk)1kn , dx) . De si on remplace a par 1 , pour que le nombre (T)

donné par la formule précédente soit  + ~ , il faut e t il suffit que 03A9 soit

de me s ur e f inie et que T ~ BV1(03A9) , au quel cas est la masse a de la

mesure v , Par suite (en supposant désormais 03A9 intégrable), (T) est une ap.-

plication ’(03A9) ~ R+ , semi-continue inférieurement (sup. de fonctions continues),
qui fournit la caractérisation de 1. énoncé~ ~n montre ensuite un 

LEMME. - Soient e un nombre positif, a Rn) à support dans B (0 E)
(boule ouverte de rayon ~ ), et d’intégrale 1 ; 03A9 l’ensemble Auvert des x

e

tels que E) T 
E 

la distribution T * a dans 03A9~ . On a (T~)  (T).
(En e f fet, en posant a (x) = a(x) ! on sait que pour tout couple (S 03C6) ~ ’   ,
on a

d’autre part, pour toute famille ~cp ~ ,,~ de fonctions de ~i ~S2 ~ ~ on a



comme 0  f  1 dans 03A9~ entraîne û  (03B1 * f)  1 dans 03A9 f ~  , on véri-

fie immédiatement l’inégalité.)

Il reste à voir que L (f~ = quand f est continue.
n

L ~f~ > ~ (f~ : il existe une suite ~P , f ) de polyèdres P , avec
n ~’ q q q

et de fonctions fq continues y affines par morceaux sur Pq’ convergeant uni-
formément sur tout compact vers f 3 avec

Pour tout nombre r  L (f) , il existe ’la tel que (f/Pq)  r (pour toute
o

famille filtrante croissante (03A9i) d’ouverts, de réunion 03A9 , on a

o

sur P , f tend vers f au sens des distributions donc

~’0 ~

L (f) : on régularise f par une suite ~oc ~ de fonctions choisies
n q

comme dans le lemme avec 1 - 0 , soit f 
q 
= f * a 

q 
définie Pour

tout compact il existe q : (q >. ~ f est définie sur K et

converge uniformément vers f sur 

fl 
K ; comme f ~ (03A9) . (g) = L (f ) d’après

q q n q
la première partie : la semi-continuité inférieure de L entraîne donc

n

Q. E. D.

Remarque. - On peut construire l’aire de Lebesgue des hypersurfaces non para-
métriques de façon autonome d’après les résultats de FEDERER énoncés dans la

première partie. On obtiendrait la définition suivante : soient f : 03A9 ~ R ;

(P , g) la famille d’un polyèdre et d’une application g s P ~ R ,
continue , affine par morceaux



D’après cette définition, le théorème précédent repose sur la validité pour les
fonctions lipschitziennes de la f ormule

laquelle résulte de l’existence d’une suite (Pq , f ) d’approximations polyé-
dr ale s de f avec la formule

(à cause de la semi-continuité inférieure de ~(f~ . Ce dernier résultat est
très facile à établir directement. On trouve un résultat beaucoup plus fort dans
WHITNEY C23~ ~ p. 293 ~ lemme 4 A, de sorte qu’en fait la théorie qu’on vient d’ex-

poser est indépendante des résultats de la première partie qu’on a admis.

Troisième partie

’ 

Structure des ensembles de périmètre fini.

Un ensemble E contenu dans un ouvert Q de Rn et mesurable pour la mesure
de Lebesgue est dit de périmètre fini dans Q si 03C6E ~ BV1(03A9) . Le périmètre de
E est défini par la formule P (E) = ~grad 03C6E~ ( grad 03C6E étant à valeurs dans .
R muni de la norme euclidienne).

On dit qu’un ensemble est localement de périmètre fini si ~ BV (~~ .
Un ensemble localement de périmètre fini, et relativement compact dans ~ ~ est
de périmètre fini (la mesure grad 03C6E étant portée par E ). Les ensembles de
périmètre fini (resp. localement de périmètre fini) forment un clan sur 0 . (En
effet BV(Q) est réticulé, d’après 1 ’ inégalité ) grad f ( 
obtient par régularisation à partir de lt égalité |grad (’ 1 = | grad f| valable

quand les dérivées de f sont des fonctions) : en particulier pour qu’un ense~..
ble E soit localement de périmètre fini, il faut et il suffit que, sur tout
compact il ait même trace qu’un ensemble de périmètre fini.

1. Exem les d’ensembles de périmètre fini.

La formule de Gauss-Green f ournit le s exemple s le s plus simples ; d’après l’ex-
posé de cette formule de Whitney (~23~ y p. ~q...zo3~ et le théorème de Kolmogorov
sur les mesures k-dimnsionnelles de Rn, on a les résultats suivants :



(i) Un ensemble E de ,dont la frontière est un polyèdre de dimension ,

(n - 1) , est de périmètre fini, grad étant le mesure - v (x~ (x)

( ~(x) = vecteur unitaire de la normale orientée en x à E si x E f~’ ~E~ i w 0

si x ~ fr(E) ; = mesure (n - 1) -dimensionnelle). On déduit de là un exem-

ple très général :

(ii) Soit tel sur fr (E) , la mesure de Hausdorff induise une mesure

de Radon. Alors E est localement de périmètre fini (ce résultat sera précisé

dans la suite) o

(Démonstration : on va montrer que si E C Rn et est relativement compacta il

existe une constante K telJ.e que 
.

Soient M > et e > 0 : il existe une partition de qu’on

peut supposer finie (fr(E) étant compact), en ensembles (Ai)1iq de diamètre
~ , telle que

Il existe une constante k > 0 (ne dépendant que de n ) telle que tout ensem-

ble de R~ de diamètre $ 6 soit contenu dans un polyèdre de diamètre ~ 20

et d’aire $ k.03B4n-1 . Pour chaque i , on construit un tel polyèdre Pi contenant

Ai , et on considère l’ensemble E u ( U P.) : sa frontière est un polyèdre

contenu dans U fr(Pi) , donc d’aire 2n-1 kM 03B1(n - 1) ; il contient E et en dif-

fère d’un ensemble de mesure $ existe une suite de polyè-

dres d’aire bornée par 2014?201420142014rB et convergeant en mesure vers E , ce qui montre

le résultat avec K = 2n-1 k (n - 1) ).
(iii) On a le lemme suivant :

IEMME 1. - Soient .~ ~ x ) une fonction de classe C définie sur Q~

La distribution grad de 0 x R est une mesure , image par y ~ (y ~ Jf(y))

de la mesure ((~f ~x , ... , ~f ~x - l)) dy ; par suite cette mesure est égale à
ôx~ ox~

- ~(x) M(x) ( v (x) = vecteur unitaire de la normale orientée en x à E si



fr ~E~ ~ ~ 0 si x ~ fr (E) . On peut remplacer la *sure maximale de

Kolmogorov par toute mesure (n - 1) -dimensionnelle). (Pour la démonstration, cf~
WHITNEY C23~ 9 po 96~ lemme 12 A ou faire un calcul de distributions.)

De façon analogue, on ramené l’étude de l’aire d’une hypersurface non paramé-
trique f(x1 , ... , xn) définie sur 03A9 , à l’étude de l’ensemble

Pour que E soit de périmètre fini, il faut et il suffit que f soit d’aire

de Lebesgue finie auquel cas on a P (E) = L (f) . (Par régularisation, et an ap-
pliquant le lemme 1~ on obtient P(E) ~ L (f) ; d autre .part soit g la fonction

... p ~ ~ ~n 1~ ~ ~n 1 " *’* ~ x ) tronquée entre 0 et 1 ; dia-

prés les résultats de la deuxième partie ~grad gjt = L n(f) , et on a

immédiatement L (f) ~P(E) .) Pour que E soit localement de périmètre
fini, il faut et il suffit que f e BV(Q) .

Si f e et de plus est continue, ou si ses dérivées sont des fonctions,
alors la mesure grad 03C6E est l’image par y ~ (y y f(y)) de la mesure

(~f ~x1 , ... , ~f ~xn , - dy) (ceci n’est pas vrai si f est quelconque : par exemple,

f n’est pas nécessairement |grad f|-mesurable).
(Démonstration ~ on peut la faire par régularisation s soient (f ) une suite

de régularisées de f , (Eq) les ensembles correspondants ; montrons que pargrad 03C6Eq convergent vaguement vers l’image )J. de (~f ~x1 , ... , ~f ~x , - dy) par

ôf ôf
Y ~ (y , t(y)) ; soit q l’image de ((q ~x1 , ... , q ~x , - l)) dy parq ox~ ox~
Y ~ (y r ~(y)) ~ ~ converge vaguement vers )~ quand f est continue~ parce
que (p ~ 03C6 o f définit un isomorphisme de K(fr(E)) sur K(0) y quand les déri-
vées de f sont des fonctions, parce qu’il y a convergence forte. q - grad 03C6E

q
converge vaguement vers 0 quand f est continue, parce que f converge uni-

formément sur tout compact vers f ; si converge
vers 0 au sens de la topologie forte de K(Q) -les mesures

ôf ôf

~~T ~ ’~ ? ~ ? " ~) dy restant bornées dans ~ ~ si les dérivées de f

dont des fonctions~ parce que de toute sous-suite de (f ) on peut extraire une
ôf ~ôf

nouvelle sous-suite telle que les fonctions q ~x1 , ... , q ~x , 1 soient maj orées
1 n



en modale par une fonction localement intégrable g ~ et que f - fq tende sim-

plement presque partout vers 0 ; alors (03C6 o f) - (03C6 o fq) tend vers 0 sim-plement presque partout en restant majorée la fonction égale à sup )p) sur le

03A9 R

compact pr03A9(sup 03C6) , = 0 ailleurs ; donc elle converge vers 0 au sens de

.)

Les ensembles de périmètre fini dans Rn ont des propriétés globales intéres-

santes, étudiées dans de GIORGI([13]) ; une étude plus poussée, fondée sur le

théorème principal de de GIORGI ([14]) se trouve dans FLEMING ([il]). Citons les

deux propriétés suivantes !

- Si E est de périmètre fini et n ~.2 ~ on a l’ inégalité :

( mn = mesure de Lebesgue dans R~ ) ; en particulier E ou CE est intégrable

(d’après le théorème de Fédérer et Fleming, il suffit de démontrer cette dernière

propriété, ce que l’on fait par un raisonnement semblable (mais plus compliqué)
à celui du lemme précédent ce dernier théorème). Certains ouverts de R possèdent

une propriété analogue (existence d’une constante K, telle que, pour tout ensem-

ble E de périmètre fini dans 0 ~ ~R ait l’inégalité

le périmètre étant pris dans 0), en particulier, diaprés FEDERER et FIEMING

(~10~ ~ p. 6) ~ les ouverts bornés connexes tels qu’ il existe une rétraction d’un

voisinage de 03A9 sur 3 (par exemple les ouverts bornés convexes). On peut déduire

de cette propriété la compacité relative des bornés de BV (03A9) dans pour

1  p  n/(n - 1) (cf. de GIORGI [14], théorème I ; FIEMING et RISHEL [12], § 2).

- Pour tout ensemble E de périmètre fini dans Rn, il existe une suite (E)
d’ensembles relativement compacts dont les frontières sont des polyèdres de dimen-

sion (n - 1) , convergeant en mesure vers E avec

.2. Etude locale.

Soient E un ensemble mesurable de Rn x un point de on cherche à

montrer l’ équivalence de deux notions de normale en x à E lorsque E est de

périmètre fini.



(i) Au sens de FEDERER ([8]) E admet en x un vecteur unitaire normal n(x) ,

si P (x) et N (x) désignant les régions de R délimitées par 1’hyperplan

H (x) perpendiculaire en x à n (x) , P (x) contenant la direction de n (x)
on a :

n(x) est alors unique. On convient de dire que n(x) = 0 en dehors de l’ensem-

ble 51 des points où E admet un veoteur unitaire normal.

(ii) Au sens de de GIORGI ([14]) : d’après BESICOVITCH ([3]) et MORSE ((19~) ~
l’ensemble ~2 des points x ~ Rn , tels que

et que

existe et soit un vecteur unitaire -~(x) ~ porte la mesure grad 

THÉORÈME (de GIORGI [14], FEDERER [8]) - 2 ~ 1 avec 03BD(x) = n(x) en tout

x ~ 2 ; de plus la mesure |grad 03C6E| est égale à la mesure de Hausdorff h"
restreinte à S. ; enfin il existe un ensemble (n - 1)-rectifiable, contenu dans

S et dont le complémentaire dans S. est Hn-1n-négligeable (ce qu’on exprime
en disant que 1 est Hn-1n-rectifiable (cf. FEDERER 

LEMME 2. - Soit f e BV(Rn) . Pour tout x et presque tout r > 0 , on a

(Démonstration : on régularise pour obtenir une suite de fonctions de 6 ~
convergeant au sens de L 

i 
vers f ~ et telle que grad f 

q 
converge vaguement

vers grad f , et avec

lim, grad f (Q) = grad f (Q) pour tout ouvert Q ~
q~~

sur la frontière duquel |grad fj = 0 (propriété immédiates). Soit x ~ 

pour chaque fonction fq , la formule de l’énoncé est valable quel que soit r> 0 .

D’autre part : fq ’B(x,r) au sens de L1 , donc au sens

de S - sauf peut--être sur l’ensemble dénombrable des r , |grad f|(S(x , r)) > 0,

f converge faiblement dans ~ vers enfin, en

extrayant au besoin de fq une suite partielle, on peut supposer que fq converge



simplement mn -presque partout vers f , en restant maj orée en module par une fonc-

tion mn-intégrable g > " 0 ; alors, pour presque tout r , f q converge simplement

et Î gr-ad ( Presque partout vers f , en restant majorée Par la fonction

| grad ’B (x,r) | intégrable g . D’ après le théorème de Lebesgue, fq grad ’B (X,r)
converge fortement vers f grad BPB (x,r) . 

En passant à la limite, on obtient la

formule.)

Notons L(x) l’ensemble des r tels qu’en x on ait la formule du lemme

2, et que de plus |grad 03C6E | (S (x , r) = 0 a

On va d’ abord montrer que 2 ~ 1 avec n (x) = v(x) en tout x Il suf-

fit de montrer que, de toute s uite tendant vers 0 , cn peut extraire une sous-

suite (r ) telle que 
.

q

( p(x) et N (x) étant les régions de délimitées par l’hyperplan H(x) per-

pendiculaire en x à n(x) ). Montrons d’abord que -pour toute suite (r ) de-

nombres positifs tendant vers 0 , les ensembles. Eq1, intersections de B(x. ,.1)
et des homothétiques de E dans l’homothétie (x , 1 r) forment dans 

suite bornée e En effet s 
q

LEMME 3.

(Démonstration : les deux premières fonctions étant continues et le troisième semi-

continue inférieurement dans 0 -( , ,il suffit de le démontrer pour r e L(x) .
Alors les mesures 1 grad ~ et 1 grad sont étrangères! donc

d’autre part

(ces deux ’égalités par le lemme 2) ; enfin pour r assez petit,

(parce que x E ~z ) , Donc



( (jJ(n) = aire de la sphère S(0 ~ l) )~ d’où la troisième inégalité. Par ailleurs
si l’on pose g(r) x n B (x , r)) (fonction absolument continue en r dont

la dérivée est presque partout égale à |grad 03C6B(x,r) 1 (E) ) on obtient, par cette
dernière inégalité et Federer et Fleming, (g(r))(n-1)/n 2dg dr ,
donc (en intégrante puisque g(0) =0 ). 

’ dr

On peut donc extraire de la suite (r ) une sous-suite y notée encore (rq) ,
E convergeant en mesure vers un ensemble D , et telle que dans 1 (B(x , 1)) ,
grad (p~ converge faiblement vers grad On va montrer que

q
D = N(x) n B(x , 1) , ce qui entraînera cette partie du théorème.

Utilisons le théorème de la Vallée-Poussin, selon lequel pour toute suite (~ )
bornée dans ~ (R ) ~ il existe une sous-suite (~ ) convergeant faiblement 

q

~P
vers une mesure  , et une mesure de Radon positive telles que , sur tout

ouvert Q de Jin, sur la frontière duquel a est nulle,

En appliquant ici ce théorème, on voit qu’on peut supposer

pour tout r E [0 , 1[ , sauf les éléments d’un ensemble au plus dénombrable.
Comme

et

pour pre sque tout r ~ on a pour ce s r

ce qui signifie grad 03C6D = - -v(x).)grad 03C6D| , D est donc, à un ensemble de mesure
nulle près, l’intersection de B (x , 1) et d’une région v(x).(y - x)  a ; d’après
le lemme 3, a = 0 (parce que x est point frontière de cette région) , donc
D = N (x) n B (x , 1) .
On va maintenant prouver que tout ensemble c S. et grad 03C6El négligeable

est Hn-1n-négligeable ; d’après le théorème de recouvrement de Vitali pour la
mesure de Hausdorff (cf. MORSE [18]), il suffit de prouver le lemme suivant :



LEMME 4. - Lim sup r | grad (pg) 1 (B (x , r)) est sur 1 supérieure à un nom-

brefixe >0 .

(Démonstration : soient x e S~ ~ y la direction de m(x) . On va montrer :

Soit E > 0 ; par hypothèse il existe ri > 0 tel que y pour r E )0 , on

ait les inégalités

De la deuxième inégalité, on déduit que pour tout r ~ E ~0 ~ r 1 ( ~ l’ensemble
de s r E ~~ ~ r ~ ( ~ te ls que

, r ~

est de mesure non nulle; en particulier qu’il en existe auxquels on puisse 

quer le lemme 2. On va montrer que, pour un tel r , on a

ce qui entratnera le lemme. En effet : soit Ç la fonction qui, à z  B (x , r) ,
fait correspondre la distance de z au point d’intersection de la parallèle à

n(x) menée par z , et de l’hémisphère S (x , r) n N(x) ; cette fonction :

?(x ~ r) -~ (0 , 2r) est continue et de classe Ci dans B(x , r) ; de plus

~03C8 ~y = 1 . D’après le lemme 2 
-

Le premier terme est ~~2014(a(n) - s) d’après l’inégalité (1) ; le deuxième est

d’après l’hypothèse sur r ; le troisième est ~2l~t’~-2014)(B(x ~ r)) ;
d’où l’inégalité annoncée.)

On peut trouver une suite de compacts (K) contenus dans S ~

et où les relations :



sont vérifiées uniformément en x (théorème d’Egoroff). On va montrer que cha-
cun de ces compacts K m est contenu dans une variété de dimension (n - 1) ,
V . D’après le théorème de Whitney sur le prolongement des fonctions uniformé-
ment différentiables sur un compact à l’espace Rn tout entier il suffit de

montrer que, sur chaque compact Km , quel que soit e > 0 , on peut trouver
a ~ 0 r x et et entraînent ~v ~x} . (y - x) ~ ~ x~ .
Choisissons a de façon que

2-(n+2) a(n) et l’ inégalité analogue pour quel que soit x ~ K ; si l’iné-
galité v ~x) . ~y ~ x) n était pas vérifiée en un y E B (x , a) au moins, la boulE

de centre y et de rayon e ~ x - y) serait contenue dans P (x) n B (x ~~ I x -~ y ~~
(en supposant e  1 ) o On aurait alors

ce qui est absurdeo

En rétrécissant au besoin les compacts K m ,on peut supposer que chaque variété
V est définie par une équation de la forme y = en écrivant x e R
sous la forme (y , z) ~ (-~(x~.R) x H(x) ~ f étant définie et de classe

C dans un ouvert de la forme ~~yJ " Le théorème résulte alors
du lemme 1 et du fait que si F désigne l’ensemble {(y ~ z) ) 1 y $ f (z) } ~
Km est B-négligeable, et B-négligeable

in m m

(évident) , donc que grad 
. 

et grad 
m 

induisent sur K 
m 

la même mesure.
. 

Ce théorème est local ~ les deux premières assertions de son énoncé et (loca-
lement) la troisième restent valables pour un ensemble localement de périmètre
fini dans un ouvert ~ de R~ a

Donnons quelques conséquences :

(1) Formule de Gauss-Green. - Soient E un ensemble localement de périmètre
fini dans Q ~ 3~ l’ensemble des points de Q où la normale au sens de Fédérer

existe. Pour (p’e 0(p) ~ on a la formule



n(x) désignant la normale au sens da Federer en x à E .

L’énoncé de WHITNEY ~[z3~, po 100 , théorème 14 A) en est un cas particulier.

Le paragraphe 1 et le fait que 1 c fr (E) entraînent que si E est 

rable dans Q ?

Application aux hypersurfaces non paramétriques~ -" Soient f une fonction

numérique définie sur Q ~

Du paragraphe 1 , on déduit que si f est continue ou si ses dérivées sont des

fonctions, pour m ~ presque tout x e 0 ~ il existe en (x , f(x)) une normale

à E au sens de Federer, théorème classique (qui devient inexact si f e BV est

quelconque). Lorsque f est continue , on peut démontrer (FEDERER [9]) que
(f(P) n est Hn-1n-négligeable ; ce qui entraîne, d’après le théorème précé-
dent, que l’aire de Lebesgue de f soit égale à la mesure de Hausdorff de son

image.
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