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Séminaire CHOQUET , 401
(Initiation & 1'&nalyse) .
lre année, 1961/62, n° 4 5 avril 1962

IE PROBLEME DES OMENTS

par Gustave CHOQUET

Ce probléme a intéressé de trés nombreux analystes pendant les cinquante der-
niéres anndes. C'est STIELTJES qui baptisa le probléme en 18%4~95, dans un Mé-
moire riche d'idées nouvelles, o il introduisait, & c0té d'applications des frac-
tions continues, la notion d'intégrale qui porte maintenant son nom et qui, con=
venablememt généralisée, devait conduire & la notion de mesure de Radon.

Voici de quoi il s'agit s

Si p désigne une mesure de Radon positive sur R, telle que tout polynbme
t » P(t) soit p-intégrable, on appelle moment d'ordre n de p le nombre

k o=/t au(t) .

Si alors (an) (n=0, 1, 2, sas) dbsigne une suite donnde de nombres

réels, la question se pose de savoir s'il existe une telle mesure p 20 sur R

pour lagquelle a, = kn

p  éventuelle est uniques

pour tout n , et sous quelles conditions cette mesure

Ce cas particulier du problémc des moments s'appelle probléme de Homburgers

Un autre cas particulier, celui traité par STIELTJES, s'obtient en imposant &
la mesure p d'&tre portée par la demi-droite R+ .

Des rccherches analogues, mais moins générales, de \éEBYéEV, HEINE, A. MARKOV
avaient précédddé celles de STIELTJES,

D'autres les suivirent : celles de HAMBURGER, NEVANLINNA, M. RIESZ, CARLEMAN,
HAUSDORFF, etco

On peut formuler le probléme de Hamburger d'une maniére mieux adaptée & nos
habitudes actuelles. En effet, se donncr la suite (an) dquivaut & se donner une
forme linéaire T sur l'espace vectoriel @ des polyndmes 3 une variable
t - P(t) , aicei défas ¢

. : n
si P(t)::z- Ctn'b s T(P):Zanan .
Si le probléme a une solution u, T est évidemment positive, en ce sens que

T(P) est positif pour tout polyndme P tel que P(t) >0 pour tout t o En
effety, on a



P = / P(t) du(t) .

Le probléme de Hamburger peut donc s'dénoncer ainsi : Est-ce que toute forme 1i-

néaire positive T sur 1l'espace vectoriel ® peut 8tre identifide & une mesure

de Radon positive sur R , et dans quels cas celle=ci est-cllc unique ?

Sous ceottc forme on apergoit de nombreuses génér:lisations possiblese Soit
V un espace vectoricl de fonctions nuuériques continues sur un espace locale=
ment compact X , et seit T une forme lindaire sur V , positive cn ce sens
que T(£f) > O pour toute f partout positive sur X o L quelles conditions
existe-t-il une mesurc de Radon p >0 sur X telle que toute f e V soit
p-intégreble ot telle que T(f) = / £ dp pour toute f €V 3 et dans quelles

conditions p est-~eclle unique ?

Un cas particulier important de ce probléme s'obtiendrait en prenant pour X
un formé quelconque do RP s et pour V 1'espace vectoriel des restrictions 3
X des polyn8mes & p variables sur RP .

Nous aborderons & peinec ici la question de 1'unicitde. Il serait cependant fort
intéressant d'examiner jusqu'a quel point on peut utiliser dans le cadre général
o1 nous nous placerons, les outils analytiques en usage dans les travaux clas-
siques, tels que les fractions continues, les foncticns de varisble complexe, les

fractions rationnellese

Pour un cxposé¢ classique de ces méthodes, nous renvoyons & 1'excellente mono=
1
graphie de Shohat et Tamarkin (7).,

ls Prolongenent d'une forme lindaire positives

PROPGSITION le - Soient E un espace vectoricl sur R s E' un sous-espace

vectoriel do E, ot P un cbne convexc de¢ E o« Si E' + P E s toute forme

lindaire f' sur E, gui cst > O sur E'n P, se prolonge & E en une forme

lindsire f quicst >0 sur EnP.

Pour que ce prolongement f soit unique, il faut et il suffit que, pour tout
xe E, on ait

1 ' .
(") SHOHLT (Je Ae) and TLURKIN (Je Do)+ = The problems of moments, 2nd editions -
New=York, lmerican mathematical Society, 1950 (Mathematical Surveys, 1).
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sup f'(a') = inf f£'(p')

a’g X{b'

aleEk! blcE!
(o1 la relation de pré=ordre £ ost celle définie dans E par le cbne convexe
P

Démonstration. = On utilise le théoréme de Zorn, aprés avoir ordonné 1'ensemble

des prolongements de f' comme suit s

Soit A 1'ensemble des couples (F, ¢) , ot T est un sous-espace vectoriel
de E oontenant E' , et ¢ une forme linédaire sur F s qul prolonge f' et
est 20 sur FnPo.

On pose (F, , ¢) < (F2 s 9) si Fc F, et si ¢ est la restriction de

Cet ensemble ordonné est évidemment inductif ;3 si (F s (p) en est un élément
maximal, on veut montrer que F = E « Ceci revient (en changeant les notations)
& montrer que le prolongement est possible lorsque E!' est un hyperplen de E .
Soit x € E \ E' . Par hypothése E' + P= E, ce qui entraine =E' = P= = B ’

ou encore E' -« P- 1 ,

Il existe donec a' , b' € E' tels que

a' £ x S b! .
Posons
a=sup f'(a') et B = inf f£'(b') .
al<x x<b!
aleRE! breE!

Les relations a'< x et x <b' entratnent af £ b' , donc, puisque f' est
croissante f'(a') < £'(b') » donc aussi a < B e

Or si- £ est un des prolongements cherchds, la reletion a' L x< b entralne
£'(a') = £(a') <£(x) < £(b') = £1(b)
donc aussi

an(X)Sﬁ .
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Inversement, montrons que, pour tout nombre k tel que a <k € B, il existe
une solution f au probléme, telle que f(x) = k « Bn effet, tout point u de
E s'éerit d'une fagon unique

Vo= - AX ou x'eE' et AeR .

Posons f(u) = £'(x")=Ak ; il est évident que f est une forme lindaire qui proe
longe f£' 3 montrons que f(u) >0 si u € P En effet, la condition u >0
stéerit x' > Ax .

!
Si A >0, ceci s'éerit x< -, d'od

B < f'(%-s-) ’ d'od f£'(x') > AB > Ak .

'
51 A< 0, ceci s'écrit ECX..\<X, d'ou

!
f'(icx-)sa, ator f'(x') > M > Ak .
entraine bien f'(x') > O « Dans les troie cas,

51 A= 0, lea relation x' >0
on a bien f(u) = £'(x') = Ak >0 .

Si pour tout x € E \ E' les nombres a et B associds & x sont égaux,
on a forcément f(x) = a= s donc le prolongement f est uniques Par contre,
s'il existe un x pour lequel o ¥ B » on peut commencer por prolonger f' &
1'espace engendré par E' et x en donnant & f£(x) n'importe quelle valeur de

1'intervalle (o, B) ; donc il n'y a pas unicité du prolongement.
Applicatione = Soit X un espace localement compact et soit V , un sous~espace
vectoriel de C(X) . Nous dirons que V est adapté si
1° I1 n'existe aucun point de X en lequel toutes les f de V s'onnulent ;
2° Ie cBne V.=Vn C+(X) engendre V 3

3° Toute f e V_ est dépassée par une autre g e V+ en ce sens que g > f
et que, pour tout scalaire k > 0 s 11 existe un compact K ¢ X tel que
g(x) > kf(x) hors de XK o

On peut alors énoncer
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PROPOSITION 2. - Si V est un espace vectoriel adapté de fonctions continues
suw X , pour toute forme linéaire T sur V gqui est >0 sur V+ s il existe‘
au moins une mesure de Radon u>0 sur X telle gue toute f de V soit
p=intégrable et vérifie u(f) = T(f) .

Démonstration. - Avec les notations de la proposition 14 prenons

E = le sous-espace de C(X) , constitué par les fonctions qui sont minorées et
majorées sur X par des éléments de V g

Ev =V

vo

P=E =Enc (X .

La condition E = E' + P est bien satisfaite ; donc T se prolonge en-une forme
linéaire U sur E, qui est >0 sur E o

Or, pour tout point x € X , il existe wne f e V avec f(x) £ O, donc aussi
avee f e V+ avec f(x) > 0 . Il en résulte que, pour tout compact K c X, il

existe une g e V+ qui est >0 sur K (utiliser le théoréme de Borel-Lebesgue)s.
Donc E_> % (X) , donc aussi E > ¥(X) .

Ainsi la restriction de U & %(X) est une mesure de Radon p 3 0 sur X .

liontrons que toute f € E est peintégrable et que u(f) = U(f) 3 il suffit
pour cela de montrer que, pour toute f e V+ st pour tout e > 0, on peut trou=
ver f, € }{;+(X) et fy > 0 telles que

f=1+£, et U(f2)<s; R

Or,. comne V est adapté, il existe g € V+ qui dépasse f 3 pour tout k >0,
il existe un compact K tel que g > kf hors de K j soit alors ¢ € X(E)
avec 0Ll et o= 1 sur XK.

Mma £=fp+ £(1=¢) ;5 or, £(l-0)< &(l_};—:—"lsﬁ, donc U(f(1-<p))\<-1ﬁug.

On peut choisir k assez grand pour que U( g) < ke ; la décomposition cher-
chée est alors fournie par f; = fy et fo = £(1 = ¢) »

La mesure p sera unique lorsque, pour toute Y c X(X), on aura

sup T(£) = inf T(g) (v £,geV) .
£y y<g
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Exemgle. ~ Soit X un fermé de P et soit V 1'espace vectoriel des restric-
tions & X des polyndmes réels définis dans RP . Cet espace V est évidemment
adapté, donc la proposition 2 est applicabiles

Cas particulierer.

1° Revenons au probléme de Hamburger ; la proposition 2 montre que, avec les
notations initiales, il aura une solution lorsque, pour tout polyndme 2 a, £®

partout positif sur R, on a 2 a, % > 0.

Nous allons transformer cette condition @

IEMMEe - Tout polynSme P >0 sur R est une somme de carrés de polym®mes.

En effet, soit p le degré de P et soit Gp le cBne des polyndmes de
degré <p, qui sont >0 sur R.

Comme Cp est de dimension finie, tout ¢lément de Cp est somme finie d'élée
ments extrémaux de Gp 3 soit Q@ un tel élément extrémale

Si §>0,0na Q=k+Q" ot k>0 ot Q'GC+;comne Q est propor-
tionnel & k , Q est bien un carrée Si Q a des racines, chacune est paire, donc
Q= M2eQ' s o0 Q' >03; comme Q est extrémal, Q' I'est sussi, donc Q' est

une constante, et Q est bien encore un carré.

En résumé, on a bien P=2 Ei ou les Mi sont des polynBuese

m

Pour exprimer que la forme linéaire T sur @ est positive, il suffit donc
d'exprimer que T(I"l2 ) >0 pour tout polynbme 1. Posons alors M(t) = 2 b 2.

Les conditions T(M2 ) > 0 s'éerivent done

2 ai-n-j bi bj >0 quels que soient les bn .

\

Ceci revient encore & dire que la fonction (i, j) - % g définie sur N x N
est de type positif, ce qui s'éxprime encore par le fait que chacun des déter=
minants

_ n

br=log 40y so est >0

2° ILe cas de Stieltjes s'obtient en prenant X = (o ’ o o
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Ici le cbne Cp des polynSmes de degré < p qui sont positifs sur X a des
éléments extrémeux de la fornme M% £) et th (t) 3 1= condition T > O s'exprime

au moyen des déterminants An et A;l :

¥

A 0 .
n

= l(x.

n n
By = lai-l-le 20 et l+j+l| z

n

2+ Exemple de non-unicité pour les problémes de Hamburger et Stieltjes.

Pour tout entier n € N, posons

® . ,l/4
I, =/o % oxp(- tl/4) sin t / dt .

Posons t = u.4 3 l'intégrale devient
I =4 (fo°° g3 exp u(i - 1) du) .

Sous cette forme on vérifie eisément (intégration par parties) que chacun des In
est nul.

/4

O sur R_, les mesures positives v et v_ ont m@mes moments de tout ordre,

, 1 .
Done, si v désigne la mesure de densité exp(- t / 4) sin tl sur R et

done définissent le mBme forme linéaire positive T sur ® bien qu'étant dif-

férentese

3. Etude du cbne des formes linéaires s positives T gsur un espace adapté V e

Soit V wun sous-espace vectoriel adapté de C(X) , oi X est localement
compacte Désignons par V_’: le cBne couvexe des formes linéaires sur V , qui
sont >0 sur V+ « Ce cbne est complet pour la topologie faiblec sur v* setsi V
a une base clgébrique dénombrable (par exemple, si V est un espace vectoriel

de polyndmes), il est métrisebles
* I . . I ’
Lorsque V+ est métrisable, on sait que chacun de ses ¢léments cst barycentre

d'une mesure positive portée par ses génératrices extrémalese

FROPOSITION 3e ~ Pour tout sous-espace vectoricl edepté V de C(X) , tout
élément extrémal T de Vr est reorésentable par une mesure k(a) e, sur X o

L'ensemble AT des points a eainsi associés & T est fermé dans X et les

valeurs prises en deux points gquelconques de AT par les f de V sont propor-
tionnecllese



Toute mesure p >0 sur X représentant T est portée par AT .

En effet, soit p >0 une mesure représentant T « Pour toute mesure '
telle que 0L p' < p, le fait que T soit extrémale entraine que p'(f) = kT(f)
pour toute f£e V.

Pour tout a € Sp, support de p , on e donc, par un passage & la limite
gvident f£(a) = Ma) T(f) pour toute f e V + Comme pour tout a e X , il existe
une f €V telle que f(a) £ 0, ona ANa) # 0; d'oa T=k(a) e, (b
(k(a) = 1/Ma) )

Le reste de 1'énoncé est évidente.

L' ensemble AT se réduit & un seul point lorsque, quels que soient x, ye X,
avee x£y, f£(x), f(y) ne sont pas proportionnels, autrement dit s'il existe
une feV quis'aniulo ¢n x mais non en y « C'est le cas, par exemple, si

DY

V est l'espace des restrictions des polyndmes & un fermé X de gP .

Remarg ues

1° Lorsque VI est métrisable, le théoréme de représentation intégrale pour
les cBnes faiblement complets métrisebles, montre que toute T € V: est repré=
sentable par une mesure p >0 sur X , portée par 1l'énsemble des points=fron=
tiére a de X (& savoir les points a tels que la mesure e, soit un é1é=

ment extrémal de V: 3 cet enseuble est un Gy )e

2° I1 est inexact, m@me lorsque X uast compact, que toute mesure e soit
un élément extrémal de V: (cfs 1l'espace V des fonctions continues sur le

disque plan x2 + y2 &1, ev harmoniques d 1'intérieur)e.

3° Lorsque V est 1l'espace des restrictions des polyn®mes & un fermé X de
RrP s tout point a € X est un point~frontiére. Bn effet, soit p une mesure
positive sur X telle que f£(a) = u(f) pour tout polynbme f ; il existe un
polyndme f > O dens RP s avec f(a) = 0 et f(x) >0 powr x# a .+ La rela=-
tion p(f) = O montre alors que | est portée par le point a , d'ol Je
résultate

’
4e Etude des mesurcs assocides & une T >0 o

FROPOSITION 4 = Soit V un sous-espace vectoricl adepté de C(X) o Pour toute

*
Te V+ s 1l'ensemble BT des W >0 qui représentent T est un convexe compact
de m+(X) o
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Soit, en effet, U un ultrafiltre sur By « Par hypothése, on a
T(f) = / £ dp pour toute p e By et toute fe V, .

Pour toute ¢ e K+(X) s 11 existe f e V+ telle que 0 < ¢ < £, ce qui entraine
0 < ple) < p(f) = ™(£)
Donc l?:ilm p(p) existe ;3 désignons-la par v ; c'est une forme lindsire posi=-

tive sur ¥(X) , donc une mesure >0, ot v = l?jlm TR
On va montrer que v e By, ce qui démontrera bien la compacité de By e
Soit fe V+ s ¢t soit ge V+ s O g dépasse f «

Pour tout scalaire k > 0, il existe un compact K ¢ X hors duquel g = kf »
I1 existe une ¢ e X(X) avec 0L9<l et g=1 sur K. '

Pour pe&Bp, ona pg) =T(g , dor weg(l=yg) <T(g), d'a

w(£(l = o)) s-?—(f-)- y puis p(fo) > u(f) - Eﬁkﬁl: T(£) - -Tikﬂl « Comne fo € X(E) ,
on a l'tjim p(fe) = W(£p) o Donc W(£) > w(£y) > T(£) --2%—{&2- )

Comme k est orbitraire, v(£) > T(f) .

D'autre part, par semi-continuité, w(f) < l%m p(f) = T(£) « Donc W£f) = T(£) ,
autremnent dit v e BT . :

Enfin la convexité de BT est évidentee
Applicatione = On peut désormais utiliser les éléments extrémaux de BT ¢ Dans
le cas ot V est 1l'espace des polynbmes sur un fermé X de RP s 11 serait

intéressent d'étudier ces dléments extrémeux et d'étudier leur rapport avec les
mesurcs appelées aussi extrémales dans SHOHAT ot TAMARKIN (pe 60).

5e Caractérisation des cas d'unicitde

V désignant toujours un sous-espacc vectoriel adapté de c(x) s et T une
forme linéaire positive sur V s hous savons quc dire que BT est réduit & un
soul éléuent, équivaut & dirc que, pour toute Y e X(X) , on a

sup T(f) = inf T(g) (v £, ge V) ,
gy y<g

ou encore que, pour tout e >0, on peut encadrer ¢ per doux éléments £, g
de V tels que T(g=1f) <&
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Soit p un élément quelconquc de By « L'espace V est évidemment un sousw
espace vectoriel de Ll « Ie critere d;unicité qu'on vient de rappeler montre
que, si By = {p} s V est partout dense dans L; o I1 serait intéressantlde
déterminer, plus géndéralement, dans quels cas V est partout dense dens L}1 3
par exemple on peut voir sisément que ceci ne peut avoir lieu que si p est
un élément extrémal de By 5 dans quels cas cette condition suffit~elle ?

Des questions analogucs se posent pour les espaces Iﬁ (dens le cas au
VCLp)o
v




