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Séminaire C, CHEVALLEY 3-01
E.N.S., 1958 ‘

* ¢ A 5 mai 1958

IES CILASSES D'EQUIVAIENCE RATIONNELIE, II,

par Claude CHEVALIEY

1, Grassmaniennes,

Soit P un espace projectif de dimension N >0 , Pour O<n £ N , nous dé-
signerons par G 1'ensemble des variétés lindaires de dimension n de P . On
définit sur Gn une structure de variété comme suit. L'espace P étant supposé
étre l'espace des sous~-espaces de dimension 1 d'un vectoriel V de dimension
N+1, Gn peut s'identifier & l'ensemble dessous-espaces de dimension n + 1
de V , Soit W 1la puissance extérieure (n + 1)-idme de V ; il y a correspondan-
ce biunivoque entre Gn et l'ensemble des sous-espaces de dimension 1 de W
qui sont engendrés par des éléments décomposables. Or l'ensemble des éléments
décomposables de W est fermé. C'est évident si n =N .51 nzN , Soit W!
la puissance extérieure (n + 2)=-iéme de V ; pour qu'un élément w de W soit
décomposable, il faut et suffit que le rang de 1l'application linéaire y —» yJﬂ_w
de V dans W' soit £ N «n ; or les éléments de la matrice qui représente
cette application par rapport a des bases fixes de V et W' sont des fonctions
linéaires de w ; il en résulte bien que l'ensemble des éléments décomposables est
fermé., Si Q est l'espace projectif associé & W , Gn s'identifie & une partie
fermée de Q . L'ensemble G, est de plus irréductible, car les opérations du
" groupe projectif de l'espace P fournissent un groupe d'automorphismes de Q
qui permute transitivement entre eux les points de ‘Gn .

Donnons-rious une base (e1 y vee eN+1) de Vb, et soit A le sous-espace
engendré par e ., , e+, €y, 3 A définit une variété lindaire de dimension

N-n-1 dans P, soit A' . Si X est un sous-espace de dimension n + 1
de W tel que XnA =-{Q} , X admet une base (x1 ERTTR
telle que x; = e; (mod A) (1 £i<n +1) . Réciproquement, si ona n + 1
€ V tels que x5 = e; (mod 4) , Kx

) et une seule

é1léments x + oaee + Kxn+ est un espace

1 1 1
de dimension n + 1 qui n'a que O en commun avec A ; si nous désignons la

variété linéaire correspondante de P par L(x; , ..., ) , il est clair que

X
n+1

ltapplication (y1 y eee , ¥ n+l

) -‘? L(el +y1 ) see o e

isomorphisme de l'espace vectoriel An+1 sur un morceau affine de G qui se

n

el + yn+1) est un
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compose des variétés linéaires de dimension n de P qui ne rencontrent pas A' .
I1 en résulte en particulier que G, est une variété spéciale.

Nous désignerons par J, 1'ensemble des couples (r, x)e G, x P tels que
x € L . Cet ensemble est fermé, comme il résulte tout de suite du fait que 1l'en-
"semble des (w, y) & W xV tels que wMhy=0 est fermé. Nous désignerons
par p, et 4 les restrictions a Jn des projections de Gn x P sur son
premier et son second facteur. On ve montrer que Jn est irréductible et que
p, estun morﬁhisme fibrant. Utilisons les mémes notations que ci-dessus et dé-
8ignons par Gn 1l'ensemble des éléments L €& Gh qui ne rencontrent pas A' .
Soit P(Kn+1) l'espace projectif associé & Kn+l , Soit t 1'application qui
fait correspondre & tout couple formé d'un point (y1 y ses yn+1) e A" oy
d'un point z € P(Kn+1) de coordonnées homogénes (c1 y see s cn+1) le couple
formé de 1'élément Lley + 3y 5 ooy e, * yn+1) de Gﬁ et de 1'é1ément
K(cl(e1 + yl) + eee °n+1(en+1 + yn+l)) de L(e1 *Yp s e g gt yn+1) .

I1 est clair.que t est une bijection de A P(Kp+1) sur Ei(Gﬁ) , et est
un isomorphisme de la variété P P(Kn+1) sur une sous-variété de G, x P.
On en conclut que 5;(Gi) est une variété, et qu'il y a un isomorphisme t' de

Gﬁ x P s FREY) tel que p (t'(L, 2)) = L pour tout Lé Gﬁ et

tout z € P(Kp+1) ; nos assertions résultent immédiatement de 1a.

Soit Q le complémentaire de J, par rapport & G xP 3 c'est 1'ensemble
des couples (L, x) tels que x& L . A chaque point (L, x) de () on peut
faire correspondre la variété linéaire f(L , x) de P, de dimension n + 1,
engendrée par L et x . L'application f ainsi définie est un morphisme de
£ dans G, ,q » comme il résulte tout de suite du fait que (w, y) —> w.fhy
est un morphisme de W x V dans la puissance extérieure (n + 2)-iéme W' de
V . En particulier, pour unA‘L fixe, 1l'application x = fL(x) qui fait
correspondre & tout x € P - L 1la variété lindaire engendrée par I et x est
un morphisme de P - L dans Gn+1 + Dg plus, Gn+1 étant plongé dans llespace
projectif Q' associé & W', f; est une application projective de P = L
dans l'espace Q! ; comme il résulte du fait que, pour w fixe, y — wAy
est une application linéaire de V dans W' .,

Nous utiliserons aussi le fait bien connu que, si U est une sous-variété
fermée de dimension n< N de P, l'ensemble des variétés linéaires de dimension

N-n-1 qui rencontrent pas U est ouvert et non vide dans GN-n~1



3-03

2, Définition d'une opération sur les cycles*

Nous désignerons dans ce qui suit par P un espace projectif de dimension N
et par U une sous~variété fermés de dimension n«N de P, Si L est une
variété lindaire de dimension N -n -1 de P qui ne rencontre pas U , nous

désignerons par f. le morphisme de P - L dans G qui fait correspondre

L N-n
& tout Xx€ P ~ L 1la variété lindaire engendrée par x et L .

Soit A une sous-variété fermée de dimension a de U . Le cbne projetant
de A d'aréte L est par définition la réunion des fL(x) pour X € A 3 nous
le désignerons par @L(A) . Montrons que c'est une sous-variété fermée de
dimension N -n +a de P, Utilisant les notations introduites aun® 1 , il

. -1 '
] -— 1 —
est clair que l'ona @ (&) = qN_n(pN_n(fL(A))) . Puisque LNnU=g¢, fL(x)

n'a, pour tout x €U , qu'un nombre fini de points communs avec U , de sorte
que f%‘(fL(x)) est fini ; il en résulte que f (A) @st une sous-varlete fermee
de dimension a de Gy + Comme py  est une appllcatlon fibrante, pN (f (a))

est une sous-variété fermée de dimension N -n +a de Iy + Montrons que
1a restriction de Uyn & cette variété est un morphisme birationnel de
pN (fL(A)) sur @L(A) . Come qy_  est un morphisme propre, @L(A) est

une sous-variété fermée de P , manifestement # L . Il est clair que, si
™M, ye 51:\11-n(fL(A)) , &L, ona fL(y) =M puisque L CM . Il en résulte

. . . . . -1
que gy induit une application bijective de pN_n(fL(A)) a (GN-n x (P = 1))

sur @L(A) N E- L‘) , et que 1l'application réciproque de cette bkjection est
la restriction a @L(A) x (P - L) du morphisme y —> (fL(y) ,y) de P=1L
dans Jyop » ©€ qui établit notre assertion. L'ensemble @.L(A) est donc bien
une sous-variété fermée de dimension N -n+a de P.

Toute composante irréductible A' de @L(A) N U est de dimension
2N =-n+a)+n-N=a ; par ailleurs, il est clair que le céne projetant
@L(A') , de dimension N - n + dim A' , est contenu dans @ L(A) , d'od
dim A' < a , dim A' = a . On déduit de 14 que 1'intersection @'L(A).U est
définie., Il est clair que A intervient avec un coefficient >0 dans cette
intersection.

I1 résulte de ce que nous avons dit que, pour tout cycle X porté par U ,
%n; (ﬁl%l-ngfs(’fl.;,s(x)))'u est défini ; nous poserons

P &) = qN_n;:s(pN n,,A( Le gs(X))).U X .
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L'opération ?L est un endomorphisme du groupe des cycles portés par U, qui transfonre
tout eycle en un eycle de la méme dimepsion.Si X = A, ob A est une sous- '
variété fermée de U, on a fL'b(A) = dL(A)A , o dL(A) est un entier > 0O

s

égal au degré du morphisme de A sur fL(A) induit par fL 3 soit par ailleurs
eL(A) la multiplicité avec laquelle A intervient dans @L(A) .U+ Comme py .

est un morphisme fibrant, on a p_;\’]_nﬁ(fL(A)) = BI%I-n(fL(A)) ; comme la restric-

tion de Yo a B;_n(fL(A)) est un morphisme birationnel de cette variété sur

-1 - L]
@L(A) , ona qN-n;ﬁ(pN-n(fL(A))) :@L(A) . On en conclut que le coefficient
de A dans @L(A) est dL(A) eL(A) - 1 . En particulier, (P, transforme tout
cycle > 0 .en un cycle >0 .

Soit £ une famille algébrique de cycles tous portés par U , paramétrée par

une variété T . Soit par ailleurs G}\Tl-n-l

rencontrent pas U  c'est une sous-variété ouverte de GN-n—l o La famille

(t, L) —)PL(i(t)) est alors wne famille algébrique paramétrée par T x Gg—n-l .

l'ensemble des L e G

Nene1 qul ne

Tenant compte des résultats de 1'exposé précédent, et représentant I comme
différence de deux familles algébriques positives, on voit qu'il suffit de montrer
que (t, L) — £ B(%(t)) est une famille algdbrique de cycles de Gyop ®

L'ensemble M des (x, L)€ P x Gypet tels que x¢ L est une sous-variété

ouverte de P x Gy, , et l'application f: (x,L) — fL(x) est un

. 4 U
mprphisme de M dans Gy . Il est clair que l'ona, si teT, Le&G

FL;%(:o(t)) =1, (e(t) x {L}) .

or, (t, L) =—> ¥(t) x {L} est une famille algébrique de cycles de M para=
..métrée par T x GN-n—l . Soit Z une composante irréductible du support de son

cycle de définition ; elle est contenue dans la sous-variété N de M x T x Gg-n-l
composée des (x , L, t, L) telsque xe€U, L G'Gll\i-n-l « Come U est une

variété compléte, on voit tout de suite que la restriction & N de 1tapplica-
tion (z., t, L) — (f(z) , t , L) (z e M) est un morphisme propre de N

dans x T x GU . Tenant compte de la remarque qui suit la démonstration

CN-n Nen-1
de la proposition 5 de 1l'exposé précédent, on voit que (t , L) —> f%('};(t) x {L})
est une famille algébrique de cycles de GN-n , ce qui démontre notre assertion.
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Nous désignerons dans ce qui suit par C(L) 1le contour apparent de U rela=-
ti\iemgnt & L ; c'est l'ensemble des points x € U tels que la variété linéaire
tangehte & U en x rencontre L . Cet ensemble contient tous les points singu-
liers de U , puisque, si x est un point singulier, la variété linéaire tangente

a U en x est de dimension >n . Soit U, 1l'ensemble des points simples de

1
U ; l'application qui fait correspondre & tout xel, la variété linéaire tan=-
gente & U en x est un morphisme de U, dans Gn » Par ailleurs, l'ensemble

1
des (M, L)€ Gy x Gy, tels que M NL#@ est fermé ; il en résulte que

, A
l'ensemble des (x , L) € U1 x GN-n-l

, et par suite que 1l'ensemble des (x , L) @ U x Gy_pni

tels que x & C(L) est relativement
fermé dans U1 x GN—n- 1
tels que xe C(L) est formé. -

IEMME 1., - Soit X un cycle porté par U , et soit X, un point de Supp ?L(X)

(od L€ Gg-n-l) ; ou bien fL(xO) N Supp X contient un point # X, ou bien
x €& C(L) n Supp X .

Désignons par E, 1l'ensemble des couples (x, x')e UxU tels que x'#x
et que la droite joignant x a x' rencontre L, i.e. que x'€ fL(x) . Soit

E 1'adhérence de E; comme f; induit un morphisme de U dans Gy . , on

L
a x'e fL(x) pour tout (x , x')€ E . Montrons que, si x, € U est tel que

(x1 , xl) €E, ona x, € C(L) . Le point (x1 , xl) appartient & une composante
irréductible E' de E 3 comme E est 1l'adhérence de E , B! est 1'adhérence
d'une composante irréductible E! de E' . L'application (x , % -?-fL(x) J=x=-x
est une famille algébrique de cycles de dimension O paramétrée par E' (pro-
position 4 de l'exposé précédent) ; de plus, on=a fL(x) U =X = Sc' >0 pour

tout (x, x') &€ E(‘) s il en résulte que cette relation est encore vraie pour

tout (x , x'") ¢ E' (corollaire 2 & la proposition 1 de 1l'exposé précédent),

donc que fL(xl).U - 2x1 2 0 . Tenant compte du critére de multiplicité 1 , cela
, est singulier sur U (d'on X E C(L)) ou bien e
est simple sur U et f (xl) a une intersection de dimensmn >0 avec la variété

signifie que ou bien x

linéaire tangente & U en Xy, ce qui implique que cette dernidre rencontre L .

L'ensemble E N (Supp X x U) .est une partie fermée de E ; soit H son
image par la projection de U x U sur son second facteur. Il est clair que H
contient tout point x &€ U tel que f (x) N\ Supp X contiennne un point Fx,
et que, si x € H, ou bien fL(x) 0N Supp X contient un point # x ou bien
x€C (L)
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Ceci étant, il suffira évidemment de démontrer le lemme 1 dans le cas od X
est une sous-variété fermée A de U . Ie lemme 1 est vrai si xoe H ; suppo-
sons done que X n'appartienne pas & H . Soit A' une composante irréductible
de Supp rL(A) passant par X, 3 1l'ensemble A' - A' N H est relativement
ouvert dans A' (car H est fermé) ; si x appartient & cet ensemble, £ (x)
rencontre Supp X = A (puisque x e Supp rL(A)c @L(A)) mais n'a aucun point
# x en commun avec A (puisque x # H) ; il en résulte que fL(x) NA= {x} .
On a donc A' = A*AHCA, d'od A' = A (puisque dim A' = dim A). On en
conclut que A intervient avec un coefficient > O dans rL(A) , donc que 1l'un
au moins des nombres d (A) , eL(A) (cf. ci-dessus) est »>1 .

Supposons d'abord que d (A) > 1 . Ce nombre est le degré du morphisme de A
sur f (A) induit par f; ; soit fA ce morphisme. Pour tous les points
x€A-ANH , l'image reclproque de fL(x) par fA se compose du seul poz.nt
x , puisque fL(x) NA= {x} ; le morphisme f%
que s8'il est radiciel. Dans ce cas, si x est un point simple de A , 1l'appli-

ne peut donc 8tre de degré >1

cation dérivée D_ f% de fﬁ en x a un noyau # {0} , ce qui signifie que

le noyau D_ f; de l'application dérivée de f. en x a des éléments # O

en-commun avec l'espace vectoriel tangent & A Len X . Or, la variété Gy
étant plongée dans un espace projectif Q au moyen des coordonnées pliickeriennes,
fL est une application projective de P - L dans Q ; il en résulte immédia-

" tement que le noyau de Dx fL n'est autre que l'espace tangent a fL(x) en X .
Comme ce noyau a des éléments # O en commun avec l'espace tangent & A en x ,
donc_a fortiori avec l'espace tangent & U en x , on voit que la variété
linéaire tangente & U en x a une intersection de dimension >0 avec f (x) ’
donc rencontre L . Comme tous les points simples de A sont dans C(L) ’

ona ACC(L), XOGC(L) .

Supposons maintenant que eL(A) > 1 . L'ensemble Al des points x & A qui
sont simples sur la variété @L(A) est relativement‘ouvert dans A ., Montrons
qu'il n'est pas vice. Soit y un point simple de @L(A) n'appartenant pas 2
L ; come y e@L(A) , i1 y a un point xel et un point z € L tel que
X,Y¥, 2 soient alignés. Comme @L(A) est un cbne de sommet z , x est
simple sur @ L(A) . Ceci étant, soit x € A
sur U , Il résulte du critére de multiplicité 1 et du fait que eL(A') >1 que
la variété linéaire T; tengente ‘4 U en x a une intersection de dimension
> dim A avec la variété lindaire ’I‘@L(A) tangente & @L(A) en x . Cette

'; supposons que x soit simple

derniére est de dimension dim A+N-n ot contlent L ; il en résulte que
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Ty o L #% 3 on a done A c C(L) , d'od A CC(L) , ce qui achdéve la démonstra=-
tion du lemme 1 .

Nous supposerons données dans ce qui suit un certain nombre de sous-variétés
B, s eeey B (non nécessairement fermées) de U qui ne rencontrent pas
1l'ensemble des points singuliers de U , ainsi que des nombres ﬁ12=0 ,...,Sﬁn;; 0
nous poserons b; = dim B, . Si 4 est une sous-variété de U , nous noterons
¢(A) 1le plus grand des nombres dim A N B; - @im A + b, - n) - f% pour tous
‘les i tels que AANB, # @ (si tous les 4 N B, sont vides, nous posons

¢(k) =0).

Si ¥ est un cycle porté par U , nous désignerons par G(X)4 le plus grand
des nombres ¢&(A) pour toutes les variétés A qui interviennent avec des
coefficients # O dans X . Soit £ une famille algébrique de cycles portés
par U , paramétrée par une variété T ; montrons qu'ilexistc un nombree etun seul
tel que @(F(t)) = e pour tous les points d'une partie ouverte non vide.de T .

L'unicité de e est évidente. Posons & = X c, Kyq » los Qﬁi étant des fa-
i

milles irréductibles et les c, des entiers # 0 ; il résulte de la proposition
1 de léexposé précédent qu'il y a une partie ouverte non vide T, de T telle
que, pour t € Tl , les variétés qui interviennent avec des coefficients £0
dans "§(t) soient exactement toutes celles qui interviennent avec un coefficient
# 0 dans 1'un au moins de Cﬁi(t) , de sorte que #&(%(t)) = sup eﬁﬁi(t)) . Ceci
montre qu'on peut se ramener au cas ou d est irréductible, donc définie par

une sous-variété fermée Z de U x T . Les composantes irréductibles de

Z n (Bi x T) sont des sous-variétés Cij de Ux T . Soit hij la restriction

3 C;; de la projection U xT -~ T . Pour tout i, ona

@) N By) x b= U B (8 s

il en résulte que, si a est la dimension commune des cycles ¥E(t) , e(&(t))

est le plus grand des nombres dim Eij(t) - (a + bi -n) - ﬁ& bour ceux des

Eij(t) qui ne sont pas vides (0 si tous ces ensembles sont vides). Or, pour
tout couple (i, j) , il y a une partie ouverte 'Tij ‘de T telle que ou

bien E;j(t) = @ pour tous les t é.Tij ou bien, pour tous les t e'Tij ,

E;j(t) soit non vide et de dimension indépendante de t . L'intersection des

Tij est alors une partie ouverte non vide de T possédaht la propriété requise.
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Nous noterons ¢(f) 1le nombre e dont nous venons d'établir l'existence et

l'unicité ; nous l'appellerons l'excés de la famille X .

LEMME 2, = Soit X un cycle porté par U 3 1l'excés de la famille L => QL(X) ’
paramétrée par Gg-n-l , estgmax(e(X) -1, 0) .

L'excés d'une combinaison lindaire de familles algébriques est évidemment au
plus égal au plus grand des excés de ces familles ; par ailleurs, il y a un
sous-variété fermée A de U qui intervient dans ¥ avec un coefficient # O
telle que €(A) = &(X) (si X # 0) ; on peut donc se horner au cas ou X = A
est une sous-variété fermée de U . Nous désignerons par Q-i 1l'ensemble des
points (x,y, L)€ A x B, x G

i N
ona x#y et L rencontre la droite qui joint x & y (di.e. fL(x) = fL(y)) .

ney Qui posstdent les propriétés suivantes :

Pour toute droite S , 1l'ensemble des L € Gy_p.j @ui rencontrent & est
fermé et de dimension dim Gy_poqy = B » I1 en résulte que, si “D“i #0, cet

ensemble est de dimension < dim 4 + b, + dim G, _ -n , Il existe donc une

i Nen-1

partie ouverte non vide C; de Gy telle que, pour tout L €eC, , 1l'ensemble

-1
des (x, y)€ A xB, telsque (x,y, L)€ Qi soit vide ou de dimension
dimA + b, -n ; si LeC; , l'ensemble Bi(L) des y € B, tels que fL(y)

rencontre A wun point #y est donc vide ou de diménsion < dim A + by -1 .
Or il résulte du lemme 1 que 1l'on a

Supp p.(4) NB, C B, (L) v (& NB, NC(L)) .

Choisissons un point dans chaque composante irréductible de A A Bi s soient

Xy g eee s X4 les points ainsi obtenus ; ils sont simples surU U . I1 en résulte
immédiatement qu'il y a une partie ouverte non vide C :,'L de GN-n-l telle que,
pour L¢& Ci , aucun des points x; , ..., X, n'appartienne & c(L) g si

donc LeCy, & 0B, N C(L) est vide ou de dimension «dim (A N Bi) . Si
Lec, 0O i, (Supp fL(A) ) M\B, est vide ou de dimension au plus égale au
plus grand des nombres dim A + bi -n, dim(4 ’\Bi) -1 , I1 en résulte que si
L appartient & 1l'intersection des C; , Cf pour tous les 1, ona

e(p(a) ¢ mx(e®) -1, 0) .

Nous désignerons dans ce qui suit par [' le groupe projectif de l'espace P ,
et par X 1l'ensemble des (s ;, L)€ [ Gg-n-l
pas U ; c'est une sous-variété ouverte de {'x Gy

N =Tl

tels que s(L) ne rencontre
1 -+ Montrons que, si
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(s, L)€ 22, et si A est une sous-variété fermée de U , 1'intersection
s(@L(A)).U est définie. En effet, s(@L(A)) est un cbne d'aréte s(L) et
de dimension N -n + dim 4 . S1 A' est une sous-variété de U contenue dans
s(@L(A)) , ®s(L) (4') est,, comme on 1'a vu, de dimension dim A' + N~ n

et est contenu déns s(@L(A)) , Aol dim A'g dim A , ce qui démontre notre
assertion. Pour tout cycle X porté par U et pour tout (s , L)€ I3,

nous poserons
-1
/f- -—
VS,L(X) = sg(qN-n;g(pN-n;g(fL;B(X)))’U '

Si % est une famille algébrique de cycles portés par U , paramétrée par une
variété T, (s, L, t) —> fs’L(SE(t)) est une famille algébrique paramétrée
par 23 x T . Pour le montrer, on peut évidemment se limiter au cas ou % est
une femille > 0 , 51 (s, L, t)€ I x T, posons

Yo, L, ) = gy oy o a )

on sait déja que B est une femille algébrique de cycles de P ; cette famille
est positive, ot s&.(g(s y L, t)).U est toujours défini, Il suffira donc de
montrer que, si \(‘] est une famille algébrique de cycles de P paramétrée par
une variété T' , la famille (s, t') —> sg(g(t')) est algébrique. Or,

(8, t') —> 8 x B(t') est évidemment une famille algébrique de cycles de

['x P . Come (s y X) => (s, s(x)) est un automorphisme de [I'x P, la
famille (s, t') —> & x sﬁ(\ﬂ(t')) est algébrique. Le support du graphe de
cette famille est contenu dans l'ensemble des (s , x, s8', t') &€ ['x P x ['x T
tels que s = s' ;3 il en résulte que la restriction & toute composante irréducti-
ble de ce support de 1'application (s , x, s', t') —> (X, 8', t') est

un isomorphisme de cette composante irréductible sur une sous-variété de P x [' x T!
on en conclut alors en faisant usage de la remarque qui suit la démonstration

de la proposition 5 de l'exposé précédent.

IEMME 3, ~ Pour tout cycle X porté par U , l'excés de la famille
J AR )
(s, L) — T, L(X) , paramétrée par 2., it <0,

U
Si LC.Gan

Pour démontrer le lemme 3 , on peut se limiter au ces oi X est une sous-variété

, soit PL 1'ensemble des s e L tols que (s , L)e 7,

fermée A de U . Pour qu'un point y € B, appartiemne a T, L(A) , i1 faut et
suffit qu'il existe wn point s€ O (a) tel que y = s(x) . *Soit Q 1'ensemble
des points (¢, x, y)¢ [ « @L(A) x B; tels que s(x) =y . 11 est clair que

wo
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cet ensemble est fermé de dimension (dim[ - N) + dim A + N - n + b, .+ Ilen
résulte qu'il y a une partie ouverte non vide C, (L) de [} telle que, pour
s € Ci(L) , l'ensemble des (x , y)€ @L(A) x B, tels que (s, x,y)ely

soit vide ou de dimension £ dim 4 + b; - n . Soit C(L) 1'ensemble N 3 6@ 3
il est clair que, si s € C(L) , (Supp 2 L(A)) N B; est vide ou de dimension
< dim A + b, - n pour tout i , d'od é(‘C (A))< 0 . L'ensemble des

(s, L)Ye ) tels que e(ts L(A)) £ 0, contenant tous les C(L) x {L} pour
>

Lée Gg-n-l , est évidemment dense dans 2. ,'ce qui démontre le lemme 3 .

IEMME 4. - Soit £ une famille algébrique de cycles portés par U , paramétrée

par une variété T ., Il existe alors une variété spéciale R et une famille

algébrique & de cycles portés par U , paremétrée par R x T , qui possédent

les propriétés suivantes : £ est la différence de deux familles B et )' posi-

tives et algébriques telles que, pour tout te T , les excés de familles

r — Lﬁ(r , t) , T —>D‘(r , t) (paramétrées par R) somnt 0 ; pour
tout t €T, il existe deux familles algébriques pos:l.tlves ,’:’> et g,'t d'excés

< 0, paramétrées par R , et un élément Ty de R tels que ,:)t -,’:’;'t soit

la famille r — X'(r, t) , gue 1'on ait &'(r, , t) = B(t) et
mex(2(3"(r,)) , ¢ @1(r,))) ¢ max(e(®(t) , 0) .

Soit Ah 1ltassertion qui se aéduit de 1a précédente en remplacant la condi-
tion que les excés des familles r —» ‘,Q‘(r , t), T — ;9_" (r, t), ,%t , 5‘t
solent €0 par celle que cesexcds solent <n - h . Coome on a 2(X) £ n pour
tout cycle X porté par U, AO est vrai (on prend R composé d'un seul

point o, T (r t) =™4(t) et pour ,?)t(ro) , B’t(ro) des cycles > 0 dont

o b
 1a différence est % (t) et tels que max(e(Bt(ro)) , g(ﬁ't(ro))) = e (E(t))) .
Supposons que A, soit vrai ; soient R la variété, g' , \ j’ et (pour
un certain t &T) &, 3'" 1les familles et r, le point de R dont les
existences sont affirmées par Ah . Posons R'=3_xR ; conme [ et Gg nel
sont des variétés spéciales, il en est de méme de 7, donc de R' . Si

(s, L, r)€e R, nous posons

Yo, L, v, 8) =T WU, )+ e W, t)

Ei(s , L, r, t) = (L/l (r, t) *fL(ﬁ(r , t))
%i(S,L,r -U(S’ ,I‘,t)-}dl(S, , T, t)
S, L, )= LS’L(B (@) + )

2%, 1, 0 =7 @)+ fEE) .
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Les fardlles M, ,U!, 37,31 sont algébriques et positives.

Pour tout r¢ R, les excés des familles (s , L) —>» (fbt(r)) ,
(s,L) —> A I_'(_3'1"(r)) sont <0 (lemme 3) ; ceux des fam:Llles (s, L)-»PL(B: (),
’

(s, L) = ?L(B't(r)) sont respectivement au plus égaux a max(e(s (r)) -1, 0)
et & max(e(2't(r)) -1, 0) (lemme 2). Par ailleurs, il existe une partie
ouverte non vide Ro de R telle que, pour r & Ro , on ait

e(@F@) =" cmaxta-h, 0), ¢@ ) = e®®) <maxtn-1n, 0) .
Si r¢ R s i1 y a donc une partie ouverte 2(r) de Z:', telle que, pour tout
(s, 1)¢ Tie) , 108 noubres 2(ry L(:-‘a (r))) , (T, L(B' =), ¢ @),

z(?L(;j (r))) soient tous < max(n -h -1, 0), ce qui entrafne que

e@;l(s , L, 1)) et (zbl(s , L, r)) sont $max(n - h -1, 0) . La réunion

des Z(r) x {r} pour tous les T R étent évidemment dense dans 2. x R,

on voit que 6(?:1) et e(ﬁl') sont €< max(n - h = 1, 0) . On vérifie exactement
de la méme maniére que les excés des familles (s , L, r) —» Bl (s, L, r, t),
(s,L,r) —> L\l (8,L, r,t) (pour un t donné quelconque) sont

% max(n -h+1,0).I1est clair que ,-% 3' est la famille

(s, L, r) =~ 'fi (s,L, r, t).S0t u l'element neutre de [’ . Pour

U

tout cycle X porté par U et tout L €Gy_pg» 08 ’t{l’L(X) =X + ?L(X) o

11 enUrésulte immédiatement que 1'on a %‘i (@, L, r,, t)="%t) pour tout
. . . .
L & GN-n—l « I1 existe une partie ouverte non vide GN—n—l de GN-n-l telle

que, si L ¢ Gl(l-n—l , on ait

6 (p (80 (r,))) < maxle(8°(r,)) - 1, 0)<max(e(E(t)) , 0)
et '

6P B (r,))) < max(e (3 (r,)) - 1, 0)< max(@(E(t)) , 0) .
Par ailleurs, on a ’ . ‘
R, 1B @)) =3y + pB7 )
et '

fu,LB't(rt)) =317y + )

Soit Lt

que les nombres e(z:f(r%)) R e.(_i}it(rt)) sont < max(2(X(t)) , 0) . Ceci

un élément de Gy, , et soit r}=(u, L , ry) 3 il est clair
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démontre 1l'assertion Ah+l .

REMARQUE, - ILes notations étant celles du lemme 4 , les excés des familles
1} , 9' s &' sont <0 . En effet, pour tout t € T, il existe une partie ouverte
non vide R, de R telle que, pour tout reR,, ?,(\}(r , t)) et e(®'(r, t))
soient tous deux €0 ; la réunion des ensembles R, x {t} pour tous les

t
t € T étant dense dans R x T , notre assertion est dtablie.

3. Application & 1'8quivalence rationnelle.

PROPOSITION 1. - Soient V, , «.. , V, des variétés non singulidres et U
une variété quasi-projective non singulifre. Pour tout i , soit fi un mor-
phisme de Vi dans U . Soit X un cycle de U ; il existe alors un cycle

=1 PP
X' rationnellement équivalent & X tel que les £, A()C) soient tous définis.

si Si les £, 3()() sont tous définis et si X est rationnellement equlvalent a 0,

les i‘ (X) sont rationnellement équivalentsd O .

Nous poserons n = dim U . On peut supposer que U est une sous=variété (non
nécessairement fermée) d'un espace projectif P de dimension N> n . Nous
désignerons par U 1'adhérence de U dans P et par J 1l'application identi-
que de U dans P, Il est clair que X peut toujours se mettre sous la forme
305) , ou X est un cycle de P porté par T (on notera que 3‘;5(5() est
toujours défini si X est une cycle porté par TU). Montrons que, si X est
rationnellement équivalent & O , on peut supposer qu'il existe une famille
algébrique é de cycles de P portés par U , paramétrée par K, telle que
E(o) =0, 3(1) =X (en choisissant convenablement ¥). Il exlste par hypothése une
B 11e ﬂgzhﬂque&da cycles de U , paramétrée par K ,telle que *(0) =0,

F(1) =X . Soit Z 1le cycle de définition de ¥ , et sokt 2 = Zi 124

les % i étant des sous-variétés fermées de U x K et les c; des entiers

# 0 . Pour chaque i , désignens par Z; 1'adhérence de Z; dans PxK,

qui est une sous-variété de U x K . L'image de Z; rpar la projection

UxK —» K est dense dans K ; celle de ’Zi par la projection P x K =3 K
est donc également dense dans K , d'oh il résulte que, pour tout t € K, 'Z' (P xt)
est Aéfini (dans P x K). Posons z (U x t) =% (t) x ¢ » Zyo (P x %) -$ (t) x t 3

3:« (t) est alors un cycle porté par U . Montrons que .Jé(-:i(t)) =39i(t) . I1
existe une partie ouverte non vide PO de P telle que P A U =U . Soient
A une sous-variété fermée de U et L son adhérence dans U . On a

Z'i n (Po x K) = Z; 3 le coefficient de T dans Zi’(P x t) est égal & celui
de A dans 1l'intersection Zi'(Po x t) dans Po x K (en vertu du caractére
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local de la définition des multiplicités d'intersection) ; celui-ci est aussi

égal au coefficient de 4 dans 1l'intersection Z .(Uxt) dans U x K, ce

qui démontre notre assertion. Soit %' la famllle Z: C. ?CE; 3 on a donc

;,(E' (t)) = X¥(t) pour tout t €T . Il suffit alors de prendre T(t) = B () - Er1(0) |
X =%1(1) - %) .

Pour tout i , il existe des sous-variétés Bij de U ot des entiers S%.j >0
qui possédent les propriétés suivantes s si A est une sous—variété fermée
de U, une condition nécessaire et suffisante pour que les i‘ (A) soient
définis est que, pour tout (i, j), 4 nBi;] soit vide ou de d:unensslon

< dim A + dim B, 1 =0t )’5 (proposition de l'exposé précédent). les Bi,]
sont des sous-varidtés de U qui ne rencontrent pas 1'ensemble des points singu-
. liers de U H utilisant ces variétés et les nombres ﬁ 15 * nous définissons
une fonction ¢(X) sur l'ensemble des cycles portés par U de la maniére
indiquee aun® 2., I1 est alors clair que, si X est un cycle porte par ' U
tel que ¢(X) <0, les (33(1’)) sont tous définis. Soit % we famille
algébrique pos:Lt:Lve de cycles portés par T telle que e(\t,) <0, paramétrée
par une variété spéciale T . Soit T' 1l'ensemble des t tels que les
1 a(ﬂ’l E(+))) soient définis ; T' est alors dense dans T . Ies cycles

Jﬁ(i(t)))v , pour t €T' , sont alors tous rationnellement équivalents
entre eux, comme il résulte d'une double application du lemme 1 de 1l'exposé
précédent. Par ailleurs, si X est une famille (pos:.tlve ou non) de cycles
protés par U , paramétrée par une variété spéciale T , les cycles de la
famille t > jé@(t)‘) sont tous rationnellement équivalents, comme on le
voit en représentant % comme différence de deux familles positives.

Ceci étant, appliquons le lemme 4 du n°® 2 a4 la famille 3\- paramétrée par
une variété composée d'un ieul point to et définie par $(t ) =¥, On voit
qu'il existe une famille & paramétrée par une varlete Speciale R et un
point r € R tels que e@') = 0 et que K}(r ) =¥: Soit r wun point de :
R tel que e (v)) < ; posons X' = (), X= .-1(2' . I1 résulte alors
de ce que nous avons dit que X' est rationnellement equlvalent a X et que
les f:ll; (X') sont définis. Ceci démontre la premiére assertion de la propo-
gition 1 ., .

Supposons maintenant que X soit rationnellement équivalent & 0O . Soit %

une famille algébrique de cycles portés par U ,; paramétrée par K , telle que
*() =0, (1) =% . Appliquons le lemme 5 , n° 2 & cette famille ¢ on voit
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qu'il existe une famille %’ de cycles portés par U , paramétrée par le pro=

duit R x K d'une variété spéciale R par K , qui posséde les propriétés suivan-
tes : %' est la différence de doux familles algébriques positives U et
d'excés <0 telles que, pour tout t e K, les familles r —ag(r , t),

r — B‘(r , t) soient d'excés nuls ; pour tout t €T, il existe un r & R

et des famllles algebrlques positives 3 et /%'t paramétrées par R telles
que 6(2;) et f,(z_t, ) soient < 0, que 3 (r) —,’:’J' (r) =% (r 1 t) pour

tout r e R, que 3 (rt , t) _g(t) et que e(& (r )) et &(B (r )) soient

tous deux <« mex(g (%(t)) , . Supposons de plus que les Ti (X) soient définis,
Pour toute variété A qui intervient dans X avec un coefflcient # 0 , chaque
AN BiJ est vide ou de dimension < dim4 + by, -n + f) ; comme les B, sont
contenus dans U , il en resulte que (@) ; on a alors w@(o))

z(ﬁu)) 0, et par suite e(’,?,) (r )< o0, ”(5' (r ) <€0 si t=0 oul .
Il y a des éléments r! , ri-' de R tels que 1eq nombres & (& (r! ), é@®° (r')) R
ey, 0), e, 0), 2Ea, e@leD) , 2@, 1),

Q(E' (r1 , 1)) soient tous £ 0 . Posons

o?

Coete)) , 2t =Rete)), =R Ea) . 5t = BEtE)

(t =0 oul). Les images reclproques par les f 5 de tous ces cycles sont dé-

finies ; les excés des familles 2) étant <O les cycles f‘l (Z -7 ) ’

fi.a(z’: - Z't) (t=0 oul) sont rationnellement equ.lvalents 4 0 ., Comme
)

i(o)_o, Q) =%, ona 2°=2°, 2t -zl ox

5
(z° - 2'°) est donc rationnellement équivalent & 0 et f} (Z1 - Z'l)
1,2, % * * *

est rationnellement équivalent & 'fl 3)( ) . Posons Yo = J’;(B(I‘t , 1)),
31(9 (], 8)) (6=0 oui1); les B (1), % (x'*) sont donc

pour chaque 1,

t t t t e ' .Z
définis, Ona Y = Y'" =2 -2 ; de plus les excés des familles (\:5 M
étant £ 0, les f?.:b(Y - Y %, (Y‘ - 1'°) sont rationnellement équi-
valents & 0 . Il en résulte que, pour tout i, g(z - Z' ) est rationnelle~

ment equlvalent s ( Z'o) donc & 0, ce qui montre que T (X) est

i3
ratlonnellement équivalent & O et démontre la proposition 1 .

4, L'anneau de Chow.

Si U est une variété non singuliére quasi-projective, les classes d'équi-
valence rationnelle de cycles de U forment un groupe adcitif ; nous désignerons
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ce groupe par & (v) .

Soient U et V des variétés non singuliéres quasi-projectives et £ un
morphisme de V dans U, Si C € ¢{V) , la classe dans C(U) de 1'image par
% d'un cycle Y& C ne dépend que de C , comme il résulte de la proposition
8 de 1l'exposé précédent ; nous désignerons cette classe par f! () . I1 est clair
que f  est un homomorphisme de (V) dans <&(U) .

Soient maintenant V et U des variétés projectives non singuliéres et f
un morphisme quelconque de V dans U , Soit C wun élément de ¢*(U) ; il
existe au moins un cycle X € C tel que f‘é(X) soit defiin. et, i X , X' sont
deux cycles de C possédant cette propriété, o (X) et f (X') sont ratlonnelle-
ment équivalents (proposition 1). Nous demgnerons par f (C) la classe dtéqui=~
lence rationnelle de V qui contient les f_%(X) pour tous les X & C tels que
g(x) soit défini. Il est clair que fl est un homomorphisme de «/(U) dans

) .

Soient U et V des variétés quasi-projectives non singulidres, C un élément
de (“(U) et D wun élément de ¢(V) . Si X€ C, Y€D, la classe du cycle |
X xY dans U xV ne dépend que de C et D , comme il résulte tout de suite
de la proposition 3 de l'exposé précédent. Nous désignerons par C x D 1la
classe d'équivalence rationnelle de U x V qui contient les X x Y pour
Xe C, YeD , Ilest clair que (C , D) — C x D est une application bili-
néaire de (U(U) x (V) dans ¢=(U x V) .

Soient U, V et W des variétés quasi-projectives non singulidres, f un
morphisme de V dans U et g un morphisme de W dans V 3 soit h=fog .
On a alors Ei = 'éi o fi . Il existe en effet des variétés C, en nombre fini
et des morphismes f, ¢ C. -»- U qui possédent les propriétés suivantes s pour

tout cycle X de U te1” (x) et les i‘j B(X) soient définis, 'g:lg(fl (X))

et HE(X) sont définis et égaux (corollaire & la proposition 7 de 1l'exposé
précédent). Notre assertion résulte alors immedlat.ement du fait que tout elément
C € *(U) contient un cycle X tel que fb(X) et les. Tj g(X) soient définis
(proposition 1), De plus, si f et g sont propres, on a h =f og, ,ocer
il résulte immédiatement de 1a définition de 1'opération fﬁ sur les cycles

que hﬁ(z) = (g (Z)) pour tout cycle Z de W . ‘

Soient U, U' , V , V' des varletes quasi-projectives non singulieres, f
un morphisme de U' dans U et g un morphisme de V" dans V . Désignons
par h le morphisme (x', y') — (x, y) de U' xV' dans U xV .,
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Si Ae ), Be€(V), ona
-1 =1 -
RL(A x B) = FL(A) gi(B) .

Soient en effet X et Y des cycles tels que Xe A, Y& B et qw i"é(x)
et é%(Y) soient définis. On va montrer que E%(X x Y) est défini et égal &

i'*(X) x gB(Y) . Soient ® et [ les graphes de f et g ; comme P.(X x U")
et [.(Y x V') sont définis, 1'intersection @ xI').(X x U' x ¥ x V') dans
UxU' xV x V! est définie et égale a @, (X x U')) x (T (Y xV')) o L'iso-
morphisme canonique de. U x U' x V x V! sur U xV x U' x v tranaforme

@ x{" en le graphe & de h ; DX x ¥ x U x V! ) est donc défini ot egal a
1'image de (B, (X x U')) x (T (Y x V")) ., or P.(X x U') s'applique sur Tg(x)
par 1'isomorphisme naturel de ® sur U' et [.(Y x V') s'applique sur g3(Y)
par l'isomorphisme naturel de I sur V' . Notre assertion résulte immédiatement
de 1a.

Soient U, V des variétés quasi-projectives non singuliéres, Si s est
1'isomorphisme (x , y) —=> (y, x) de UxV sur VxTU, il est clair que
(x xy)=yxx si xeC® , yell). Devméme, si W est une troisieme
variete quasi-projective non singuliére, et si a est 1'isomorphisme
((x,y),z)—-)—(x,(y,z)) de (UxV)xW sur Ux (VxW),ona
a ((Xx y) x2) =xx (y xz) si xeC(U), yeel), z£gW o I1 est
donc correet de faire les identifications usuelles entre produits quand on consi=

dére des produits de classes d'équivalence.
Soit U wune variété quasi-projective non singuliére. Soit T 1'application
x => (x,x) de U dans U xU ; on définit une loi de composition

(x, y) —>x.y dans ((U) en posant

Xy = §i(x X y) .

Il est clair que (x , y) —> x.y est une application bilindaire de ¢{U) x €(U)
dans €4U) . Si s est la symétrie dans UxU, ona Sor =1 j il en
résulte que X,y = JoX Montrons meintenant que 1la loi (x , y) —> x.y est

associative. On a
(x.y).2 = 'I-'l('f'l(x x §) % Z) .
»* 35
Désignons par t 1'application (u, v) - ((u,u) ,v) de UxU dans

UxUxU ; alors (x.y)ez = (r o t )(x xy x z) « On a de méme, en désignant
psr © l'application (u, v) —> (u , V., V), x.(y.2) =-'(§"i o Gi) (x x 3 x 2)
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notre assertion résulte alors de ce que 1'ona tor =86, r . Montrons enfin
que la loi (x, y) = x.y comporte wun élément unité. Nous désignerons par

1U la classe d'équivalence du cycle U ; pour tout cycle de X de U , 11 est
clair que FI(X xU) =X 3 1U est donc élément unité pour notre loi de compo-
sition. I1 en résulte qpe ¢(U) se trouve muni d'une structure d'anneau commu~
tatif,

On notera que, si des classes d'équivalence x et y sont représentées par des
cycles X et Y tels que X.Y soit défini, X.Y appartient 3 la classe X.y
on sait en effet que 1'on a alors X.Y = ;é;x x Y) . Par ailleurs, étant donnés
des cycles quelconques X et Y , il y a toujours un cycle Y' rationnellement
équivalent & Y +tel que X.Y' soit défini. Soient en effet B, Iles sous~ve=-
riétés de U qui interviennent avec des coefficients # O dans X , et soit
fj 1'application identique de B, dans U ;ily e un eyele Y' rationnelle~
353

ment équivalent & Y tel que les f (') soient définie, ce qui démontre

notre assertion.

Soient f un morphisme propre d'une variété quasi-projective non singulidre V
- dans une variété quasi-projective non sigulidre U , y un élément de ((V) et
x un élément de (¥(U) ; on a alore

£ B 0) = £, ()

"Soit en effet Y wun élement quelconque de la classe y ; soient B1 s wee Bm

les variétés qui interviennent avec des coefficients # O dans Y, et fj
la restriction de f & B, . On voit facilement que, si A est une sous-variété

J
‘fermée de U telle que les 1(A) , ;$A) soient tous définis, Y, %B(A)
et £ (Y) A sont définis, On peut representer X par un cycle X tel que les
Eﬁx) , (X) soient tous définis, Soient alors QP le graphe de f et Y!

le cycle de @P qui correspond & Y par 1l'isomorphisme naturel de QE sur V
celui qui correspond a M.@B(X) est 1l'intersection Y'.(X' x V) prise dans
UxV . Soit p 1la projection d¢ U x V sur son premier facteur, d'oh

. pzﬁY') = fB(Y> « Comme Y'.(X x V) et RE(Y’).X §ont définis et comme p
induit un morphisme propre de la variété ¢ , qui contient Supp ¥' , il résulte
de la formule des projections que QZ§Y').X = ?E§Y'.(X x V)., ce qui démontre

la formule.,

Soit maintenant f un morphisme quelconque de V dans U ; alors Ti est
un homomorphisme de 1l'anneau ((U) dans (V) . Soient en effet ry 1'appli-
cation u =~ (u, u) de U dans Ux U, ry l'application v —» (v, v)
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de V dams V xV et g 1'apslication (v, v') =% (f(v) , £(v')) de

VxV dans UxU.Ona gory of 381 x,yed(U), ona

7l xay) = PHED, (x x )) = @), ELix x 9) = ), BLt) « B19) = )21

=I'U

ce qui démontre notre assertion.

Soit U une variété quasi-projective non singuliére. Pour tout d , soit
@;d(U) le groupe des classes d'équivalence rationnelle représentées par des
cycles de codimension d LC(U) est alors la somme dlrecte des de () ,
le produit d'un élément de ¢t (U) par un élément de t (U) est dans
I1 en résulte que ((U) est un anneau gradué. Il résulte tout de suite des
définitions que, 8i m est un-entier #0, mU n'est pas rationnellement
équivalent 3 0 ; @O(U) est donc isomorphe & 2 , de sorte que ¢(U) est un
anneau gradué augmenté. Si f est un morphisme d'une variété quasi-projective
non singuliére V dans U, f‘i est homogéne de degré 0 ., Si f est propre,
£, est une application additive homogéne de degré dim U - dim V .

d+d()




