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Séminaire C. CHEVALIEY 2-01
E.N.S., 1958 :
=g 28 avril 1958

IES CIASSES D'EQUIVALENCE RATIONNELIE, I.

par Claude CHEVALIEY

1., Familles algébriquesde cycles.

Dans ce numéro, toutes les variétés que l'on considérera seront supposées non
singuliéres.

Si T et U sont des variétés, nous désignerons par S(T) et jSHU) 1leurs

groupes de cycles <t pai‘ 2 (U x T) 1e groupe de cycles de U x T engendré par
les sous-variétés fermées 2Z qui possédent la propriété suivante : pour tout

t €T, Z.(U x t) est défini. Il résulte de 1la que l'image de Z par la projec-
tion p de U x T sur sor second facteur est dense dans T , car, si t e p(Z),
Z A 'p'1 (t) est de dimension dim Z - dim T .

DEFINITION 1. - On appelle famille algébrique de cyclgs sur U , paramétrée
par T , une application X de T dans J(u) qui posséde la propriété suivante :
il existe un cycle Z €33'(U x T) tel que 1'on ait Z.(U x t) = X(t) x t pour
tout t €T . : '

Nous dirons alors que X est la famille définie par Z . Il est clair que,
si les X(t) sont de dimension a , Z de dimension dim T + a . S1 Z est

une sous-variété de T x U, on dit que X est irréductible.

Les familles algébriques de cycles de U paramétrées par T forment mani-
festement un groupe X dans lequel 1l'addition est définie par

(X + X')(6) = X(t) + X' (&) .

Ies familles X pour lesquels X(t) est de dimension a. (pour tout t €T)
forment un sous-groupe ‘5’:& ‘de £, et ¥ est la somme directe des Lo
groupe £ est engendré par les familles irréductibles. Nous allons voir mainte-
nant que la donnée d'une famille algébrique de cycles détermine entiérement le
cycle Z qui définit cette famille. Cela résultera de ce qui précéde et de la

PROPOSITION 1. - Soient X; , ... , X des familles algébriques irréductibles

de cycles de U paramétrées par une méme variété T et définies par des sous-

h

variétés fermées Zy y «es y T, mutusllement distinctes de U x T toutes de
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méme dimension. I1 existe alors une partie ouverte non vide T1 de T qui

posséde la propriété suivante : si te€ T, , les Xi(t) sont >0, et, 8i 1#j,

Supp Xi(t) n'a aucune composante irréductible en commun avec Supp X 3 (t) «

8i 14§, 2, et Z ] sont distinctes et ont méme dimension ; on a donc
Zy N Z # Z; « Soit E, la réunion des Z, n Zj pour j #i ; c'est une partie
fermee # Z de Z; . la restriction p; de la projection U x T —> T a
Zi est un morphisme de Zi dans T , et p(Zi) est dense dans T § on sait
(cf. appendice) qu'il existe alors une sous-variété ouverte Ti de T telle
que, pour t <€ Ti ’ ﬁi(t) soit non vide et n'ait aucune composante irréducti-

. 3 - ]
ble contenue dans Ei 3 11 suffit alors de prendre Tl .-m::l Ti .

COROLIAIRE 1, - L'application qui fait correspondre & tout cycle appartenant
4 B'(UxT) la famille algébrique qu'il définit est un isomorphisme de
2'(U x T) sur le groupe ¥ des familles algébriques de cycles paramétrées par
¥ admet une base composée des familles irréductibles,

COROLIAIRE 2, - Soit X une famille algébrique de cycles de U paramétrée
par T . Si ona X(t) »0 pour tout point t d'une partie dense de T , on
a X(t) # 0 pour tout t€ T .

Si la condition du corollaire 2 est satisfaite, on dit que la famille X est
positive. Les familles positives sont évidemment les combinaisons linéaires
a coefficients z0 de familles irréductibles.

PROPOSITION 2, = Soit X wune famille algébrique de cycles paramétrée par une

variété T , et soit f wun morphisme d'une variété T' dans T . Alors

X'+ t' = X(£(t')) est une famille algébrique paramétrée par T' .

I1 suffit de le montrer quand X est irréductible ; soit Z 1la sous-variété
de Ux T qui la définit. Soit P 1o graphe de f , ensemble des (£(t') , t')
pour t' € T' . Montrons que l'intersection (U x $).(Z x T') est définie. Soit

Z] une composante jirréductible de (U xP) A (Z x T') ; c'est une sous-variété
de Ux® 3 nous désignerons par p1 la restriction a Zi de la projection
1x®P =P, si (£x) , tHe "{3 (f(t') , t') est de dimension € a

parce que contenu dans (f(t') , t') x X(f(t')) (on désigne par a 1la dimension
des cycles X(t))., On en conclut que

dim 27 € dim p}(2]) + a< din® + a = dim T' + &

(puisque D st isomorphe & . T'). Or on a aussi dim Zi 2>dim T' + a par le
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théoréme de dimension ; il y a donc égalité ; on en conclut que l'on a

dim pi(Zi) = dim P ; 23 appartient donc & Z'(@U xP) . Ceci montre que
1'intersection 2' = (U xP).(Z x T') est définie ot que 2Z° , considéré comme
cycle sur U x @ , appartient & R (U x ¢ ) . Considérons 1l'intersection
2'.(U x (£(t') , t')) , o 2' et U x (£(t'), t') sont considérés comme
cycles sur U x ¥. Comme f est un morphisme, on a P.(Tx ) = (f‘(t') , t')
(dens T x T') et par suite (U.D). (U x T x t') = U x (£(t') , t') (dens

U xT x T'), Tenant campte de la définition de Z' et de la formule de relati-
visation des intersections, il vient

2'(U x (£(t*) , £")) = (U x £(&') x t')e(Z x T')) = (X(£(t*)) x £(t*) x t* &

On en conclut que la famille paramétrée par P définie par Z' est
(£(t') , t') —> X(£(t')) . On en conclut alors en tenant compte de 1l'isomor=-
phisme entre ® ot T .

COROLIAIRE 1, - Si T' est une sous-variété de T , la restriction 8 T' d'une
famille algébrique parsmétrée par T est une famille algébrique paramétrée par
T

COROLIAIRE 2, - Soit X une famille algébrique paramétrée par T ; si T'
est une variété quelconque, (t , t') - X(t) est une famille algébrique

paramétrée par T x T!' .,

PROPOSITION 3, = Soient T, U, V des variétés, X une famille algébrique
de cycles paramétrée par T et Y une famille algébrique de cycles de V
paremétrée par T ; alors t =—» X(t) x Y(t) est une famille algébrique de

cycles de U x V paramétrée par T .

Soient ZU et ZV les cycles qui définissent X et Y ; on voit facilement
au moyen des formules d'intersections dans le produits que

zszVEB'(TxTxev)

et définit la famille (t, t') =9~ X(t) x Y(t') ; il suffit alors d'appli-
quer le corollaire a ia proposition 2 & la diagonale de T x T .

PROPOSITION 4, - Soient X et Y des familles algébriques positives de cycles
d'une variété U , paramétrées par une méme variété T ; si, pour tout t &T,
1l'intersection X(t).Y(t) est définie, t - X(t).Y(t) est une famille
algébrique de cycles.
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Ecrivons X = zie'I X5 Z,‘ €3 j y ob les X, , Yj sont des familles

irréductibles ; pour tout t € T , toute sous-variété fermée de U qui inter-
vient avec un coefficient >0 dans X, (t) (resp., Y.(t)) intervient avec un
coefficient >0 dans X(t) (resp. Y(t)) ; les intersections Xi(‘b).Yj (t)
sont donc définies. Ceci montre qu'il suffit de démontrer la proposition 4 dans
le cas o X et Y sont irréductibles ; ces familles sont alors définies par

des sous-variétés fermées 2, et Zy, de U x T, dont nous désignerons les

Y
dimensions par a + dim T et b + dim T . Soit z] une composante irréducti-
ble de ZX ~ ZY , €t SOlt p1 la restriction a Zi de la projection U x T—>1 .

Soit t €T ; on a p (t) C (Supp X(t) N Supp ¥(t)) = t, d'od
d:.mp1 (t) £a +b=-n (od n=dimU).
I1 en résulte que 1l'on a
dim Zi
Mais on a aussi

Admpl(Z)+a+b—n<dimT+a+b-n.v

dimzi;(dimT+a)+(dimT#n):dimT+a+b-n ;

il résulte immédiatement de 1& que Zy.Z, est défini, et, cvme dim pf (z)) =din T,

que ZX.ZYG,ES"(U xT) «S1 t€T, ona

ZX.ZY.(U x t) = ZX.(Y('t) x t) = ZX.(U x £).(¥(t) x T) =
(X(t) x ) (Y(t) x T) = X(t).¥(t) x ¢t ,

ce qui démontre la proposition 4 .

REMARQUE, - L'hypothése que X et Y sont positives est essentielle ala
validité de la proposition 4 . Prenons en effet U = K , T=K ;81 t€XK,
soient Xl (t) et Xz(t) les droites d'équations y = tx + 1 = t(1 + t) et
y=tx+1-1t(t~1) respectivement ; soit Y(t) la droite d'équation-

y =13 posons X(t) = Xi(t) - Xz(f,) . Alors, pour tout te& K , X(t).Y(t) est
@éfini et est (t +1,1) - (t~-1,1), 81 t#£#0, 0 si t=0 ; il est
facile de voir que t —> X(t).Y(t) n'est pag une famille algébrique de cycles.

Soit f un morphisme d'une variété V dans une variété U ., Rappelons qu'on
peut associer 3 f un homomorphisme de 5 (V) dans 2(U) et un homomor-
phisme f‘é d'un sous-groupe 3 (U) dans B(V) qui sont définis comme suit.
Si Y est une sous-variété fermée de V , On a f (¥) =d TTY) o TT(YJ est
1'adhérence de f(Y) et ot d est un entier determlne comme suit ¢+ d=0
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si dim Y > dim £(Y) ; si dim Y = dim £(Y) , A@ est le degré du morphisme

fY de Y dens T(Y¥) induit par f (i.e. le degré du corps des fonctions numériques
sur Y par rapport & 1l'image du corps des fonctions sur T(Y) par le cohomomor-
phisme de f). L'homomorphisme {5 se définit alors par lindarité., Pour définir
fg), on introduit le graphe ® du morphisme f , qui est une sous-variété

fermée de U xV 3 P (U) est le groupe des cycles X de U tels qne

®,(X x V) soit défini dans U xV 3 si X est dans ce groupe, P.(X x V)

peut &tre considéré comme un cycle sur ¥ ; fl(X) est alors le cycle sur V
qui s'en déduit au moyen de l'isomorphisme naturel entre ® et V . Pour tout
cycle Y sur V, f‘b(Y) a méme dimension que Y  si Xe D (U) , f;(x)

est dg dimension a + dimV - dim U si X est de dimension a . On notera que
2% (U) est engendré par les sous-variétés fermées de U qui y sont contenues.

La formule des projections donne le résultat suivant ¢ 81 f est un morphisme
propre, si Y € 2(V) , XeB*(U) , alors Y. fE(X) est aéfini, il en est de
méme de f (Y)X et on a (Y ;S(X)) =f (Y).X . I1 suffit d'ailleurs que

la restrlctlon de f & touxe composante 1rreduct1b1e de Supp Y soit propre.

PROPOSITION 5, = Soit f un morphisme propre d'une variété V dans une

variété U ; si Y est une femille algébrique de cycles de V paramétrée
par une variété T, t -%r?B(Y(t)) est une famille algébrique de cycle de U .

L'application g : (y, t) —> (f(y) , t) est un morphisme propre de. V x T
dans U x T ., Il suffit de démontrer la proposition 5 dans le cas ou Y est
jrréductible ; cette famille est alors définie par une sous-variété fermée 2
de VxTj; g(Z) =2' est alors une sous-variété fermée de U x T (puisque
g est propre) ; on a gﬁ(Z) dz' , 4 étant un entier >0 . Si t €T, on
vérifie immed1atemen£ que gg(U x t) est défini et égal & V x t ; comme
Zo(V x t) est défihi et égal & Y(t) x t, g3 (2).(U x t) est défini et égal &

5(Y(t) x t) , qui est évidemment lul-méme egal a f (Y(t)) xt . S1 d=0,

on a %B(Y(t)) =0 pour tout t .Si d4d>0, soit dlm T+a la dlmension

de Z , donc aussi de Z' . Pour tout t< T, %(Y(t)) est de dimension a ,
ce qui montre que 2'n (U x t) est de dimension a s'il n'est pas vide.
Comme 2' est de dimension dim T +a , il en résulte que son image par la
projection U x T —> T est dense dans T . La proposition 5 est donc établie.

REMARQUE. - la démonstration montre que la condition que f soit propre
peut &tre remplacée par la suivante : pour toute composante irréductible Z
du support du cycle de définition de la famille Y , la restriction & Z de
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l'application (y , t) —= (£(y) , t) est propre.

PROPOSITION 6, = Soit f un morphisme d'une variété V dans une variété U ;

soit X une famille algébrique posn.tlve de cycles de U parametrée par une
variété T . Si, pour tout tE€T, B(X(t)) est défini, t — fs(x(t)) est
une famille algébrique de cycles de V.

Soit P 1e graphe de f ; pour tout t e T , ¥ .(X(t) x V) est défini. 11
résulte de la proposition 3 que t —> X(t) x V est une famille algébrique de
cycles de U x V 3 tenant compte de la proposition 4 , on voit que
t - @.(X (t) x V) est une femille algébrique de cycles de U x V ; il est
clair que c'est aussi une famille algébrique de cycles de P (on notera que P
est non singulidre). Tenant compte de 1'iscmorphisme naturel de @ sur V ,
on voit que t - :é(x(t)) est une famille algébrique de cycles de V ,

REMARQUE. ~ La condition que X soit positive est essentielle & la validité
€

prenons pour V 1la sous-variété de K’ aéfinie par 1'équation xz =y 3

de la proposition 6 . Montrons-le par l'exemple suivant. Prenons U

prenons pour f 1'application (x ,y, z) =—> (x, y) ; prenons T=K,
X(t) = (b, t) = (=t , t) ; onaalors Fo(X(t)) = (b, 6, 1) = (=t, t, -1)
si t#£0, I‘gl (X(0)) = 0 ; il est facile de voir que t —» Tg(X(t)) n'est
pas une famille algébrique.

PROPOSITION 7, - Soit f wun morphisme d'une variété V dans une variété U .

I1 existe alors un nombre fini de sous-variétés B, (1 £ j =m) (non nécessai=-

rement fermées) de U et des nombres ﬁ z0 (1 £3<m) qui possédent la

propriété suivante si X est un cycle de U, pour que fa(X) soit défini,

. il faut et suffit que, pour toute sous-variété fermée A de U gqui intervient

avec un coefficient »0 dans X , et pour tout j (1<j<m), AN B-j soit

vide ou de dimension < dim A + flim Bj - dim U + /3j .

Pour tout e >0 , désignons par H(e) 1l'ensemble des points x € U tels que
fl (x) soit non vide et de dimension e . On sait que H(e) est un ensemble
constructible ; c'est donc la réunion d'un nombre fini de sous-variétés
B(e ; 1) de' U (lgi<m(e)) .51 L est une sous=variété de B(e ; 1) ,
on & dim P (L) = d:Lm L + e . Soient en effet M (1< k €7) les composantes
irréductibles de 7! (L) ; ce sont des sous-varidtés de V , Soit £, la
restriction de £ a Mk . Pour tout x €L, fi(x) est vide ou de dimension
£e,doh dimM £dim L+ e . Si les dimensions des M étaient toutes
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< dim L +e, il y aurait une partie relativement ouverte non vide L' de

L telle que, pour tous les k et tout xe& L', f (x) soit de dimension

« e (ou vide) ; mais 7l (x) serait alors de dlmensmn Ze , ce qu:n. est impos-
sible. En particulier, on a dim B(e ; i) + e g dim V ; posons

fBle 3 i) = dimV - dim B(e ; i) ~ e ,

d'ol Ple 3 1) 20 . Soit A une sous-variété fommée de U . 51 @ est le
graphe de f l'isomorphisme naturel de @ sur V applique @ A (A x V) sur
f’ (A) ; pour que f (A) soit défini, il est donc nécessaire et suffisant que
Fl (&) soit vide ou de dimension <dim A +dinV - dim U . Or iy (A) est la
réunion des Il (An H(e)) , donc des 7! (A ABle ;1)) (A_ﬁ B(e ; 1)) est
vide ou de dimension dim (A o B(e ; i)) + e . Pour que I’é(A) soit défini, il
est donc nécessaire et suffisant que 1l'on ait

dim (AnBe s i)) +e « dimA + @inV - din U
pour tout e et tout i . Cette condition s'éerit encore

dim (A nBe ; 1)) «dim A + dim B(e 3 i) - dim U + f(e 5 1) ,

ce qui démontre la proposition 7 .

COROLLAIRE, - Soient f un morphisme d'une variété V dans une variété U

et g un morphisme d'une variété W dans V ; soit h=f o g . Il existe

alors un nombre fini de sous-variétés C 3 de V qui possédent les propriétés

suivantes, ou f, deeugne la restrictionde f & C, :8l X est un cycle

de U tel que %(X) et les —j'B(X) soient tous définis, §é(f‘é(X)) et
Lol ) —
hﬁ(X) sont définis et égaux. :

I1 existe des sous-variétés CJ de V telles que, si Y est une sous-variété
fermée de V telle que, pour tout j, Yn C, soit vide ou de dimension
< dim Y + dim Cj -dimV , gB(Y) soit defini, Soit X une sous-variété
fermée de U telle que fﬁ(x) et les i 1; (X) soient tous définis. Si Y
est une composante irréductible de f @), In Cj est contenu dans f;j (X)
et est par suite vide ou de dimension £dim X + dim C;j - dim U, Par ailleurs,
conme U et V sont non singulidres, Y est de dimension >dim X + dimV - dim U
ot est effectivement de dimension dim X + dimV - dim U puisque I3(X) est
défini. Il en résulte que Y AC, est vide ou de dimension ¢ dim Y+dim C,-dim V .
on en conclut de 13 que gs(f_;)(X';) est défini et que . (X) '1 ("1 (X)) est
vide ou de dimension < dim X + dim W - dim U , donc que h,B(X) est défini.
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Soiunt (P et [ 1les graphes de f etde g ; 1'isomorphisme naturel de P
sur V définit un isomorphisme de Puw sur VxW ; nous désignerons par I" 1
1ltimage réciproque de " par cet isomorphisme ; Fl se compose des points

(h(z) , g(z) , 2) pour z €W . Soit r la restriction & T de la projection
ExW = W3 'g';_;)(fé(x)) est alors 1, ([ + (@ (X x V) w) , 1'intersection
P,(Xx x V) étant calculée dans la var:.ete U x V et 1l'intersection

f (@.(X xV)) x W) dans D, w. Or, soit s 1'application (x,y5, 2>k,
de UxVxW sur VxW; s induit un isomorphisme de C sur le graphe 1N
de" h ; f (@. X x V)) x W)~ f ((@x W.(X xV x W) est égal & 1'intersection
F(Xx'VxW) dans Uxwa;sonmagepars estdoncA(XxW).S:L

t est la projection UxW —> W, ona r=1to s, et par suite

BAE) = 1.0 x W) = o) .

Rappelons qu'un morphisme f d'une variété V dans une variété U est dit
fibrant s'il existe une variété W qui posséde la propriété suivante s pour
tout x €U, il existe un voisinage ouvert U de U et un isomorphisme tx
de U xW sur Tl(U ) tels que f(t ', z)) = x' pour tout x'€ U et

tout z €W . Supposons cette condition satisfaite. Pour tout x €U , Tl (x)

est de dimension dim W ; il en résulte que, pour toute sous-variété fermée

A d U, T'(a) est de dimension dimA + dimW=dimA + dimV - din T,

ce qui montre que %(A) est défini. Par ailleurs, Tl (A) est une sous-variété
de V . Soient en effet B et B' des composantes irréductibles de cet ensemble,
x un point de f(B) et x' un point de f(B') . Il est clair qu'il existe des
voisinages ouverts U de x et U' de x' tels que pl (ANTU ) et

7l Aan v, ,) soient homeomorphes a (A NU, ) xW et (A n U, ,) x W respecti-
vement, donc irréductibles ; on en conclut que zl (ali] ) et (A (\U ')

sont des parties denses de composantes irréductibles Bl et Bi de 7l (A) 3

ona B /\f]‘(Ux) B, B'N fl(Ux,) CB!, d'od B € B, , et par suite

1

B=B et B'=B] . Or 'f'l(A /\Uxt’\ U}'{) est dense dans B et dans B',

1 ’
d'od B = B' , Montrons maintenant que ?;(A) = ¢ (A) o Soient x wun point
de A, Ux un voisinage ouvert de x et t un isomorphisme de .Ux x W
sur V= 7l (U ) tels que f(t, (x', 2z)) = x'_ si x'eU_, 2 &W , Soient

(P le graphe de f .et Q'?x son intersection avec Ux x Vx « Si on pose
- . s =l \ s . x
A =ANTU_, le coefficient de £(a,) dans 1'intersection ‘Qx. (A, = Vx).

‘dans la variété UX x Vx est égal & celui de 1‘1 (A) dens 1l'intersection
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® (4 xV) dens la variété U x V . On se raméne donc au cas od V=Ux W,

f étant la projection U x W —» U . Dans ce cas, @ est Ax W, od A est
la diagonale de U x U , Si Aﬁ est 1l'ensemble des (x , x) , x €A, il est
clair que (Ax W). (A x U x W) = AA x W (avec le coefficient 1), ce qui démontre

notre assertion.

2. Equivalence rationnelle des cycles.

Les varidtés qui seront considérées dans ce numéro seront encore supposées

non singuliéres.

DEFINITION 2, - On dit qufun cycle X sur une variété U est rationnellement
équivalent & O s'il existe une famille algébrique ¥, de cycles de U para-
métrée par K telle que ¥ (X) =0, X(1) =X .

I1 est clair que les cycles rationnellement équivalents & O forment un sous-
groupe E}(U) du groupe de tous les cycles, et que ’EQ(U) est un groupe gradué
(par la dimension). Les éléments de 25(U)[%r(U) s'appellent les classes d'équi-

valence rationnelles sur U ,

PROPOSITION 8, = Soit f un morphisme propre d'une variété V dans une

variété U ; si Y est un cycle rationnellement équivalent & 0 sur V,

£.(Y) est rationnellment équivalent 3 0 sur U .

Cela résulte immédiatement de la proposition 5 .

Nous démontrerons plus tard (c'est l'objet essentiel de ces exposés) que, si
f est un morphisme de V dans U, et X un cycls de U rationnellement
équivelent & 0 tel que F;(X) soit défini, ce dernier cycle est rationnelle-
ment équivalent & O , tout au moins dans le cas od U est une variété quasi-

projective.,

Nous appellerons spéciale une variété T qui posséde la propriété suivante @
pour tout point t € T , il existe un voisinage ouvert de t qui est isomorphe
& une sous-variété ouverte d'un espace numérique K . Nous utiliserons le lemme
suivant :

IEMME 1. - Soit f un morphisme d'une variété V dans une variété U ;
soient T une variété spécisle et X une famille algébrique positive de cycles
de U paramétrée par T . Soit T' 1'ensemble des t € T tels que ﬁ;GﬁCﬁ))
soit défini ; supposons que T' soit dense dans T . Les cycles §E5€ixt)) ,
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pour tous les t €T' , sont alors retionnellement équivalents les uns aux

autres.

Soit K = 22 c; %; , les ¥, étant des familles irréductibles et les oy

iel
des entiers > 0 3 si t ¢T':, les fg(}:i(t)) sont tous définis, Il suffit
donc de démontrer le lemme dans le cas ou ‘¥, est irréductible, donc défini par
une sous-variété fermée 2 de U x T . Soit 2, 1l'ensemble des

(x ,9,t)€UxV xT tels que (x, t)€ Z . Soit @ 1e graphe de f . Dési-
gnons par Al s esee Am les composantes irréductibles de Z1 n @x 1) , et
par Py la restriction a Ai de la projection FxT - T « Pour que
B(:G(t)) soit défini, il faut et suffit que les ensembles p 1(t) sctent tous
vides ou de dimension & + dim V - dim U (en désignant par a 1la dimension
des cycles ¥(t)). Il en résulte que T' est un ensemble constructible, donc
qu'il -contient une partie ouverte non vide T de T 3 comme la restriction

de £ a T est une famille algébrique poSltlve la restriction a T de
l'appllcatlon t - f?)(:g(t)) est une famille algébrique (proposition 6)

Ceci dit, considérons d'abord le cas ob T = K ; l'ensemble T' , qui contdent
un ouvert non vide, donc le complémentaire d'une partie finie, est alors lui-
méme ouvert et on peut prendre T! = T, » Posant 3 (t) = f‘é(;‘f,(t)) pour te T',
nous allons voir que Y peut se prolonger en une famille algébrique définie
sur K tout entier. la famille 1| est définie par un cycle E = ‘Z‘i__l a; By

de VxT', oh les Ei
1'adhérence de E; dans V x K . L'inage de Ei par la projection de V x K

sont des sous-variétés fermdes de V x T' . Soit E.i

dans K est dense dans K , puisqu'il en est ainsi de celle de Ei 3 onen
déduit que, si t est un point quelconque de K , et si 1 + ey = dim Ei

E'i NV xt) est de dimension e; . Ilen résulte que le cycle E = 32, 8y i
définit une famille ‘*’v_] paramétrée par K ; cette famille prolonge Y , car,
Ei étant fermé dans V x T' , on a Ei =Ei Nn{VxTY) .84 t, t' sont des
points distincts quelconques de XK , il y a un automorphisme de la variété K
qui transforme t' en O et t en 1 ; il en résulte que g(t) -—g—(t') est
rationnellement équivalent & O , ce qui démontre le lemme dans le cas o T =K o
Passons maintenant au cas général., On peut supposer que T, est isonorphe a une
sous-varidté ouverte de X ; deux points quelconques de T, appartiepnent
alors toujours & une sous-varidté de T, qui est isomorphe & une Sous-variété
ouverte de K , ce qui montre que les f (W(t)) pour tous les t €T sont
rationnellement équivalents entre eux. So:.t maintenant t' un point de T 3

il admet un voisinage ouvert T, qui est isomorphe & une sous-variété ouverte

1
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de K . L'ensemble T1
ensembles., Les points t' et to appartiennent alors & une sous-variété de T1

rencontre To 3 soit to un point commun a ces deux
qui est isomorphe & une sous-variété ouverte de K . On en conclut que %;ff(t'))
est rationnellement équivalent & ?éﬁﬁ(tb)) , ce qui achéve la démonstration

du lemme.

On notera que toute sous-variété ouverte d'une variété spéciale est spéciale,
que tout prodult de variétés spéciales est une variété spéciale, et que les
variétés suivantes sont spéeiales : les espaces projectifs ; lé groupe projectif

d'un espace projectif ; les grassmanniennes d'un espace projectif.

3. Les diviseurs des fonctions.

I1 nous sera‘commode dans ce qui suit de modifier quelque peu la notion de
diviseur d'une fonction # O sur une variété U-, de manidre & prendre en considé-
ration les hypersurfaces singulieres de U . Soit S une hypersurface de U ;

. désignons par G(S) son anneau local, Si teo(S) , t# O, posons
e(t 5 8) = £ @(8)/t6(S)) on (@) désigne 12 longueur d'un module AT . Il
est clair que 1'on a

e(t1 t

258)=9(t138)+e(t23s)

1 b £0 de $(S) ; l'application

t = e(t ; S) se prolonge donc en un homomorphisme t =3 e(t ; S) du groupe

quels que soient les éléments t

multiplicatif des fonctions numériques # 0 sur U dans 2 . Si S est non

singuliére sur U, e(t ; S) n'est autre que la multiplicité avec laquelle

S figure dans le diviseur de la fonction t . Il suffit de le montrer dans le

cas o te ¢(S) . Remplagant U par une sous-variété ouverte, on peut supposer

t parfout définie sur U . Soit alors U' 1le graphe de t ; soit S' 1'hy-

persurface de U' qui correspond & S par 1l'isomorphisme naturel de U sur

U!' . Désignons par onU (S') 1'anneau local de S' sur K x U et par €

.la projection de K x U sur K, qui est une fonction numérique sur K x U ,

Ia multiplicité e' avec laquelle S intervient dans le diviseur (t) de t

est le coefficient de S' dans 1l'intersection de U' et de O x U, Or 1'idéal

de définition de la variété O x U dans onU(S') est 1'idéal engendré par © .

~ Soit par ailleurs W' 1'idéal de définition de U' dans QKxU(s') ; posons
D=0 ;(8') « Come @6 est idéal principal, on a Tor, (0/w , ©/08) = {0}

si 1 >0, et e! est la longueur de Tor (/W , ©/©8) , c'est-a-dire de

(U/xr) o (©/F8) , ou encore de /(' +©8) . Or (/! est 1l'anneau local
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6(S') de S' sur U', et la classe de 6 modulo W' est la fonction t!'
induite par 6 sur U' ; on voit donc que e' est la longueur du module
0(S')/06(S")t* sur 0(S') , donc est égal 3 e(t ; S) puisque t' est la fonction
qui correspond & t par l'isomorphisme naturel de U' sur U . '

Ceci étant, nous appellerons maintenant diviscur de t 1la somme formelle
Zs e(t ; S)S , étendue & toutes les hypersurfaces S singulidres ou non de

U . Nous désignerons ce diviseur par (t) .

Seient maintenant U et V des variétés et f un morphisme propre de degré
fini de V dans U , Soient F(U) et F(V) les corps de fonctions numériques
sur U et V 3 le cohomomorphisme xP de f est alors un is'oniorphisme de
F(U) sur un sous-corps de F(V) ; si t est une fonction numérique sur V
" nous désignerons par l\IV U(1:) la fonction numérique sur U dont 1'image
par ¢ est la norme relative de v .par rapport au Sous=corps \f(F(U)) de
F(V) . Nous nous proposong:'de montrer que, si t#0, ona

(0, 45 (£)) = £, ((£))

(On notera que la définition de 1'opération f;,3 g'étend immédiatement aucas des
cycles qui font intervenir des variétés singulidres). On voit tout de suite qu'il
suffit de démontrer cette formule dans les cas suivents t

a. U et V sont normales ;

be V est la variété dérivée normale de F(U) relative au corps F(U)
lui-méme.
Soit S wune hypersurface de U ; nous désignerons par % 1'image par ¢ de
son anneau local ét par (9 la fermeture entidre de ¢ dans F(V) , qui est
un ¢ -module de type fini. les anneaux locaux des hypersurfaces de V dont les
images par f sont denses dans S sont les anneaux locaux des idéaux premiers
maximaux de (7 . Pour établir que les coefficients de S dans les cycles qui
figurent aux deux membres de la formule & établir sont égaux, il suffira de
considérer le cas ou t € @, et méme, dans le cas b., o4 t € & ; on peut
méme supposer, en multipliant t par un élément convenable de ¢ , que, dans
le cas b., t appartient & 1'idéal maximal de & . Soit u la norme relative
de t par rapport a LF(F(U)) . Le coefficient de S dans (NV (t)) est
fe(ﬁ/ou) . Dans le cas a,, ¢ est un anneau & idéaux’ prﬁmclpaux, et il résulte
immédiatement de la théorie des diviseurs élémentaires et du fait que u .est
lo déterminant de 1l'endomorphisme a —> at de @ que £ (6/ou) est la
longueur de ©/®t considéré comme O -module. Dans tous les cas, 7 est un
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anneau & idéaux principaux -puisque. 6 est de dimension 1 ; si S1 s see Sh
sont les hypersurfaces distinctes de V dont les images par f sont denses
dans S, O admet h idéaux premiers ?{51 s oee ,ZQh dont les anneaux locaux
sont les anneaux locaux des S 3 soient o 1'idéal premier maximal de ¢ et

d; le degré du corps (9/@ par rapport & ¢/f ; on a alors fz(si) =d; 8.

8oit @t = 713 o1 coe "p h s alors le coefficient de S dans fa((t)) est

Z_';}ll___l.‘ d; e; « Le module © /@t admet une suite de composition de longueur

Zli)____l ey 3 parmi les .quotients de cette suite, il y en a oy qui sont isomor-
phes & o/ﬁp 3 comme @/201 est un ¢-nodule de longueurg d, ,om voit que
Z;‘zl d; e, ' esf, _égq:_!. a4 la longueur de ©/(@®t considéré comme ¢ -module. Ceci

. démontre la formule dans le cas a. Pour traiter le cas b., il faut encore montrer
que, dans ce cas, /@t et 0/ot ont méme longuéur en tant que 9 -modules,

Or, ilyauwn a >0 tel qu @t € 0 ; en désignant par L, 1a longueur en
tant que ©-module, et par n un entier > 0, eQ(C'Jt JACE i WS f 6/ ot &y,
puisque ®t* € 0, Ot 254t>" ., Il en resulte que nd JG/©t) (a +n){ (G/ot) ,
d'ol QQ(@/Ct) < Qa(o/()t) . De méme, come & C @, ot DCOta'm , On &
nﬂo(o/ot) < (n+ a)Qo(GJ/Ct) , d'on { (c/ot) < 90(@7/0 t) , ce qui achdve la
démonstration de la formule.

Nous allons appliquer ceci & la démonstration du résultat.suivant s

PROPOSITION 9, = 80it U une variété non singuliére. Pour qu'un diviseur X

de U soit rationnellement équivalent & 0, il faut et suffit que ce soit le
diviseur d'une fonction numérique sur U ,

Soit t wune fonction numérique # O sur U ., Elle se prolonge en une fonction
sur U & valeurs dans la droite projective D ; soit Z 1'adhérence dans D x U
du graphe de cette fonction. Si t est constante, ona (t) = O . Supposons t
non constante j alors Z.(a x U) est défini pour tout a € D ; soit
Zo(a x U) =X(a) x U, I1 est clair que a = X(a) est une famille algébrique
de cycles paramétrée par D , qui est une variété spéciale ; comme (t) = X(0) - X( )
(t) est rationnellement équivalent & O . Soit réeciproquement X wun diviseur
rationnellement équivalent & O sur U . Utisant un raisonnement analogue & celui
qui nous a perms de prolonger & K une famille algébrique de cycles définie’
sur une partie ouverte non vide de K (cf. la démonstration du lemme 1), on
voit facilement qu'il existe une famille algébrique  de diviseurs de U,
paraméteée par ‘D , telle que £(0) =0, %(w) =X . Soit 2 1le cycle de
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définition de cette famille ; soit 2 = ﬁ_ﬂ oy By , les 7, &tant des sous-
variétés fermées de U x D ., Pour chaque i , la projection de U xD sur U

induit un morphisme propre f, de 2, sur U, et f, est de degré fini. Par

aillsurs, la projection de U x D sui D définit uneifonction numérique 'bi

sur Z; . Si S est une hypersurface contenue dans Z; N (U x 0) , le coeffi-
cient de S dans Zi'(U x 0) est da longueur de O(S)/O(S)ti , o O(S) est
1'anneau local de S sur Z, ; appliquant un résultat analogue a 1/'t.__,L , on
veit que le diviseur de t, 'sur 37, , considéré comme cycle dans U x D , est
Z,.((Ux0) - (Ux ) .51 % estla fenille algébrique de cycles définie

par Z; , on voit que le diviseur de t, sur Z, est Ef,‘i(o) x 0 -'351(00) X 0 o
Or il est clair que £, (f, (0) x 0) —£ 10) fi;aﬁi(m) x o) =3‘:\i(oo)'. 11

en résulte, en vertu de la formule précédemment démontrée, que EEi(O) -&i(oo)
est le diviseur d'une fonction sur U (& savoir de N, /u ti). Or on a
: i

X=5 ¢y % (@) 0= ¢, {0) ;

I1 en résulte que X est le diviseur d'une fonction.

APPENDICE .

Nous avons utilisé le résultat suivant : soit f un morphisme dominant d'une

variété V dans une variété ‘U, et soit E une partie fermée #V de V ;

il existe alors une partie ouverte non vide Uo de U telle que, si x & U P

aucune composante 1rreduct1b1e de 1l'ensemble T (x) ne soit contenue dans E .

Soient E1 y sov 5 By celles des composantes irréductibles de E dont les

images par f sont denses dans U . Il y a d'abord une partie ouverte non vide

1

tion de f & Ei s i1 y a une partie ouverte non v1de Uo de U1 telle que,

pour tout x €U_, et pour tout i (1€£ish), fl (x) soit vide ou de dimen-

sion £ dim E

U, de U qui ne rencontre pas 1'ensemble £f(E - U -Ei) . Soit fi la restric-

1-d:unU<d1mV-d1mU.801t X unpomtde U , 6t soit 2
une composcnte irréductible de f (x) s 11 est bien connu que d:un Z>dim V = din U
Z n'est donc contenu dens aucun des ensembles Ei 3 comme les Ei sont fermés,
Z n'est pos contenu dans leur réunion ; comme X € U1 s Z ne rencontre pas

E - Ui_l g3 Z n'est donc pas contenu dans E .




