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VARIÉTÉS ABÉLIENNES

Adrien DOUADY

Séminaire C. GHEVALLEX
E. J:-: 0 S. 1958/5’.

1. Groupe s algébriques.«

DÉFINITION. - Un groupe algébrique est un (G, ’-f) ou G est une va-

riété algébrique et  un de G  G dans G qui munit l’ensemble

des points de G d’une de groupe.

PROPRIÉTÉS. - Pour tout point a de G , , les translations l et r définies
_ 

a a

par l (x) = 4(a , x) et r,(x) = 03C6(x , a) sont des automorphismes de la

structure de variété algébrique de G- .

Tout point x de G simple (en effety si y est un point simple de G ,
il existe un de G qui envoie y en x ). o

Si G est connexe, G est irréductible. L’application i G ~ G qui,
à tout pointa correspondre son inverse la loi de groupe est un morphisme

(donc un automorphisme) de la structure de varié’’ é algébrique. La démonstration
de cette propriété utilise le fait qu’un morphisme bijectif (donc radiciel) d’une

variété dans une autre est s’il est non ratifié ( [1 j , p. 211~ corol-

laire 2 e la proposition 3, paragraphe II, chapitre %7) o

Il n’y aurait d’ailleurs pas d’inconvent à la prendre comme axiome dans la

définition des groupes algébriques. o

DÉFINITION. - Une .variété abélienne un groupe algébrique dont la variété
est connexe et complète. v

On va montrer que ceci entraîne que le groupe est 

2. Une propriété des variétés complètes.

Rappelons variété V est dite complète si~ p-our toute variété T et tout

fermé F C T x V y la projection de F sur T est fermée. Dans le cas classique,

cette propriété équivaut ~’ la compacité.

A. PROPOSITION 0. - Soient V une variété complète connexe T une variété

connexe, f un morphisme de T  V dans une variét-é U . pour un

f(t ~ v) ne dépend pas d~ v ~ on a ~

est un morphisme de T dans U .
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Si Vi ’ V2 ~ V , l’ensemble P 
V1,V2 

des t ~ T tels que

f(t , V1) = f(t , .-- 
est fermé. L’ensemble p’ = 

V1,V2 
des t ~ T pour les-

quels v) ne dépend pas de v est donc ferme. Montrons qu’il est aussi

ouvert. Si t. ~ F 3 , V) = 111 pour tout v . Soit U - F un voisinage
affine de F fermée fermé, C = prT(f1(F)) (.’1’’’’ fermée, T - G est

un voisina.ge de t.. Four t’ l ,-:: T - ~ ~ f définit .m morphisme v -2014~ f(t’ , v)
de 1,i complète connexe affine. Cette application est nécessairement

constante. Donc? .? T - G un voisinage de chacun de ses pointa i. o el’ un

ouvert. Il

T étant connexe~ si P ~ t,.. ? ~ T qui la proposition (pour

voir est un serphisme, il suffit de prendre un point v0 ~ V , sans

s’inquiéter du cas ou V -::: 1.h ) -

REMARQUA. - On a un énonce en géométrie analytique % soit V un es-

pace analytique, complexe, compacta T espace topologique connexe,

f une application continue de T x À,i dans espace analytique T} 7 qui induise

pour to;.t t ~ T application holmorphe fi, de x v dans U . Alors,

si f est constante = elle constante pour tout t :. T . En

d’autres termes, une application holomorphe de V dans U ho’-.otope à une appli-

cation constante les holomorphes est constante. L’hypothèse

ft holomorphe pc’i’r tout t est essentielle : i il v a des avec

des variétés V Fählériennes.(&#x3E;

Bo Conséquences de la proposition 0.

PROPOSITION 1. - j~L V est variété complète connexe~ T une variété con-

nexe, G un algébrique , tout mo rph i sme f : T x V ~ G est de la for-

me f(t , v) = fi 1 8t Y2 sont des morphismes de T et

V dans G o 
’

t0 f.. T a Considérons &#x3E; c’est un

morphisme de V dans 1=: pour t = v quelconque, prend la valeur

e , élément neutre de G 0 On a donc :

REMARQUE 1. - un raisonnement analogue on montrerait" ou "en considérant

le groupe r 9 on an f(t 3 v) met aussi sous la forme
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REMARQUE 2. - Si 03C61 (t.) B+2(v) = BH (t) Blz(v) , on a 03C6’1 (t) = , 1 (t).a et

’ D t ( ) - - ’l) () où a est un ., ,.., 61,’ ’...,. o’., de G.

PROPOSITION 2. - Soit G un groupe connexe s 1:: une variété co mp lè te connexe

supposons e f: V V est contenue dans le centre de G.

DÉMOSTRATION. - .; fi r ,... idérons .ç 1) G  V ~ C dé finic par f ( ,.." ) - o v 

-1 
.DÉO S ST I ATI O N. - or s idé rons f : G  V ~  d’ f inie par g, v - v. g . v .

Pour g --- C 3 . v . Donc .i (g , V ) ._ 1 ( ‘, ., l v d En ï l 8..1. V = G ,

on B 03C1(g) = k, _. , 
soit 

1 

v-1 , ce qui démontre la proposition. En ar-

ticulier :

THÉORÈME 0. - Le groupe sous-j e . ent d’une variété abélienne est abélien .

(Pour une autre déonstrat ion de ce résultat, voir l’apperdice).

30 Fonctions à valeurs dans une variété abélieane .

1 fonction ln u /) 1B ","1 .: + Á nan Tu à valeurs..I.D.L.:.I..) &#x3E;..:.;.Jo’.-..~ 0 
- .:..OLJ....’’’::: O....LC ....._...~... ;.’"....l.~Un 

. 

c, va eurs

dans une variété abélienne A ^; t sme.(.

Ce théorème résulte de la confrontation de deux lemmes .

L"ï"~o~T.i’ 1 C’ ..r. :") ,Mo t .,... VB,-" .h f’" ,....+ v r. ,..:J ,’::;..t:t.; 2 yy "-r -;:: :.) 
. 6+ ...:.; v~/~~1 ~ ~ i"’~’ ] . 

" 

1LEMME j, 1 - Si f est une fonction définie Ew 1.’,.Â..l. é non singulière U à
val eurs d ans un groupe algebrique C , l’ensemble S de s points d e U rwr
non est purement de coid mension 1

Soit ’-f ls, fonction d:3 U dans G définie par

’1’) - f’(u) f(11J ,)-1 1 Soit X un voisinage affine de e dans G et o
la fonction de U x ’U dar.:s X qui ne diffère de 03C6 Q’L10; par son ensemble de

définition °, il n’ cst pas craindre que 1 (U) soit contenu dans G - X car,

si f est définie cn u , 03C6 t t - définie en (u , u) et y prend la valeur

e ; plus des trois 

ao f est définie en u !

b. i’ Pn (u, u) j
i e A

c o LÇ -, B.... n est définie en (u, u) o

a ~ b ~-~~ c est évident J

Montrons que b -==t’ a. ;3i Bf Gst définie en (u, soit U tel que

i soit définie v, et ~’, (u, v) ; on a, pour tout û’ où f

est défin.ie ~

La fonction fa définie f0(u’) = 03C6(u’ , v).f(v) coïncide avec f , et est
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définie au point u., on a bien b -===~ ac Ceci montre que l’intersection avec

la diagonale de l’ensemble H des points de U x TJ où B.f 0 n’est pas définie,
est S, ou plutôt l’ im.ago de S par diagonale. Or l’ensemble des

points en lesquels une fonction numérique sur une variété normale n’est pas dé-

finie est purement de 1 - il en est donc de même si ou remplace
"fonction numérique" par ;:fon.ction ,9 valeurs dans une variété affine". H est

donc purement de codimentsion 1 , Comme U x U n’est pas singulière, la CQ-
dimension dans U x U de H ~ ~ est  codim. ~q + b. = dim U + l , ce

qui montre que toute composante de .rI n 6 est de codimension  1 dans 0394.

REMARQUE. - L’hypothèse U non singulière est essentielle pour le lemme 1 ainsi

que pour le théorème 10

Soit T! un ’’’’’’Ô1’J’’:’.B de  ayant pour cubique G de

genre 1 de l’espace r, à ,) Q peut 
. 

d’une struc-

ture de groupe. 0 La projection f de U sur C est définie en tout point sauf

à l’origine ; S est donc de codimension 2 .

20 - Si f est une fonction. définie sur une variété normale U à valeurs

dans une variété complète V’, l’ensemble ’S U ou f est non

définie de codimension ).. 1 .

Puisque 7 est complète, il une variété W contenue

dans D ? D désignant la droite rj.B.;],.--,CGJ_V,,-,? un morphisme 1) de W sur V

et une fonction. s de V dans B;,r tels que 3 = l n

f = ’Y"I/:’’’1. (s @f) sera définie que s o f est définle, vais cette

d 
8 , tA t 

0 ’],.." .. 1 -, n 
r.. T 

t f 
’

dernière peut être considérée comme à valeurs dans Dr puisque W est fermée

dans D , r et sera définie chaque fois que les r fonctions coordonnées de f

sont définies. Ces fonctions valeurs dans D donc9 TJ étant normale,

l’ensemble dos points où elles sont non définies est de codimension &#x3E;1 ([1],
po 166, corollaire a la proposition 2, paragraphe ly chaDitre V).

40 Fonctions définies sur un produit à valeurs dans une variété abélienne.
THÉORÈME 20 -, Soient X et Y deux variétés irréductibles, f une fonction

définie sur X  Y à valeurs dans une variété abélienne A, dont la loi de

groupe est notée additivement. Alors f est de lu. forme f(x , y) = fl(x) + f2(y)
oa fi et f2 sont des fonctions 0e X et de y dans A . 0

REMARQUE. - Ceci entraîne f est définis aux points où flet f2 sont

définies, et en ces roints seulement.
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DEMONSTRATION. - Soit un point simple de X x Y . Bh considérant

la fonction g définie sur X x Y par

on est ramené à montrer que, si une fonction g p valeurs dans A est nulle sur

el-le est nulle sur X x Fl ..

Nous nous ramènerons successivement c,ux parti.culiers 

a. X est une courbe 3

b. X f-)st une courbe noix singulière co"’:plÈt’3 et Y non singulière.
Rédaction &#x3E; z.-. - des points, ?.i de X, tels existe U’le courbe

irréductible contenant 1 x0 et / x1 , dent x0 soit l ’&#x3E;n 7?1.n= simple, est dense

dans X &#x3E; Or 8.0 ent aîne que f est nulle en tout r,oint; (x1 , ôr) de son ou-
’ . 

..L

vert de définition, donc tous lss points d’un dense, donc partout 0

Réduction à. bo - 81i X 8St une courbe irréductible, il existe une courbe com-

plète et normale, donc no=z. singulière Xl &#x3E; et équivalence rationnelle de

X à Xl ’ définie en x0 0 D’autre part, si lJ, est l’ouvert des points simples
’i ’..! "1..- 

..

de Y 5 Y1 .est birationnellement équivalent &#x26; li , A la fonction g , définie

sur X x y correspond 1::1G fonction gl définie x Y 1 et il suffira évi-

demment de démontrer le la r .

Démonstration dans 1e cas b. - La v¿riétê X x Y , produit da deux variétés

non singulières est non singulière, et g u.n d’après le théoréme 1.

Sa valeur ne pas de x pour jr = =r_ y donc pour tout y d’après la pro-
position 0, 1 étant complète. Elle (;31. nulle pour j: = x donc pour tout x .

Le théorème 2 est démontré .

COROLLAIRE 1. - Toute fonction f dà3iiç-1--e ;Aj’J= gr..;.u;ae G à. valeurs

dans une variété abélienne A est la forme h + a , o"&#x3E; h est un homorphis-
me d e Q dans iE et a une constsute .

DÉMONSTRATION. o HO ?hSOJ1S h(x) = £ ( z ) -. 1 ( a ) . La fonction g i G x G - A

d,:;finie par g(x , c; «,r) = h(:;’::oir) la forme g1 (x) + g,, (ir) . 011 peut imposer
.. -’1 ,, 

1 - -.

= 0 , alors g2(e) = 0 . En faisant suecessivement x = e et Y = e,’ on

trouve gl = g2 
= h 1 v’où h(x, y) = ii(x) + h{y) ,

c. Q. Fo D.

COROLLAIRE 20 - fonction f définie sur une D 1.. valeurs d,ans

une variété abélien110 il 0
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DEMONSTRATION. - f est partout définie diaprés le théorème 1, et d’après le

corollaire 1 applique au grooupe multiplicatif, on ::. : f(xy) = f(x) -- f(y) + a .

En f ai san t x = 0 ~ on D. ~~ (:J) = f(0) + l (y) + (3, ; :-;, t où = - a ,

c. Q.. F. Do

50 Appendice : Représentations adjointes. - Le théorie 0 peut aussi s’obtenir

~ partir de la proposition suivante :

PROPOSITION ’:t - Soient r, un groupe 
’.: connexe? 0. le centre de G

Il existe un groupe linéaire LT - et un 

f : G .-, L ’) tels que f - -1 ( e) = C t’ 

...----,

’"oii:. C’. l’anneau définies ..

l’élément son ’r Four tout n ,

T est un espace sectoriel de finie, t&#x3E; x ’Ë (:B. définit
n 

.

un automorphisme intérieur 03B1(x) : : G --? C qui induit un automorphisme

Ad (x). T ~ Tn . Soit 0 ,.-. "ri ""-"""11 de Adn : 
Q ,’" ~ GL(Tn). Les C

forment une suite décroissante de sous-variétés de G (’ T.L:-:8 telle suite est sta-

tionnaire, et il existe un eue C L -, = pour tout n ¿, nO . Montrons

que . C 
nO 

= C ; .. si 
C 
nO 

, Ad 
n 
(x) est l’identité pour tout n, donc l’auto-

morphisme de  défini par l’automorphisme intérieur (x) de G est l’ iden-

tité puisque l’anneau local ,:B est séparé. Par suite, G étant connexe, donc

irréductible, 03B1(x) est l’identité. D’ou la proposition J en posant

L = GL ( T ) (1
~0

En caractéristique p ~ 0 , le G/C ---7 L n’est pas

forcément un isomorphisme de G/C sur son 

. exemple : G = k* x k , muni de la loi ’{((a , b) , ([’,1 , b’)) = (aa’ , b + 

On déduit la proposition 2 et le théorème 0 de la proposition. 3 en remarquant

que L est une variété affine, et que, si V est complète connexe, tout mor-

phisme est constante

[1] CHEVALLEY (Claude). - Fondements de la géométrie algébrique. - Paris, Secré-
tariat mathématique, 1958 (multigraphié).


