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Séminaire C. CHEVALLEY | 9-01
1958/5"

VARIETHS ADRLIENZS

par 4dricn DOUALY

1. Groupes algctriqu»s

DEFINITIOF. - Un groure azlgébrigue est un courls (G, tf) ou G est une va-

riété algébrique =t \f un morvhisme de C x ¢ dang G qui vunit 1'ensemble

des points de G d'une structure de groupe.

S o . -
PROPRIZTES. - Pour tout moint a2 de T, les translations 4 et T définies

& &
par 4 (x) = Mz, x) et xa{:) = f(x , a) sont des automorovhismes de la
structure de varifté algibricus de G .

Tout point x de 6 =5t simnle (en affet, si y cst un point sinple de G,
il existe un automorchismes de G qui envois ¥ en X ).
Si G est connexe, © est irréductible. L'avplicetion # ¢+ & —% G qui,
a tout point, fuit corresrondre son inverse pour la loil de groupe est un morphisme
(donc un automorvhisme) de la =ztructure de variéié al
onc radiciel) d'une

d
(1), p- 211, corol-

a
de cette vropriété utilise le fait gu'un =orphisme bijsctif (
variété dans une autre est hirstionnel s'il est non ramifié (
laire 2 2 la “rOPOSlthP 3, paragravhe I charitre VI).

I1 n'v aurait d'ailleurs pas d'inconvenieat & la prendre comme axiome dans la
définiticn des groures algébriques.

4 TF o ’ » . . 2
T ¥. - Une varisté abélienns et un srouvs alegdbricue dont la variédté
DEFIIITIO té g :

¥

est connexe (donc irriductible) et complate.
1

On va montrer que ceci 2ntraine que

N

2. Une prorriété des variétés complites.

Raprelons gu'ute variété vV est dite compléte si, vwour toute variété T et tout
fermé FC T x V, la rroiection de ¥ sur T est fermée. Dans lec cas classique,
cette propridté éguivaut » la compacité.

’

A. PROPOSITION O. - Soient V une variété comrléte ccmrexs, T une variété

connexe, f un morrhisme de T x V dans uns variété U . Alors,si pour un

e 1 e e g ats

€T, f(to , v) ne dépend ras dn v , on a :

0
¥t, Yv £(t 5 v) = Yt)

ol \f est wn morvhisme.de T dans U .
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DﬁMONSTRATION, -S%i v, , v. @V , 1l'ensemble Pv des t £ T tels que

. 1
£(t, v1) =7t , v2) act fermé. L'easemkle P = A7 des t €T pour les-

guels f(t , v) ne dévend vas de v est done forni. Montrons cu'il est aussi

0
ouvert. 5i t, @ P, f(vl , V) = w,  mour tout v . Soit U - F un voisinage
1 m (

affine de uy s T farmé, fYF) est Tormd, © = prT{fl,F}} ort formée, T = G est
un voisinage de t, . Pour '« T -6, { définit un morchisme v -3 £(t' 5 v)
"de 7 compléte connexe d.ns U - T uffine. fette arplication est nécessairement
constanta, Done P 27 - & ost un volsinage de chacun de ses pointe, i. e. un
ouvert.
T étant connexe, 1 P34 , P =T ¢e cul démontre la provosition (pour
voir que \( est il suf7it de prenirs un point v, € V 5 sans

s'inquiétar du cac

REMARQUZ., - On 2 un dnoncé anal sus en glomdtris anclytigue ¢ soit V un es-

ct

pace analviigue, complexs, compact, conrsis, T un =zspace topologique connexe,
f une application continue é» T x ¥V dans un 22vaces analrtique T ; qui induilse
pour tont t € T une avrplicaticn holomorphs £, de -it} x V dans ¥U . Alors,

-

si f_ est constante vour % = by s ells ssl constante pour tout 1t €T . En

d'autres termes, une arnlication holomorvhe de V dans U hovotope & une appli-
> k by

cation constante rarsi las annlicutions holomorphes est constante. L'hvprthése

£  holomorche pour tout 1t est erzentielle ¢ il v a des contre-exemples avec

t _ ¢

des variétés V ron ¥zhlériennse.

B. Consé Squencas de la provosition Q.

FROPOSITION 1. - Si V est unz variché compléte conmexe, T une variété con-

nexe, G un groupe algébrigue2 tout morrhisme £ ¢ T x V <= C est de la for-
me f(t , v) \§ 9. (v) , ou \?1 et Y, sont des morphismes de T et
f e ' '« -

V dans G .
DEMONSTRATION. - Soit t. & T . Considérons f(t , v).f(to ’ V)'l ; ¢'est un
morphisme de T x V dans © qul, rour t = to , v quelcoaque, rrend la valeur

e , élément neutre de G . On a done

-1y
£ty v)f(ty V)T = Y (t)
£l v) = () f (g, V) .

FEMARQUE 1. - "Par un raisonnement analogue on montrerait® ou "en considérant

~

le groups orrosé & T, on an d&duith qua f(t , v) se met aussi sous la forme

W (v YL .
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RIVARLUE 2. - £ P00 ML) = ) Y3 s on e i (E) = M (8)aa et
\?é(v) = a M?Q(v) ; o0 a sstoun €1lémen 2 G .

PROPOSITION 2. - Soit C ) YV une varifté corpléte connexe |
supposons e =V C G . Alers V cgt contenus dans le centrs de G

DI STRLTION, - “o-gidérons £ : 0 x ¥ ~» G 4&ifinic par f(g, v) = v.g.v
T 4 3 Y Y

Four g=-c¢ , ¥ ne dévend pas d= v . Done f(g, v) = M(z) . i1 faisant v =c¢ ,

on trouve \f(g) = g, solt vgv = = g, co qui démontre la vroposition. En par-

ticulier :

THEQOREME O. - Le groums gous-i.cont 2'une variété abélienne est abdlien.

(Pour une autre déronstration d» ce risul*tat, voir 1'apnendice).

~ . ., « La 2 s A,
3. Fonetions & valasurs dans ure variéte abelisanc.

TEEOREME 1. - Toute fonction f  sur u:e variété non singuliére U 2 valeurs

dans une veriété ahélienne 4  est un morphd

Ce théorsme risulte de la confrontation 7o weuy lammes.

LEMME 1., - 33 © 2+t une fonetion définie sur une variété non singulieére U -2 -

a— —

vzleurs dans un grouve algsbrious S deg voints de U ou f est

non définie est purement de codimension 1 .

T . . . - \ P
DEMONSTRATION. - Soit ¢ la fonetion d= T x U dans G définie par
b
‘P(u , u') = f(u) f(u') © . Soit & un voisinage affine de ¢ dans G et ‘fo
a foncticn de U x U ans X qul ne fére d: ¥ qus par ensemble
la fonction de U x U 4d ) diff 1 Yy e par son ensemble de
définition @ il n'est pas ’ craindrs que E{(u/ soit contenu dans G - X car,
si f est définie en u , \ est dffiniec en (u, u) =ty prend la valeur

e ; plus précisément, nontrons 1'éguivalence des trois vropriétés

4]

a. f est définie en u j

c. Y, est définie en (w, u) .
a => b {= c est évident.

Montrons que % =y a. 51 \{ aet définie en (u , u) , soit v € U tel que

f soit définie en v , et Y définie en (u, v) ; on a, pour tout u' ou f

est définie :
£(u) = flut). o () hE() = Pt v).E(w) .

La fonction f, définie par f.(u') = ‘f(u' , v).f(v) coYfncide avec f , et est
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définie au point u , on a bien t == a. Csci montre que l'intersection avec

<

la diagonale de 1'ansamble H  des rointe de U x U ol K*O n'est pas définie,
est S, ou plutdt 1l'imepge ds & var l'aprlizcati-n diagonzle. Or 1'ensemble des
points en lesquels onction numfrique sur unz variéis rormale n'ast pas dé-
finie 2st ruremont de codimeision 1 ; il en est done de a8me si on remplace

i
ifonction numéricue’® mar fonction % valeurs dans uae variétéd affine®. H est

wm

donc pursment de codimension 1 . Comme U x U n'sst pas singuliere, la co-

dimension dans U x U da SN A est codim. H + codin, A =dim U + 1, ce
d

£
qui montre que toute comrosante de o N A ast de codimension %1 dans A .

REMARGUZ. - L'hvoothise U non singuliirs cst essentiells pour le lemme 1 ainsi

o

que pour le théoréme 1

°

Contre-exsnple, - Soit U ur eodne de ¥  ayant pour has:c uno cubique G de

etif * 2 dimensionz. © peut 3tre muni d'une struc-

Q’)

[¢]

(&}

\1

Lo}

C

C .
(0]

€

genre 1 de l'e:n

4

S
ct
.n\

ture de groupe. La rrojzction £ 4z T sur & ast definie en tout point sauf
& 1'origine 5 S est donc d= codimcneion 2 .

LEME 2. - 81 f =2st une fonction ¢éfinie sur une varidté normsle U & valeurs

dans une variété compléte V , 1'snsomble iee voints de U ou £ ect non

<

définie est de sodimension >1 .

DEMONSTRATION. - Fuisque V =2st complite, il existe une variété W contenue

P

r - . A .
dans D, D désignent 12 droite rrojective, un morphisme p de W sur V

et une fonction s de V dans W tels que p@s3=1I_ -

Lo}
9
j47]
ot
joh
@
[}
‘..)I
B A)

f=n@ (s C)iﬁ sera définie chaoue Fols cus s nie, “als cette

. A ; . . T . P
derniére veut Stres considirée comme | valeurs dans D puisgue W est fermée

i
~T . . , . .
dans D~ , et sera d2finie chaque fois que les r foacti-ns coordonneées de f

2

sont définies. Ceg fonctions sont 2 valeurs dans D done, U étant normale,

1'ensemble des ~oints ou elles sont non difinies est de codimension »>1 ([1],

el

-
o
=3
©

<

]
o
ol
st

-
0, ,
o)
o
e
=
o+
P
D
<{
-~ W
.

p. 165, corollaire & la provosition

4., Foncticns définies cur un ~roduit & valeurs dans une vzriété abélienne.
THEORDE 2. - Soicat £ of 7 deux variétds i

définie sur ¥ x ¥ 2 valeurs dans une variité abdlienne A , dont la loi de

dz la forme f(x , y) = fl(x) +‘f2(y)

t
ou f et f sont des forctions ¢e X et de ¥V dans A .

-— 1 == 2 ek

rréductibles, f une fonction

groupe a2ct notée additivement. Alors f as

REVMARQUE, - Ceci entraine que £ est definie aux points ol fl et f2 sont

définies, et en css moints seulement.
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DEONSTRATION. - Soit (XO , Vo) un voint simvle de x ¥V ., Bn considérant

la fonction g définis sur I x ¥ par

glx 5 v) = 2(x , v) = £lxy 5 7) = Tlx; 75) + Tlxy 5 ¥) 5

on est ramené & montrer cue, si une fonction g 2» valeurs dans A sst nulle sur
XAl ox T UK x { L
0% L Yo% s
elle est nulle sur X » ¥V .
Ilous nous raménerons successivement eux cas particulisrs sulvants :

a. X est une courbe ;

b, X est une courbe non singulifre complite et ¥ oest non singulisre .

Réduction 2 z. - L'ansembls des points x, <de X tels qu'il existe uie courbe

1
irréductible contzrant X et Xy dent Zin soit un voint simple; est dense
dans X . Or z. ert ailne ocue ¢ ect nulle en tout roint (xl 5 y) de son ou-
vert de d4finition, donc er tous lse¢ points d'un znssnble dense, donc partout.

Réduction 3 b, - 81 X est une courbe irréductible, il existe une courbe com-

pléte et normale, donc non singuliére Xl . et wae égnivealence rationnelle de
X a X, , définie en x, . D'autre part, =i Yl est 1'ouvart des rvoints simuples

1

de 7 ;. Yl ost birationnellement équivalent 3 ¥ . 4 la fonction g , définie
sur X x ¥V correspond uze fonction 2y définie sur X, x _1 et il suffira évi-

demment dz démortrar le théoréms vour la fonebion g{ .

Démonstration dans le cas b. - La variété ¥ x Y , produit de dsux variétés

non singuliéres est non singulidre; et g est un norshisme d'aprss le théordme 1.

Sa valeur ne dérend pas de x nour v = Vo 5 Cone mour tout v d'aprés la pro-

rosition O ¥ étant comrldte. Ille st nulle pour ¥ =
b

X done pour tout x .

O

Le théoréme 2 ast démontr

a

COROLLATRE 1. - Toute fonction £ défirie sur un grouve algsbrigue G 2 valeurs

A

dans une variédté obhiélienne A est de la forme h + a , ok h est un homomorphis-

me de G dans A et o une conmctonte.

DEMONSTRATION. - Tosons hix) = £(x) - f(¢) . La fonction g: Gx G —>» A
)

d-finie par g(x , v) = h(x.v) =gt de la forme g . On peut imposer

g,(s) =0, alors g,(e) =0 . “n faisant suevesnivement x =& 6t y=e , on

trouve g, =g, =h . D'olt hix , y) = h(x) + h(y) ,

Qo Fo Do

COROLLAIRY 2. - Toutes fonction £ définie sur une droite D & valeurs dans

‘

une variété abélienne A =28t constainte.
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DEMONSTRATIOF. - f est partout définie d'eprés le théoréme 1, et d'apres le

corollaire 1 aopliqué au groune mulbtirlicatif, on & ¢ flxy) = f(x) + £(y) + a .

Tn faisant x =0 , ona 7(0) = f(0) + i(y) + a2, d'oh I(v) =-a,

Cn Q- Fl Do

5. appendice : Représentationg adjointes. - Lo t théoreme O peut aussi s'obtenir

¢ partir de la rrovosition suivants ¢

PROPOSITION 2, - Soient C un groups alg<hricuc connexsz, O le centre de G .

11 existe un grourc lindaire L = GL(m) st un homomorrhisme aleébrigue
=7
f: G — L, telscus {7 (e) =C.

U - .- ~ s S s ~ s Zps s N
LMONSTRATION, - Soit ') 1'anncau locsd 2e fonotions sur & définies &
1'é1ément neutre o , ) ©on id=al vaximal, wosons Tp ﬂ)ﬂ . Pour tout =n ,

Tn est un espace vectorisl de dimensi~n finle. Tout élémint ¥ & O d3finit
un automervnisme intsriosur (x) + G —3 € qui induit un automorvhiszme
Ad (x) : T, — T . Seit € la noven de A4S ¢ G — GL(7 ) . Les G
forment une suite décroissante do sous-variétés 4o © . Une t‘llb suite est sta-
tionnaire, et il existe un =n, tzl cve ¢ =C nour tout n g,no . fontrons
que C =C6:sl x&C , Ad (x) cst 1'1(ﬂ*t t¢ pour tout n , donc l'auto-
: n n n

o . 0
morphisme de L' défini par 1'automorvhisme irtéricur A(x) de C est 1'iden-

(v

tité, ruiscue 1'anneau local ' est séparé. Par sulte,

~
{

7 étant connexe, donc

irréductible, ¢4(x) =zt 1'identité. l'ou la vrovosi

= GL(T, ) -
O .
ROMAROUR. - Zn caracteristique p # O , le moromorrhismc G/ -= L n'est pas

tion 3 en posant

forcdment un isomorchisme de ¢/C sur son imazc.

ixemple ¢ & = ¥ ox %, muni de la loi f((a, b)), (&' 5 b)) = (aa' 5, b+ 2Py

s lo provosition. 3 en remarquant

jey

n déduit la nrorosition 2 et le théorime 0

®

. F

gue L est une variété affine, ~t que, =1 V ast compléte connexe, tout mor-

phisme V-—L est constant,
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