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LA VARIÉTÉ DE PICARD D’UNE VARIÉTÉ COMPLÈTE

Conjeerveram Srirangachari SESHADRI

Séminai re C . C:’ 
0 1958/59

On conserve les cotations des exposes 4 et 5 et conséquente sauf mention

expresse contraire 5 o l’! entend par variété U’~~{~:; variété irréductible au sens -de

FAC [12], ou une variée sens G0 [3J j définie sur un corps, Y algébriquement
clos. Si l’on considère des diviseurs, et rationnels’ sur un sous-corps

R C F y on suppose que I est en plus un univers’"::! et que R contient

un corps de (.) ’ :", D (cf. chapitre P. :} . r.... or 1""’ r 1 5 . ) On aura
besoin de considérer l’extension d-? U à une BL définie sur un corps

03A9 algébriquement clos :"";  F ; c&#x3E; 

par exemple si n est affine ’3t ,’B (TT ) dési-

gne 
ro affine de ’," U , l’algebr f-:: "-t "fine " (.( j B .-, B’ est AK(U) ~K 03A9 .

Les "objets" (diviseiseurs, etc. ) sur U considères des "objets"
sur U rationnels sur ;’ ’.’

Chapitre 1 : Existence.

1 Préliminaires.

Soit U une variété qu’un diviseur ’,-1 sur ’,;- ( r-:. Sn une classe de

diviseurs sur lT) est écuivalent à zéro, s’il existe une application

algébrique (i 0 e., famille f : T ~ D(U) (resp. (U)) telle que

T soit une varisté et .ptT ". - 1- f(t) = l’élement neutre de ’(1 ("’u") (
g(U) (&#x3E; ’) ûtant de .’- (cf. 0 l’exposé ..).:; pour la définition

d’une application algébrique). On vérifie facilement que les diviseurs (resp. clas-

ses de diviseurs) sur U algébriquement équivalents "’’76 n forment un sous-groupe

de /("" ("..,.) de (U)) qu’en note :1."B. a (TT ) a(U) )
Soit :£. g , ~ l:.;..; Li une application algébrique, .1. $ . étant des variétés.

Si (t (T))t désigne l’espace de Zariski en t0 ~ T , on note :;-(f)

app icat .I10n canonique J.J_n-:=aJ.re t ,1) + 
Clans .fi .J , l:l C 0 expose 0 .l’application canonique linéaire de dans H (U , (’/) (cf. l’exposé 6).

Si ", est en plus ’’me de f un homomorphisme algébrique (; e
une application qui est en même temps un homomorphisme de groupes) et

U on a démontra 6) que (f / est en fait une application
linéaire de Lie JL".(T) de 1:; -.._,.31.1.) ,h t.,J 9 g) ;; veut dire que

si  est un champ de ver leurs invariants sur G s (-(f)(03B8(s)) est indépendant
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ci
l’ e d 4 ?r Z,. f &#x3E; l’élément 03C3-(f)(L) de H1 rJ É2 ) .a ~ ~ ~ ~ ~ C 9

G et H sont deux varistés de groupes, on appelle une application

f b G ~ H un 1 "’4 que sl f est en même temps un morphisme

ae variétés et homomorphisme de groupes. On réserve le mot "homomorphisme" pour

un de p groupes5 v 
,

2. Définition de la ü ’ é de Picard, conditions pour son existence ( B C [4] ;

chapitre III, paragraphe T ! ,: ..

Soient U une variété complte ct 1 ê {r ~ e(u), &#x3E; un nomomorphisme algP-

brique, G étant une variété 5;_ce o 1’" .:, , en vertu du

théorème de continui te ( of. -; héorème 2,ra ra gnaphe IV, chapitre 1 &#x3E; 1 4 1 &#x3E; ou 

rème 4 9 expo sé 5) 1: e st, un sous-proupe fermé !; ;,,. e G . Par cons équent

existe une structure canonique de variété de groupe sur le quotient G/N (Ci°

théorème 4 et propositi on 8, exposé 8, [10]). Soient 03C9. G ~ G/N l’ homo-théorème 4 et propositi on 8, exposé 8, [10] l rs Soien U 03C9 : G ~ G/N l’ 

morphisme canonique n et f , G/H ~ (U) l’application définie par la 
.. et f1  ’ 

, U) l’a ,_ plic
ation derine ,

tion f Q 03C9 = j"

PRO 1 0 .. l ’ à. ’ 1 i _W .l i i f ) -i’ 
1 

’ G/N ~ . ( ’J ) ’ é fini C ’ .

dessus est i algébrique ta
~ 

Cette proposition serait triviale si (G , &#x3E; 03C9) était un espace fibré localement

trivial mais ce n’ vrai en général. Toutefois, on sait que

(G, 03C9) est un espace fibré isotrivial au sens de ( l g proposi-

tion 3p [11]), c’ est-à-dire que tout point y de G/N , l, un voisï-

nage ouvert X et i;;; i-’evlf .;oei,.:.;nt i:.Ji’-. ;=&#x3E;.i-’iiii.l. l’li’ ? 1."1 ù-ôà..r"F-3ôSUS de X s tels qUe

i, image réciproque de (G , w) par p soit un espace fibré trivial au-dessus1 ~.’. ~ .. ~ ~- ~ ; r ’

de T o 1,à. r~:;~;~.:.~..v,~: ~r~,v ~y:~‘;~~;;~~:i~ :~~ au~ ~.~,e.~..~..

tement non (,h~l. ., ‘%; ~,~°~.~~N~, 1  o=~ ° r, 1 s .ps.r ~. ~ ., ch~a

pitre I ~ ~4 j ~ ; &#x3E;

Cp ~. F. D.

Soit U une varié té compl ète o Un couple (G r a e ) G est variété du ’3

groupe et 03A0  G ~ (U) °-1.ri ._.’ variété
de U m tout coupl_..,.s g 03C8) &#x3E; ou ..i est Une variété àe g _

0 11 . f un homomer phi 1_:uG aógé briq .... . 5 J.. =et 03C6 : H ~ (H) u n ho - ^ o rhisme al W .:

f a. ii ~ G :t u n que o f = 03C6 o

PROPOSITION 2 u m S’il existe une variete de Picard (G , 03A0 ) r;’ une variété

complète E..! , ’ l.’i::! ‘.,i :? o rph isme ..d, - ;.’.’.,l.l: T F3 F’ V inj Li c ti f 4
.~r~ ~. 

w~...~ ~’~~’~
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Soit 1J le noyau de l’homomorphisme 03A0 ; c’est un sous-groupe distingué de
G qui est en plus fermé en vertu du théorème d8 continuité (cfo théorème 2, para-

graphe IV, chapitre l, ~4J~ ou expose 5~ théorie .4-)0 Donc il existe une structure

canonique de CI variété ¿ de groupe sur le quotient ( f théorème 4 et proposi-
tion 8 $ expose 8; et en vertu de la proposition 1, l’homorphisme algébri-
que TT so _,n algébrique ... ’1 0 U...,. 2014 

1B 0 03C9 y :...U: Cc .-:’!’ G/N étant l’homomorphisme canonique de G

sur G/I,!. D’après la définition de la variété de Picard;- il existe un homomorphisme

algébrique ," ,._/ -..... G tel que ..1 
1 
= TT o e , l’ unicité de JI entraîne

que 0 ’’’. : (} ~ G est l’identité et on obtient par conséquent
N = 0,

Co Q. F. D.

COROLLAIRE. - k.,.........., l, Picard (G -r-;I ) variété complète

U , elle est unique à un isomorphisme près 3t le groupe G est commutatif.

C’est une consécuence immédiate de la proposition 2,.

PROPOSITION 3. - Soit tr une variété complète ; alors les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes : c

(1) La variété de Picard (G , 1f) de U existe ;

(2) Soient dans un diagramme 

l e s G . des v :;., r F- 4 ’.,tvB-;’ ’--L.I e 1, 1. e s .’’’’. , . j . homomorphismes a lgébriques
~ -1.. _.~--.---_.- - ~ . l l T  

~’ 

. r 
’ 

’ 

,,J- ,,,, - ...~ . -- l 
~ ’~" "~~’

injectifs ; il o. l’’’’! .1- 1 -,.,. t """1 que ,cour n ". n les Ù soient

e S isomorphismes.o

Il est évident que (1) entraîne (2). Supposons (2) satisfaite. si H, xl sont

d (::; ’0Î ,a ,- I-1 ’Ô ro’ l ¿ 16’° 16o’ ; - i e CI ".., + ’é i ’ 1’ ) 
/ 
- -’ ù 

h 1 homo h . smes al Ç. - ",’£ -. b ... f ’

...’1 zt H1 dans (1, ) , n-o:is écrirons 1’1, B_{ ’" (ill , 03C61) S il existe un’
1 

:

f * E ---.:, H1 n’est pas un isomorphisme tel que

B :1 o f - i.... t * Il &#x3E; ’ s;x5. ste ,. , ( H 03C6n ) telle que

r= 
, l’ n )  (ii 1 , 1’ jj_ + 1 , ) pour tout n c 1.:- existe !.J.one un groupe algébrique

G e t un homomorphisme algébrioue inj actif J 1 i G ---t (Ô l ’J ) tels qu’il nI existe

a,ucun couple Ii, :’. r .J tel que (H , 5 B-1’ &#x3E; (G , ’T ) .
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On montre maintenant que (G ~ JL) est la variété de Picard de U.. Soit H

une variété de groupe et ~ s H 2014~ un homomorphisme algébrique. Consi-
dérons l’homomorphisme algébrique 0  G x :l ~ (U), 0 =?TT+ tp et soit N

le novau de G . Cornue on l’ a vu la, démonstration de la proposition 1, N

est un sous-groupe invariant fermé de G x H et l’homomorphisme

6 . : (G x H)/N ~ (U) induit par 03B8 est un homomorphisme alg.ébrique in-

jectif. Soit M1 s G ~ (G  H)/H défini par

l’identité M1(g) = (g 3 eH) mod N, eH étant l’ élément neutre de H . On a

03B81  M1 =  ; comme  est injectif, j". l’est aussi ; or puisque (G , )
est il en r.:-sulte que fa est un isomorphisme. Soit 2 s H ~ (G  H)/K

la relation ]i( 2(h) = (eG , h) mod N , eGétant l’élément neutre de G . ° Posons f = 1 o M2 3 alors f est un homomorphis-

me algébrique et on a. ~ = ?~ o f ; d’ailleurs f est uniquement déterminé par
cette propriété puisque T: est injectif. Donc (G y TT) est la variété de Pi-

card de U , C. Q. F. D.

CORCLLAIHS. - I.a variété de Picard d’une variété complète ~ existe si et seu-

lement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 1

1° Soit f 2 G ce (U) un homomorphisme algébrique, G étant une variété

de groupe ; alors on a , si f est inj ectif y

’ 

dim G ~. h ~

où h est un entier indépendant de G .

2~ Si on a un diagramme 

où les G. sont de variétés de groupes $ et homomorphismes algébriques
injectifs et les 03B8 des homomorphismes de revêtements r diciels, il existe un

entier n0 tel pour n  n0 , les 03B8n soient des 

C’est une conséquence immédiate de la proposition 3"

REMARQUE. - En caractéristique 0 , il n’y a que la condition 1 dans le corol-
laire ci-dessus. o
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3. Existence de 1 a variéte de rï card en G o

L 2I1 0 résulte au théorème

~~,~~. ‘.~ûn t~ o

1 0 "’ U une variété compléte et f  G ~ G (U) un homo-
~ 

t

morphisme algébrique injectif d’une variétè de groupe dans G(U) , le corps de

se .étant upposé àe caractéri stique 0 . Alors l’application canonique linéairebase étant ,.un osé de caractéris tique 0. Alors l’app r: _ 

° 

io s00FF 
° 

que linéaire

,:~F’- vi ( .~’ ~ . I n t) ~’ ~ B ~ w. ~ t ~ i ’ J vI J
est injective.

Pour 1s, on, on renvoie au théorème , exposé 6.
’

COROLLAIRU. 4 - varié T t_ de J. l.L’ une .Û ariété complète existe (la caract.r.4 .L °
-y..~ .~ _., rrwr. 

tique . ~.._ ~ ". L’ ..,.:..~~. ~ ~J ~.:1 ,r~ ~ j d

Comme H1 (H , ) est ce (cf. i_ 61), le corollaire resulte du

1 et ;1a.:;, re à 1, 3.

p 0 rLr.; pristique -o / 0 o

0n a .5,u fondamental suivant 5.::" n

THÉORÈME 2. - Soit . tr5. ~ (U) un nomomorphisme algebriue G étant

une de et U une variété compléte (1.a caractéristique du corps de

base &#x3E; 0 )o or une variéte de groupe H et un homo-

norphisme o : G -+ ’ 1 de rej( êtement radicie 1 t T 1 S Ç:A£1

i ’O ; .,_, * s t i_ e ;, = . - ,i .x ,=i e i, , ;* .....;, i j ; ià r,  g- i., . s- ni ai± ù. ,-. i 1. &#x3E; 1 1  s &#x3E; - H1  u , (&#x3E; )
d rdl’’t l’7 définf ’.±:? "’.i’ de 03C3-( i )), ( G) étant l’ algèbre de Lie de

G, l l, avec le novau ’.r.AJ.v.’ .i.! 

’i a ‘. 

5 

(G) ~ L (H), 
’ 

 G) ~ 
. , 

’ 
( o , 1

, 
..

2° L’ , homom orp
h r 

s r,, ; ^ r’ , r
. 

q
. 

r, f s r, d -.. v cen Iy; r’ .. -, n h omo morp
h is me ‘, 1 

’° 
r 1 

»..~......~,a.."...,.,.Y.... 
’-- a, 

~,...."...... .... ~...: ,...., -fi.. ~~.r."..r.~.. ’ ..".....,.~.......r...

£ ’ c Fi .. ~ (1 7 ) g . ’u f i.J V "" ’ . -di .i’ e, on ü, J. "’ .4 t t.J 1 q 0

! et i e U1 lJ l. ème ,3 g po t;’v‘ 6 , ( voir aus i: 1 1 a *

COROLLAIRE. - Soit U une vari été compléte qui admet une variété de Picard

(G y 03A0 j . plication lJ. a 4 - -

est injective.

Soit -:’1 le royau de r(.~) . ;) Construirons ~.~ et ! G’ 2014~ H comme dans

le 2. Comme l’horonorphieme algébrique 03A0 se-descend en un homomorphisme

algébrique de H dans (U) et comme G est la variété de Picard de U,
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q est un isomorphisme. o Par conséquent 0 , i. e. () est injective,
C. Q. F. D.

Soient U une variété complète (ou au moins c’est-à-dire, pour

tout faisceau cohérent fractionnaires A sur U ~ la dimension de l’es-

pace K-vectoriel H°(U , A) est finie? cf. I , chapitre I, [4j) et f un homo-

morphisme algébrique d’une variéte T dans (U) . o "oit , l’extension de ’U

à un domaine universel ~iL contenant i" (il suffit même de prendre un corps

~.L algébriquement clos qui contient le corrs des fonctions rationnelles R(T)
de T ). L’application algébrique f correspond alors à une classe de diviseurs

~ sur ’U.. rationnelle sur R(T) .

PROPOSITION 4. - des de R(T) et sur

lesquels la classe de diviseurs ~’ rationnelle~ il y a un plus petit corps
L (appelé le plus petit cor~s de rationalité de b3 ) o

Comme U.. admet des points 1 ; et est complète~ cette propo-

sition est une conséquence du théorie 1, exposé 7.

PROPOSITION 5. - n p y 0) . o Alors

la condition 2 du corollaire a la 3 satisfaite pour tout diagram-
me commutatif

où les G. de variétés de groupes, le i des homomorphismes algébriques

injectifs et les 8.. des de revêtement il existe un

entier n0 tel ue pour n  n0 , soient les isomorphismes.

Soit "U. de U à ur) domaine universel 03A9 qui contient 

est comrlète. On peut identifier le corps des fonctions rationnelles R(G_) de

G. à un sous-corps de 03A9 et aussi identifier R(Ci+1) à un sous-corps de
R(G.) . o Soit 03BB. une classe de diviseurs sur U rationnelle sur R(G,J et qui.

correspond à Inapplication i : G. ~ (U) . o L’hypothese (i. e.

le diagramme ci-dessus) implique que 03BB1 est rationnelle sur tout sous-corps
R(G.) (i  1) de R(G1) . D’après le. 4, il existe un. plus petit corps

de rationalité L de 03BB1, conterant F . , Or- écrire L = R(T) , T étant

une variété d-’jfinie sur 1 . A, est rationnelle sur 1. , il v a une



8-07

application algébrique ~ d’un ouvert T~ /~ 0 de T dans (~.(U) telle que

03BB1 soit la classe définie par cette application. Par ailleurs, l*injection cano-

nique L ~ R(G ) peut se définir corme étant le cohomomorphisme d’un morphis-

me 9 d’un ouvert G’ de G. dans T0 ;  o  est alors la restriction de

p. G’ . ° injectif, il en de même de  ; donc 
est radicielle. Comme est d3 est de degré

fini. donc un n0 tel que les R(Gn), qui contiennent tous L. soient

identiques pour n  n0 , ce qui entraîne que n est un isomorphisme si n  n0 .
TRÉORÈME 3. - La variété de Picard (G , ) d’une variété complète U existe

et l’application canonique linéaire 03C3-(03A0) i -L(G) ~ 1U y ). est in j e c -
tive.

La assertion résulte du corollaire au théorème 2, II suffit donc de

prouver Inexistence de la variété de Ficard de U . o Pour ceci, on vérifie que les

conditions (l) et (2) du corollaire~ ~ la 3, sont satisfaites. La con-

dition 2 de ce corollaire a été déj ?. 1.:. 5. Pour la con-

dition (l),. on montre que si 03C6, :&#x3E; H 2014=7’ (U) est un amomorphisme

algébrique 3 H variété de groupe 3 on a dim 11 s dimension de

l’espace K-vectorie’!- ( U, , / (finie d’aures [6j). o

Soit ~ le de ~’(~) ~ t J~(H) -~ (p) . D ’ aprè s
le théorème 1, on T’eut construire une variété de groupe H. et un homomorphisme

q s ~ H. de ,_ tels 
" 03C6 se descende en un homo -

morphisme algébrique 03C61 : H1 ~ (U) et que "n.. soit égal au novau de 

l’application différentielle dq . o On maintenant prendre le noyau ~ de

03C3-(03C61), construire la H2 , r continuer Vu la proposition 5?

on s’arrête après un nombre- fini on a un diagramme 
mutatif

où Hi est une variété de e un homorphisme de revêtement radiciel,
et ’-1" un brique tel que (03C6i) : L(Hi) ~ .t-l (u , )
soit injectif Il di" rI = di.-: on obtient que dim H  dimension de l’ es-

pace K-vectoriel .d (U , O). 0 Ceci achève la démonstration du théorème.
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5. Une proposition.

La proposition &#x3E; i en t e, y jouera un rôle important.
,_ ,_ 

.-~ r I 
- 

~ 

à 
V .1. (.L V ^ .l..A. ;.!:. ~ i 

,_

So it v i 4 ~ : .-à.n . . J x. 1.: 5. d o iri nant d’ .* &#x3E; e vari1 é. t é  c’ "; èt e t d ans une
1

variété . par (V/U) et (V/U) les
1 ;. , .- - 

.-~

novaux des p* : (U) ~ (V) et

p* : à ( IT 1 ) ~ ( iJ ]’ o Soit .L hómomorphisme canonique .

~. s ‘ 4 J U) r ~ U U’ 0 . l ons k(U) 1 , , " s.. , elr a s sous-groupe h7 de

D (U) , h(U), etc., qui sont rationnels sur un sous-corps y‘ ~ 1.. (quand on

considère (V/U) ou k(V/U) , on suppose le porphi smû p . 1 V ~ U défi-

z . le ’.° , j j

.. PROF’ , ; r,r TION.;" é - Surposons i.. ue e l oe 1-ii; orch , , ;".r, r,, : °, ï .,....:..r r ;’ s oit bi ionne1

( V , 11 r’. omplet’.’7 ,., G! ’j y 
s I e ts:_. l’homo mor phis...:. 

F &#x3E; ÉÉ" ( il’, ’ ’ e ’ 3 ,~,r".,00FF, ~ T ~’~ ;I ~ r ‘, t~, s:: t ; ’) .r, ~ !y~ ’, ~ .. w. rs ,. ~ n ~ y~’ ~â Yi 1... âT 1 ~ ~’ l~~ L.i 1~’.r~ V V .J. d 3. fJ .I. J. , 013
.w G V ,/ U) ~ ( V / ) LJ :J t W .: .. _,.. s o lal’..! d........,1_ e a....u .. i . , I ..W .r v .... V ‘:

prend l’ homomorphisme £ , ,y "’. t V/U) ~ 1 V par ~.apr h
J. _, e A,:..a,, . :_ sme , ~k : 

.... /U ) ~ , i

Il suffit de prouver la prorosition dars le dermier .1; .F5 .. 03B8 un élément

dé ( l,1" rl 
et D un divi

s

enr rat ioneel sur k dans l..iÂ. clas se 03B8 . On 
C.i.

D 1 .% &#x3E; 
. 

i A t C on £ .Î. 6 ’’ :; ", :, D)  :=. V ;,1., i, ...t..71, 3:: ,3’.lt; 1. ;li pa , - ilU.T’ . Comme

r ) k, il pulte du dernier théorème de Foundations

( a 1 0 , s [ 1 .frw ou propo sition 8, charitre 1 , [1]) a p*(D)
le d’ ue fonction f sur 1’ sur k . Comme p est

, 
f- f s’ide Î,.,: bifie ( par .=15 " ’0 cohomomorphi +1....iZ ," "f’ ‘ de r a,rec fonction

sur 1" rationnelle p sur k $ Maistecant s i .if on pos =. D1 = D - div Î p D1 e s t 
.

un diviseur sur U 

, 

dans la classe 03B8 ûv, k et on a p*(D1) = 0 .ù -’- . =..,; .= .. o ..i 
. 

- ;.=- .. &#x3E; ,;... ~’- -. a - o=. :7 ./ ~~- , ; -’o H ... -- ~- ; .- 

1

Ce C; ï ,prouve ~k o st surj ectif. D’autre part ., 
D le diviseur d’ une

fonction (non nulle) f rationnelle sur k et soit p*(D) = 0 a Ceci veut dire

1-e div f sur ( f identifiée avec une fonction rationnelle sur

‘ ost Comme - ’‘ j compléte. , i f se reduit à unE

corstante o Done B est l’élément zéro de k(V/U) , ce qui implique que ~k

est’ 
v.w..w..r

Vv ~’.~0 1. 

. - J* 03B8 ’ . tyi , ) , , le divi ki J.V .1. yd. 
w 

( é ) es t ap pellé le diviseur
w.A

c e ~~ - ~ ~ &#x3E; ~ 1- à, ~1~ -: r., ~ i -=: ~ . j o~- r; ~~,~~ e si =, f~~ ~ ~ ~-~’f ~V% U) est

rationnel sur k f v ,:. ‘sw , 1_r rationnel sur i o
, 

............r..,~..&#x3E;~*...,.." .__.~.. ~....... - .._.~. : ‘ ..... ,...,.........................-.... ~ :r
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Chapitre 2 : Tt-CG):= 

Soient U une variété et (V, p) un revêtement birationnel sur U o On note

directe (Rp p)( (V)) (cfa [5J) d11 faisceau cohérent d’an-
neaux locaux (Q(V) V p ; O(V/U) est alors faisceau cohérent de

sur oient (V/U) le faisceau cohérent de O(U)-modules
O(V/U)/O(U) et (V/U) 2e des idéaux 

(conducteur de O(V../TJ) (O(U) ). Lorsque (V , p) est le revêtement nor-

mal de U , on not(:: O(U)) Ze faisceau ; au.ssi c:ans

ce cas ""’f" (f’ - ) ~: (.. {v} . ~o,f, s ~v: .,~,~~. ~. oce cas on e crit .").,..fiJ)), " ;:.. (U) , etc &#x3E; (0;]. ,  9 etc.) au lieu
de M(V/U) ’. t’5’ (’T U’T B 

: !d e -vi) l, if 1 ..":) 7 ~- . Il;, ~) } s 0: T ~ ~ a

10 a décomposition o
.- 

J1V~111Y(-..l.hN ".1^.’w y.~’ ~ ..r.. rw.y., ..1 ~ "~.. w ,.1Y ..4A.~11n/I/1,.

On dit variété T] du type (a) en un point
x /- Ci 9 1":1’"t revêtement }..,4 ationnel (V , ,) "0 TT sî l’i 16-::1 max i mal

m de l’ anneau 1 1 ocal 1 Ox en ’n’ est contenu dans l’esemble des idéaux premiers

associés à urne décomposition du sous-module . 

--".’ :_ .:’;,.’ ((V/U) B l CO;"Y)!,’’’’’’’ intersec-
. 

, y ~.,n 1. 
. 

Yr..v .i r ,..II~ ’ 

, 1’ : ’’~ r,.,‘ ~1 
’ 

.., 

~ 

.) C’ ~ï S Vde de ((V/U))x (cf. charitre I, L14J , 
dire, si l’ e premiers associéë à une représertation de l idéal

({ {v/’U) ) 
x 

comme intersection d’ ires contient 1 ’ideal maximal m 
x

en x o Cr dit que l a vari été U ne pos ssède pas d e sing ularité du type a re-

lative à (V, p) , si alle n’a de singularité du type (a) relative à v en

aucun point d C) Op ,4 --: + f’"’ i ’’’;1 r-} ..., ’W’B or i- que 1.: variété TT une s aucun POl!) Cc, ’. . Op dit simplement que is variste U possede une singul ar...L

d" type (a) en Z’.  U , Sl8 elle possède une sinsularite du type (a-) f-")n XI!:.. U

relative de ’.’~ 7 8-+’:, dc }:-tê;~8 ~ on U n’ a

pas dP 
" 

du type (a) pi elle pas de singularité de type’ (a). ,.
au revêtenent no:rmal ’ f et

1 -~ (’B.1 ..-.. ’B ~ "... x’é~’’J’:~t‘~.’r’~w:~i t c:’ U l 1

existe alore des ver.l ’-’ L, :.;.J ’la - ’.; ) VOl s : o o ; v 1 - V er des 
-- J 1 ri n+ ---_.

q. ~ "rJ.. ---;} V..:,: (1 ~ â. ~ ~:+1) r:~oss~.::d..:-..:~t 

1° On a ""’ 

1 0 0 a 1 ;
20 .ê.:i._. 1  t n ? 1 il y a un point ... 

y E B/i-1 tel que Cil induise un iso mor-

d e V. - sur V.., - iy} , a  (Vj/Vj 1) est l’idéal premier
....... y’1 J.. - -L - 1... ; ~ y - v’~, ~ ~... J. J. -.L. ~r 

~, ~.(’~ea ,.

maximal de { (?: (iJ i -1 ) ) ,r de plus qi (y) morceau affine de

V. ;
1

3° v 11’a pas de singularite de type (2;.) re12t.t1v:1l1::1611t au revetement (V, a 1).r1’ 
_’J __.......~..:~:_...... ,_._.._.... ~.......~. ------..--- ~n+1
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Il est facile de voir que, si on a une suite (V ) de variétés de premier

terme Va = U et existe des morphismes de revêtement 
..

tels que S 
n 

0 r 
TI 

= 

rn-1, les s. n sont tous des isomorphismes à partir d’un

certain r Jj:-lg 0 Il suffira, donc d’établir ce qui suit si U a une singularité
de tvpe ( ,-- ) en un point - relativement à ) 3 il existe une variété

VI et des morphismes de revêtement 1 : V ~ V’ , q : V’ ~ U qui possè-
dent les propriétés suivanses : q induit un isomorphisme de V’ - ql (x) sur

U - {x} nais n’est pas u.n isomorphisme de B!’ sur ;};  (V’/U) est l’idéal

. ~., ~v’ ~?" ’/. -r’ ~ . 

-1 
r"..,+. 1 ""~C" ~ ., X...p.p. , .crémier maximal de (~D(U)), ; q (x) est contenu un morceau affine de V ,

on a D - ~ () t Scit m l’idéal de (/] - (~(U)) ~ (7 puisqueon a p = a ~ p’ . Soit mx l’ideal pr e

nier maximal 
de 

x 
= 

x 
; puisque

m est un associé au module ((v/U))x , } il B a .Ln élément
X’ 

" 

.’ .’

e ~ (O(V/U))x , e ~ (L3 tel eue m, e ’.:. x . Soit :.’!?’.. le sous-anneau de

(f!)(V/ii)) engendré éléments (.&#x3E; fols :’,-, e x . On voit facile-
ment Qu’il 1 C;. un entier .K.)- 0 tel mkx -"’x’ c.... x .; soit k le rlus petit

entier ayant cet-ce , on a alors k  1 ; i’ posons nk = x + m_ ’x ;
on a alors m t,/!: f,- x , ry ~ y . Soient U1 un morceau affine de U con-

tenant .... et p son algèbre affine ; .. soit ï:’ n la fermeture entière P

dans On . Comme O est l’anneau local Mx de P et
.,;/ .A ’?" 0 ..JO_....ule 

....’-:., ’.. 

....8.J 

fi 

a J.nea.l o.....a..... B... .. ’"’ G.e le
comme 0 1; est entier sur B5’ , on el. x = y[P"1] . On a x Pi C. 0 ; com-
me 3.. un no-b’:--r) ......o’...,-J....).0 rénérateurs en tant Qu’idéal de Pl et comme Plx 

~ B0

a un. nombre fini de générateurs e.; fart il y a un voisinage

U de x dans TJ tel que les fonctions de .. ",}v "Q soiont définies en tout

point de T’1’......., t.4 plus supposer que ’ï un morceau affine. Soit -n

son algèbre affine, et soit P = P[P1] . P est a.lors l’algèbre affine d’une

variété affine VA et l’injection P -’7 p définit un morphisme de revêtement

1r1: V’0 --"? Un . Il est clair que (O(V’0/U0))x = O"x et que q0 ’induit un
-,¿ B,) B... 

1 
’ U .. ~ X B.)

isomorphisme de V’O’ - Õ: (x ) sur IL - 1 x f ? Il est facile de .voir qu’on peut

trouver un recouvrement (Uo 7 ..., U’) de U ’na.r (’;e8 morceaux affines

dont l’un est Uo et dont aucun des autres ne contient x . Si i., 0 , posons

V: = U! l ’" .: on voit facilement que les variétés V~ ~ Vi’ , ~ 2014~ ~ ~ peuvent se

recoller en une variété V’ 1 pour laquelle il v a un morphisme de revêtement

q: V’ --.-:;;’ ï) q0 ainsi que les a D:,J i cations identiques

... ~ -.,. (.) On a (O(V’/U))x " (’: 
r’ ~ (O(V/U))x ,

- (O(V’/U))x’ = O(U))x’ pour tout -Il’ 
; il 0" a un morphisme

1)1 : Y1 --:;,.- v tel que p = q a ’ " .Ca proposition 1 donc établie.
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2. Connexion ertre la propriété 03C0(G) = Ga(U) B et

de la variété de Picard pour les applications algébriques de quelconques.

O a défini 1 a variété de ic.,,&#x3E;(::1 (G f .-...J" ) r-.,’ une variété f.:..’ ’t ", par une

propriété rn se deman-

der si la variété de Picard dont l’ Ci eté démontrée dans le chapitre ls

possede aussi analogue relative aux applications algabriques, c. est-
f co -..; G(U) est une application algébrique, rp une va m

ri:.té f(v , i - l’ident-t . t..!. "’, "1’ poi -,’1 t, de Q f"-’) ) , ,"7. 
. 

provient-il d un

~o r h. 1 ’ s ~~~,~ :1 ~; i a. i C1 ~ a,~? :; ,.. 
’o. ~~ 

. 0’-" , r~ ,ro ~. ~ .4. -F- ~,’~ t - c: ~ e s -1 ,; . _ "~’. + .~ ,.: ~, 71 ~.:,., t’’’1 1 ~~ ~ , f - ~ ~ (,,’ a(U’) , 
~. 7 Lj t, e

morphisme de T dans  ? On voit tout de suite que (G) = @ (U) 
Si 

cettecondition e st, satisfoite, Res iproqu ement, si (G) = a(U) , G poss ède la pro-

. priété universelle relative à t outes ] 0 appli ..".+. ’-IC’ algébr
,. 

1 C’ _1 6 ult

de 1..CJ. t~"()lJ. ~. r,

PROPOSITION 20 - soient i! t lJ.Ee e vari éte . complète, s (G 9 )1’) ca .Â. de e Picard

é rp ~ (U) une application algé (’1"1 rq1A lle (’ UA ..L-f. (T) t ‘..,.. (G’. on sup-

ro. rI’ r";-’+ 11’r variété). "1-"1 l’aprlicatie f : T ~ G definie par- est une variï été 0 Alors l’aplicatior .L : .. --;&#x3E; G par

la relation ’fl 0 f 
1 

::: f , est un morpoisre de V(00FF.r,v..ll...‘,;7D
01 ..’0 ,-’. psemble n,.,&#x3E;:) ponts (t , g) ’:-..’..’, x U ve. .L ,-{J.e ..... V.L l t - g.

e conta -’"B11l":’::’ (théorème 2, paragraphe IV, chapitre Z, J. ou

c O r 0 Il. a..&#x3E;..re i 4, expr sé 5), 1 1 Q ’., fermé dan s 1"; l 1 ..L S d .e 

trer que le .,.- .v...1, -Í ("’1 m p1 , 0 J’ "r;,:’1 indu -:.: ’- n 1 
° 

,-..’ î Co’’’ 1 est unrer quv e _...or}.;’J.L:_hJ.’d.e Pl 
.. ~ "......).B"’,U""o’..; rar -..8.. rr°.J’-’c .;l’J:... B..)ur , es un

isomorphisme. Q En vertu de 1’ p1 est bijectif (ceci implique que

v r r t ~, ~,. _ ~ 1 r ~ .. ~ ~ - ~ 
, : ~ ~ ~ ~ ~ ~ l ït t - r ~r~:~ ~r. er queP ; ..-’; "t revetement .rC)r’-1 ’-" ". sur 

"" 

z :’O--C’ ,...U.’’’’’l- de ""’/""’Î’rrpr que

Pl est non ramifiée, c 1 .q st à dire, que l’ w ’.’:ÜÍc;::.tiol1 différentiel-

le a."’’O est injectiv ,r 0 .

COl- t l vn vecteur tangent à l’".i v r Q-’1 (t0 9 ,..,".) ..1. n 1 01’6 dp1 (L) - 0 c L

t l :’ d,..., l ’.’:’) "-.’’’’’ . 

0 (0. L’) l p.; +, -...... 11 + n gen t à G ( falors de la forme ,"-" y L1), ’1 un, vêt.L’5.....n :-’. C en g0 (cf.
chepitre VI, [ 3]) . Si r., c:r signe ls. proj ection uur G 9 les applications algé-

briques f 0 Pl et Ii 0 P2 , ,:ie 1 dans.,-,(T’} coïncident. Il en résulte que

lr o pa r , g .I. G1. 4.,,v! e 1 c cha ?-’.’j itre I pour 1’; é f
a 

y i â. n ti o i1 ,," L , f ;; p1 ....... C .) o On t a

Comme on a aussi
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il en resulte que  I1 , 1"’ ) = o . , Considérons l’élément de l’algèbre de Lie

(G) de G engendre par L1 ; comme l’application linéaire canonique

~(Tf) ~ ~ (G) 2014~ R~(U ~ ~0) 1 est 1 et théorème 3$ c ha pi -

tre I), il s’ensuit Que L1 = 0 , ce: qui prouve que dp. est injective. Par con-

séquent p. est un et la proposition est 

Soient U un e comrléte, (C ; ’! ) sa variétc de Picard
et f : t T 2014) (U) une application algéerique d’unie variété T dans (U)
t e l le que pour un tp ~ T ~ f(t~)~ (.L-~(~) 1 e. r?(G) = ~(U) ~
alors l’application f., : T ~ ’" définie par JLa relation o f. = f , est un

morphisme de 
iinmëdiat.

3* Le comportement de la de Picard car rapport un morphisme de revête-

ment birationnel, ,_ inversible sauf pour un firi de points. o

Soit (V 3 ’c) birationnel d’une variété complète U, supposons

que p soit inversible pour un "oint x de U ~ et que ~n.(~((V/U))~
soit 

1~i 
de et que ~(x) soit contenu dans un morceau

affine de V . ~ Soient (G ~ ~) -c 3 ~’) las variétés de Picard de U et

V respectivement. canonique ~ ~ i ~b(U) 2014~ ~-(V) induit un

homomorphisme algébrique de G dans H désigne le symbole p*C. o On a
alors les lemmes suivants. 

1. - On a ~(G) . ,,

Nous poserons A ~ (~(L-))~ , , = (’~(V/U))~ et nous désignerons par m 
. 

l’idéal

premier maximal de ~ . Soit B" des clients inversibles de 3 , i.

e. des fonctions f e p. telles que f() ~ C pour tout p (x) .Si f B* ,
le diviseur de f sur V a un support qui ne rencontre pas f1 (x) . w Par ailleurs,

on sait que p induit un isomorphisme de la variété V - p (x) J - ~xj ; il

en résulte que 3 si x appartient au support du diviseur f de f 

il en est un point isolé , soit alors (f) le diviseur qui admet f comme fonc-

tion de définition en x et dont l3 support est {~ ou p . ~= Il est clair que

~ est un homomor-)hisme de ~ dans (r(V/U) . Cet est surjectif,

car, si d (V/U), toute de définition f de d en x doit appar-

tenir ?’ B .

Puisque = ~0~ , on a A , il résulte que m est un idéal de

B . Soit 1’application canonique de 5 sur B/m ; il est clair que 

est l’ensemble (P/r:i)* des éléments inversibles de B/n a Le nove.u est

1 + m , qui est contenu dans 1’ensemble des éléments inversibles de A ~ il en
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."’"

résulte que ce noyau est contenu dans celui de , donc qu’il Y a un homomorphis-
me dl: -7 0(v/:J) tel que ci 1 0 t;J = 0 .

D’autre part y il est clair que m contient une puissance du radical de l’anneau

semi-local B , donc que r:.,/,1’1 est un espace ,-. vectoriel de finie sur 1--

Il est clair que ( ,ElIn. . ) 
* 

est un ouvert, de Zariski de B/m , et que, muni de la

structure de variété induite par ? /1’1 y c’est un groupe algébrique. Montrons que
B est une application algébrique. Soit ..f. ’ un sous-espace vectoriel de Ï) tel

que 03C9 induise un isomorphisme de 03A6 sur B/ , et soit 03A6* = B, .’ 11 Pre-

nant une base de ... -; on voit facilement qu’il existe un ensemble ouvert 0 de

V contenant p"(x) qui est contenu dans les ensembles de définition de toutes

les fonctions de ’1:’ . :’-...oit 1]1"’B l’ensemble ouvert de U . Il Y a une fonc-

tion numérique ’V -sur 03A6*  U 1 qui définie en tout point

$ X ’. L: ;.: (U0 - {x}) et y prend la valeur f(x’) . CI On peut aussi considé-
Ti’ .....,:, ..,.. n L ,.., ion &#x3E;,.,.",  riq;’, e ""’" .} * 

y v d éffr i (.&#x3E; ,... 

- 

J, 
nref J.. une fonction ,..:...: ’) définie en tout point de

03A6*  V t::: 0 ’’::’. + ,. l’ + point de 03A6
*  (x) . ï.’ensemble ’f,’. ’ de

x (V - V0) et points de . :..’.;.* VI; en la valeur 0

A f ’ ".."",;) ,1 
B....- 

","" c. -r -, "’, t": () + (-’ n"" 03A6* .  ( x) B.J ) " 

Co
mme .... -..... n re, l . t 1"- est ok "’!’ B...~ Il .p est l’image de J.:J

par l ’ .... + " ( ,., . ’) ~ ( f ’ ’ , 03A6* x .. r dans (’1. * U est fermée.

On er v a .’.n 0394 de 03A6* x U dont 18 .support est conte-

nu dans ej-.. 
* 

y {x} et qui ;.{’ définition en tout point

..e ..:. ,. {x} . . Il clair ".our tout . f. -- , l’image réciproque de 0394

par ,"-, ~ ff . ’V" J. est définie et ). (f) . Ceci montre
que là de .’,’ 

... .F *’ est donc est algébrique.
Si f ’-’=.. -/ , scit 1(f*) la classe de ).(t ) . 0 Il résulte alors de la dé-

finition de la variété de a un homomorphisme algébrique

03B42 : (p/m)*’ ~ C: tel que J1-= 03B42 . Comme toute classe de ’con-

tient un élément de (V/U) 3 03B41 est une application surjective de 

dans (V/U), ce qui démontre le 

Comme  est fi un sous-groupe de G sur lequel B1 induit un

isomorphisme sur (V/U) ; nous désirerons ce groupe Dar .-’tG (V U . Il est clair
que le noyau de p* , .’i c’? qui contre que c’est un sous-groupe fermé de G .

,’,

Par ailleurs, la démonstration précédente a montré que G(V/U) est l’image d’un

groupe (3/n; par un homomorphisme on peut en

déduire que c’est un groupe algébrique affi:G.e ) on peut montrér que l’appli-
cation 03B42 défi:ni t ’::F1 isomorphisme d’un groupe quotient de (B/m) sur

G(V/U).
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LEMME 2. - L ’ homorphisme canonique p* : i G ~ H est surjectif, et

(Gj, p~) est un espace fibre localement trivial de base H .

L’application 03C6 : H ~ (V) est définie par classe A de diviseurs

sur H x V . Si h0 est un point de H , il y a dans la classe 03BB un diviseur

D dont le support ne rencontre pas {h} x p (x) ; cela résulte de la proposition

10~ exposé 3, compte du est contenu dans un morceau affine

de V . Il existe donc un voisinage H~ de h~ dans H tel que

~(x)) =- ~ °

Le diviseur D~ induit par D sur V est donc l’image réciproque d’un di-

viseur de ~~ (h ~ y) 2014~- (h 3 p(y)) ~ il y a donc une

application algébrique 0 : H0 ~ (U) telle que p o 0 soit la restric-

tion de ~’ à H~ . Recouvrons n par des ouverts ’L en nombre fini tels que~

pour chaque i , la restriction de 03C6 à Hi puisse se mettra sous la forme

p o i , i ét.ant une application algébrique de H. dans o Si on pose

pour h E H. (, H. " ii est une. application algébrique de 11. n H. dans
" 1. J" 

" lJ 
J.. -. ¿ 

1. J

,h.(V/U) , et, si 5 le sont des indicés quelconques, on a

Nous avons vu l’ d SOUE -croupe C Te-
nant de J. a 2 ;, v~ ,.. voit morphismes

tels ’ty . ~ ~~~ o ~’ ~ . ~ ~~ ~1~~ g si ~â ~~ ~~ï. ~ ~~ . ~ ~~~ ~ nn a

Les sont les fonctions de transition, d’un. fibre principal localement

trivial (G. y q) de base H et de groupe J1G (v/u) . Pour tout i, il Y a un

isomorphisme

tel que q o 03B1i soit la projection 3:Í. x ~ Hi ; si h E H,

une condition nécessaire et suiffisante pour que i(h , gl) = j(h , g2) (où

g1 , b2 (; est que g1 - g2 = il! . (l’J) . Si h  H., g E- G(V/U),
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posons

les applications

sont alors injectives, et si

une condition nécessaire et suffisante ’cour que gl) = g2) est

que l’on ait h1 = h2 3 g. " g2 = ’ij(h1) " II y a donc une application

p : Gl ~ (U) telle que 
.’ 

03C1i = 03C1 0 Xi pour tout 1., et 03C1 est injec-
t - Il est clair .. est .. n amication algébrique.l.ve... 60G v a..l.x q.ll_; r B::.,:)u ’11_0 applicat ion -9... gebrique.

Nous allons montrer que 03C1(G1) est un B de /r. ( Í T ) et que, si on

munit ,., de la structure de groupe telle -que :’:::. soit un G

est un groupe algébrique. 0 Soient x un point de .d. y y un point de H. ; il

y a a.lors un indice k tel que x -- y f. H!{ . Soient go’;: et go2 des éléments de

on a

Or, on a p*(j(x) - j(x)) = 03C6x - y’)’ , 

ce q"l’; mo lllt l7 e QUe f") ?i ,; &#x3E; - 1 ,1 ’  &#x3E; . 
, (1’ B) ...::.. 03C1(G1) -:’+ montre que ?  G i &#x3E; est

un groupe. 9 Il r a voisir..aç:cz: o uv . rt Í de (::, ..r j dans H 8 X 3. tel que
(h , 0o’ h) - 1 , 

, 

em+rairc h1 
- 

- lI * Si Îi q "i ) ’ ." j’ , g1 , j g  c.. (V/U )l’ 2 
t~- : en .. ra:i.ne r"ll"" C. i.’l1c ’ ~l B, .t:’1 ’ t:~ 1 , gl’ g2 E G ’

on là :

Or Inapplication ("h h2) ~ ....,’B (1 B j(h2) - , B"" ( h h) est une appli-
cation algébrique de r’ (U) qui applique f’ dans .fB(V/’U) . Il Y a

V de ! l"’’’’ dans G(V/U) tel que l’ ait

(h1 , f’ :2), d 
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Cette formule l’ (u , $ v) ~ u - v (u , v ~ G1) .

induit un morphisme o.’ un voisi mage de (03B1i(x , go1) , 03B1j ( y , f° dans G1 x .
G1 est v u pl. algebrique.

Il résulte de 1.a. définition de la variet J de Pi card qu’ il, jr a un homo-

morphisme algébri c ue 1 ~ . 03C1 =  o 03C3 a est clair que

ce On a Y:., C’ 03C3- = q . .w effet, 03C6 étant injectif, il suffit

de montrer que 03C6 
_ 

o p*G ( o n = /‘ 
i 

Si q . Or on a t,., i V&#x3E; t V = p* o ’ I , t.i , oU.

L.f o o$ .. = O iT.. = D* - o (." ; g ’ ;=;5, 
" 

. ; : .‘’ , ._ , g ~ G(V/U) x on a

f 03B1i(h ’ . g)) = Pi (n , g) w i (h) - ( g) &#x3E; 1 ’ de ce t élément par .. p est
.. 

ce oui démontre notre formule. q ’-"1 - ".:. , o.. voit que p*G est surjectif.

F 03C3-(G1) contient C(V/U) , qui est le noyau de p*G ; comme

p*G(03C3(G1)) = p*G(C) , on voit que 
.", :’- ( (’ ) - C’ ’-,’’’’ donc i"1 une ç’&#x3E; bijection de

1" sur (: De olus, r: "’.I"B.t- un fibre """"’1""’’’’’; "Ïa] de groupe 

on. voit que, pour tout ,0 (:: ri, induit 11J1 isomorphisme de qL .. sur

p-1G*(H) . Il en résulte ,."...r ::’1’" un ’..".,B effet, soit L un vecteur

tangent è, C.1 tel que (drr-)(L) = 0 . On a alors (:’iq)(çr) = (dp*G)((d03C3)(L)) = 0 ;
L est donc tangent ?- une de fibre (G1 , (, L = 0 puis-

que 0-’ induit sur chacue filbre un isomorphisme. Le lemme 2 est donc établi. 0

Ceci soit (B1 r.) un birationnel quelconque

d’une variété TT () cotations di? la proposition 1 ; soit

( Hl (J) une variété de de -B1 (0  i  ’1 + 1" ( 1. r , 03C60)
est donc une variété de Picard de U . Les morphismes q. défini.ssent des homo-

morphasmes algébriques q*i : j ’j ~  . Il résulte du lemme 2. que
~ 

.t 

* c...’ 
’’ 

1 ~J.. ~, ~~ :. B 

l 
.

q ... , a sont surjectifs. - "’ C’I ,,"........, on pose "rB 
- 

(, 0 ... le morphis-

me P*n : ; T ~ Hn est surjectif . 9 si 1 : -", l" n h(Vi/Vi-1)
contenu ) résulte que h(Vn/U)c ’1 0 J.,"O 0 Si on a

- B. f (H 1. en a(U) Il - "-’ (’, B "r_T "J" effet, soit c

un élément de a(U) ; " il ost clair que

et comme T)’ est 1 1 - - a . n el. ié.. 0Ho tel que
’ 

1 

~’ 

(" ~ ) 
C 

". 

~ 

’J - [.., 
~°’ 

- J- T 

0 ..

C - C 1 £ ’- . ,’ï . 1 ( " "’ rl LI) , :.1’ ’~’’ "’ c 
1 ’:c ) ’ Î j 7 , ,, 1 ’ j B.,).; L. ~’ ° ,» Û 0 

Pour démontrer que, po’ur compléte .1.) Q et t*u-to variété de Picard

(G , ) rle U , or:. ::: a(U) ; j nous 30;nf71:G ,:: donc ramenés é;., montrer
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qu’ il on est 1.i ne possèd o singularité de type (a).

4 . (G) = a(U) dans le can normal.
’ 

~.......,.~.~......~....,..~.,.. *

Soit ~r une :;t (~ p ~~~ 3 s ~ c~e Picard, In-Soit ’J unP 

diquons briève ment la démon t ra t ion du fait (G) = 
a

( U) (cf . paragraphe II,

C h a pit J. e T I, 1 4] 
i 

".J ur .L e s di Û tail s).,&#x3E;

PROPOSITIO 

3. - Soient U une variete coplete normale et G ,  sa va-

riété de 1 à (G) = a(U) a

T et .f. T ~ (U) une application algébrique telle

que f ( t ) , Ù ’1 12 1 ,! / G). y: pour t0 T y il 1:7’ agi t de montrer que f ( t) ~ i G )

pour tout t é T . Comme on peut joindre deux points r B.L ‘,‘.%..lvi’,.: ’s.’ ‘ par un nombre

f J.1.4 de cV urbe si ’ fo rmant S un ens ’. i , abi 1 S W r a lgébr i q’ ;". o ,,Y,.1’ exe ,r (c f. v e .. [ 17] ;

d’ même vrai qu’il  a une seule courbe jeignan t deux pointsd ’ un e v a r i .I l;. ô , , .u-&#x3E; n ...=; .it i  .&#x3E;, ppo s .p &#x3E;. ;. ; .« :.:. ’i i i &#x3E; .f, un ;; c J&#x3E; .a -’v’’"n e. ’ n r;e ut au s s i s u Dpo s e r

que T est non (S , b) est ls, ’! .,.i 9 il suffit

de prouver . l’app l
i cati on algébriqu e ii" o . :1» ~ ,, 1ade rouver que l’ . appli cation al gébrique = - f o p : 

S 
~ (U) possède la

propriété ’i o p) 1’?1 ’ 1- (G) ’ 

A Soit C 1-a courbe compléte non singulière qui
7 et soit .5 G o  est 1-’ ication canoni-

’ 

ue d~ C -1 1 1-1 s ~j 1~‘_.~~~ ~.r.~_L.e v°:~,~‘ ~ .~. ?~~’~ / 1 ~‘,~ ~. ~ ~ ~1 5. e J~ par

le diviseur 1.t - 1.t , on qu’il existe ar algébrique

g ô c~ ’°.""~ ~~~’a ’ ~ ~ ?:..3 i. ’ C~ i. E ~~. ~ ~, !;:.’?’" ~ .’~.’’.’ : y; ;v ’;, ’’_ ~ cz ï~ t ‘; ’~..Y i. ~~ ::
. B’

ou fi: C ~ (U) ¿;st l’applieation algébrique fi (t) == f(t) - (Cf

proposition 3, paragraphe II, chapitre II, [4j)o Comme (G, ) est la variété

de Picard et g est un homomorphisme algébrique, on a g(J) (.::. 1Y(G) ,

ce qui prouve que fY (G) , c: f où £’ (C) .:;:. ~(G) .
CO Q. F. D.
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Chapitre 3 : t L’identité (G) = a(U) (suite)

1. Rappel des résultats de Rosenlicht ([7j, f9j ou [1.3]).

Soit C courbe complète singulière. Soit -J une application d’un ouvert

C" de C dans un groupe commutatif G . Si D cet un diviseur Pi ,

P.~. C’ , sur G’ , on définit f(D) la relation f(D) = 03A3ni f(P.) . L ’ appli -
cation f : i D(C’) ~ G ainsi définie est un homomorphisme.

Soit S un ensemble fini de roints de 0 . Un module porte par 3 est

par définition un diviseur positif de support S . Si f est ur.e fonction ra-

tionnelle sur C 3 on écrit f  1 (mod ir;;1 si f - 1 est un multiple du divi-

seur *Ut dans un voisinage ouvert de ’.: . f une ouvert

de C dans un groupe commutatif G ; par conséquent est une application de

C - S dans G , , S étant un ensemble fir’i dj peints ce C . .&#x3E; On dit que f pos-
sède un module s’il existe un nodule porte par S , tel que pour toute fonc-

tion rationnelle g sur C ~ g ~ 1 ’~~) ~ ou ait f(div g) = l’élément
neutre de (1. : On a maintenant le résultat suivant dû a ROSENLICHT :

THÉORÈME 1. - Soit f un de C - S un groupe algébrique commu-

tatif G ; alors f un 

’

Pour la démonstration, ou renvoie au chapitre III, [9] ou [l3j.

Soit un module sur C porté rc.r S . . On note le groupe des classes

de diviseurs étrangers à -S :)dulo qui s’écrivent D = div 03C6 
, 03C6  1 (mod

03C6 étant une fonction C . On peut interpréter Hm comme le
groupe classes de diviseurs (Cm) d’une courbe complète singulière Cm
as sociée à Tt~ « 1~ chapitre IVp [l3j) 3 -~n fait C est la norma-

lisée de C.~ et si p est la projection canonique G,~ ~ p est inver-

sible dans C - S y p(S) sa composa d’un seul ~oint Q de C~ et l’idéal
maximal en Q de Cm est l’ensemble de toutes les fonctions rationnelles f sur

C régulières dans un voisinage de 3 telles que f ~ 0 (mod i"!1) * On note H~.
(ou 1&#x26; sous-groure de Hm .formé des classes de diviseurs de degré 0 .

les travaux de il v a une structure canonique de variété de

groupe sur Hom et on note cette variété et on l’aDpelle la jacobienne géné- .

ralisée de G associée à m. (Cf. 1, chapitre Vy [7j ou 
Soit P~ un point de C à alors on peut définir une application

(dite 9 de C - S dans J~ par la relation ~(?) = la classe de
diviseurs de H~ définie le diviseur l.P - l.F~ ~ P-. C - S . L’application

canonique 6 e st, un (cf. * proposition 4~ paragraphe 2~ chapitre V~ [l3j)*
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On a maintenant le théorème suivant :
THÉORÈME 2. - Soit f : i C - S ~ G un morphisme de C- S groupe

algébrique commutatif G f : t C - S ~ S(n) une application algébri-

que de C - S dans le groupe des classes de diviseurs d’une variété complète U )
admettant un module m porte par S . II existe alors un homomorphisme algébri-
que F : t J. -~-.G (resp. F x ~ 2014~ ~(U)) 

f = 1 o~ + 

où ~~ e C- S 2014- J~ est Inapplication canonique de C -S dans définie

par la relation ~(P) = diviseur l.P- 1.Po .
Pour la on renvoie au théorème 2~ paragraphe 2~ chapitre V~ [l3J-

II faut signaler que dans l’ ouvrage, la démonstration est faite suulement

pour le cas d’un dans un algébrique C , nais on voit facilement

pue la démonstration marche à l’aide du de continuité et du théo-

rème de descente -our un l’évitèrent r.on ramifie (cf, théorème 4- et théorème 7y

exposé numéro 5) lorsque f est une application algébrique de C - S dans

~(U) (U complète). ..
On observe prenant 0 y on obtient la jacobienne habituelle.

2. L’identité (G) = dans le cas genéral.

Soit U une variété ; on note X l’ensemble fermé des points non normaux de

U ; le support du faisceau cohérent -37l(V/U) , (V 3, p) étant le revêt-e-

ment normal Rappelons qu’or .’’ote (~’(U) et .~(U) respectivement les

noyaux de

et

c’ 1 c des diviseurs de iI qui deviennent tri-

viavx sur « e t classes de diviseurs de TJ qui deviennent triviales

sur V.

le - Soient U une variété et W une sous-variété de U ul 
.,~....,..~.

contenue dans X. Alors la restriction (désignée par i* , i étant le mor-

phisme d’ inclusion de W dans U) d’ un élément d .1 ( U) à W est définie

C’ est un 1 .1. t de (.,1 (W) ; A l l.l.., ’.i V à 1 est

un 6 1 é rr, ;* n t. d e a ( . : l ., 

.

un él é m ent d e (W )

Comme l’application canonique (U) ~ (U) est toujours surjective, il
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suffit de montrer que la restriction 1,... U11 élément de (U) 8. W est définie

et qu’elle est Ul, élément de (W) . Soit donc D un diviseur de (f(U) et

soit f une fonction de définition de D en un point :x ..;;"- B:.J ; par hypothèse
f est régu.lière et non nulle sur la normaliser BT de Tl au-dessus de x (on
identifie .CB à une fonction sur ... T Dar le )’ D’après

faite sur ’;. , 1.- -...pct’-y&#x3E;’,..,.+.:......, .:.&#x3E;t de f à W est définie. Il s’agit
de montrer que ."! est régulière et nulle sur le. normalisée de U au-dessus

de x . L’ensemble des valeurs de (1 cri :;( contenu dans l’ en-

semble des valeurs de f en x et il résulte qu’il nt v a qu’un
nombre fini de valeurs do f’ en x c’~ qu’elles sont toutes non

nulles. Ceci e:nti’8..i:-ao que f r est et .:’:’.or sur la normalisée de

T) au-dessus de x (par exemple;, en vertu du ’’’:.:Li theoreni de 

Cie Q. F. D If

PROPOSITION 2. - Soient r: variété affine ne possede pas de singula-

rité du (relative (V y 1"’B) d,:, 1T) et f une

fonction rationnelle qui devint la normalisée (V , ) de U et

qui n’ est ras i-:,art:)’1t sur TJ c Alors toute composante irréductible de

l’ensamble f ormé des po ints de U où f n’est pas régulière est de dimen-
sion  1 .

La proposition est de nature locale. Soit. x un Doint de TJ tel que

f ~ (ô(U)), . (, 0- -10- M(U)x 1. engendré par l’image
de f dans (U))x . Il s’agit de "entrer que germe de passant

rar x et un premier associe au {0} de ((U))
est de dimension  1 . Or, eo.,roe (?t(U));: est un sous-module de 

l’ensemble des associés au sous-modula {0} de ((U)) est

contenu dans l’ensemble des (0) de

(cf. chapitre 1, [14J). La proposition abrc de l’hypothèse
faite sur U .

PROPOSITION 3. - Soit U une variété de dimension 1 qui ne possède pas de

singularité du tvpe (a) . Alors toute rréductible de supp D , D

étant un d; ’B:7’, sur ri" egt de dimension 1 .

Supposons que x seit 1J.n point isolé de SllP?=1!) 0 Alors si f est une fonction

de définition de D t?n x y f devient régulière sur la normalisée de U

en tout point au-dessus de )=; d2 plus f est régulière en tous les points -f x

voisinage de y dans -’.~) / donc en :{ (proposition 2) 0

Comme des zéros de f 1:’ (i aucun 1Joint isole (puisque dire U &#x3E;- 1 ),
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la proposition 3 est établie.

PROPOSITION 4. - Soient U une va,ri.été affine et lj son extension à un do-

maine universel 03A9  . Il existe une section hyperplane de U telle que,

pour tout diviseur K-rationnel D sur U (que identifier à un di-

viseur sur U ) tel que supp D n’ait pas de point isolée la restriction de

D à soit définie et soit ~ 0 si D ~ 0 . o

On peut supposer que U est une sous-variété fermée de K" qui n’est contenue

dans aucun L’ensemble Q. des hyperplans de K s’identifie au com-

plémentaire d’un point dans l’espace projectif Pr de dimension r . On voit

facilement que l’ensemble des points (x y h) U x Q. tels que x ë h est

une sous-variété de U x Q qui est fibrée de manière localement triviale au-

dessus de U . . Soient D. et p les morphismes J ~ U et ~ Q in-

duits par les projections de U ~ Q. : pour qu’une fonction rationnelle g sur

U soit régulière en un point u y il faut et il suffit que gop1 soit régu-

lière sur f ,en au moins un point ce (u) . o
Comme p2 est dominante son cohomomorphisme permet d’identifier le corps R(Q)

des fonctions numériques sur Q à un sous-corps du R() des fonctions

numériques sur P . désignerons par A affine sur engen-

drée par les f o p. toutes les fonctions f partout régulières sur U .

Par ailleurs, il v a au moins un K-isomorphisme j de R(Q) sur un sous-corps

de 03A9 . Cet isomorphisme définit un de l’ espace 03A9r générique par
rapport à K ; soit ~’ la ’..ection hyperplane correspondante de C’est une

variété rationnelle sur j(R()) ; .] se prolonge en un isomor-

phisme, que nous noterons j , de R(f’) sur le corps des fonctions numé

riques sur qui sont rationnelles ?ur j(P.(Q)) ; j (A) n’est autre que l’ al-

gèbre des fonctions partout régulières sur qui sont rationnelles.sur j(R(Q)) .
Soit maintenan.t D un diviseur de U tel que Supp D n.’ ait aucun point isolé ;

supposons D ~ 0 et choisissons un point ~ - Su’rr D . Soit f une fonction de

définition de D en y ~ elle est fonction de définition de D en tout

point ;d’un ouvert affine U de U contenant y ; on peut supposer qu’il y a

une fonction h partout définie sur U telle que U~ soit l’ensemble des points

de U en lesquels h une valeur ~ 0 . aussi considérer f

comme une fonction sur U , rationnelle sur F . . Elle induit sur W
une fonction numérique ~ 0 que j(f0p.) . Si U0 est l’ouvert

affine de "LL obtenu extension à partir de f est fonction de défi-

nition de D (considère comme diviseur sur )’ en tout point de Puisque
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f induit une fonction 1= 0 sur W, L une restriction à. ÎÀù . Pour

montrer que cette restriction ef’t p F , il de montrer qu ’il est impos-

sible que i (f(:""lT"B) ’1 soit partent regul ère ct, :f. (.., (:’:11r.&#x3E;;li 0 . Supposons

pour un qu’il en 5:)i t ainsi. 0 ’l c -1 i i.: =i: 1 ;,8’"’:b19 .£’ :t 3 points ,.de 1..1
en lesquels h prend une ;r,".:’Le;,;.:i’ 1  1’ y il. :; :"1 un °1iTDii-i"1: 1 t.l. que h" fop1et hk f-1 o p1 ..; . t..&#x3E; .- n.a ... ar i; 1 e ;fi ii c&#x3E; : :. l. : i: . J ’. 51 1’ a i à" é s ;.-’ l - ’5, t i  - - ’.’. ’ . il existe une fonctionZ / 0 d e R ( i ) telle que  h ’ fop1) B"’.....- p2) et (..." 

’ 
.. ’...’ "!,; l 1 , 1 : -=lz ) S o ie nt

partout défini S sur t 
f 

Or, r.ry.",:",,-,:,-: (’ "&#x3E;1"’’’’ il) (", U0 ’o. ’::; 8".p s d e poi nJ....; solé, on

voit fa cil eme nt C,’;) , il.. ’.:::d. :-51:.;} un 0’ W ’" .t-C L 0 7: :&#x3E;.i,’1;"&#x3E; ù:.,, Ù ’.’ Il, t 8 J tout h ~ Q0
rencontre (S1.1PP D) f" Îl,,, , 1-? ",7 :-’. alors au poins 5t’: ""’&#x3E;1.ii"-. J" "1. ’ ’:": t..-:.1. Q"-’* ¿

soit définie z.t oi&#x3E;,-*nn; i-J1; .:.-.1 1,=.&#x3E;.;. men nulle er :’, - :l’ :. i,i ,i. ,""; (,i-"-i°.i’ l-.) fi U0 ,on a (u, h)  et hk fo p1 &#x3E; r. , 
O 

so e (u, h) , 
il résulte o ; j r; f et  sort .= ...  -’1 iL ra E. :., 7 8,:"’::.., ,: ’}::’ "&#x3E; ii a

h ( u ) qÉ 0 , et f, f-1 sont ’:.:- (.’ i. mle £1 ’? ’;3 11, (&#x3E;?1 1 j ui fll ’3 ’É ixD0 s 1 ’ "- tJ le pui 8 que

u - ( s.:., ) f’ ," 
r, 

;U ~ upp J.,.I 1 

!... n "

PROPOSITION 5 . ,.. Ei .. complete de 2 1. , qui iie 

sède p&#x26;£S de du type (-) 
B 

q il exite 1à°Î’ nombre fini de sous-

Va 8 1 é t, é s f T rmées ii (’. 7; , .; : . i jilfi ....: de l’ ES ..1.,...., fl’ ti si1 J ?". ) .. ’, ;’; à 11" d ° 

unive r s £ 1 .:.: t e 1 que 1,’,,? °.i r b "&#x3E; "..’ t elément ’Î 4 f{C:) ’Ù°" un élément

ga &#x3E;--t j, ( î- . ) ) , 8 fl 0 22-..-=~ i .£- °.. i. i&#x3E; " C. m»- 1. =., :;. L--l. ’i:ii’ s . i’,"&#x3E; 1 "? °F ri
(1  1 $ r ) soi t aus si no ?&#x3E; l’1 °.:Ô- ]- £. 

D’après la proposition 6 du chapitre 1, on ï’.":’:t -l’I( iI ) à ;f(u) ,
le groupe de divi ::: iÎ ur" r d! U qui devie nne &#x3E;: {:, .;, ;., .;.B.’ isuy .’.1.’:’ l ct nermalisee de U;

il suffit de démontrer qu’il .g :x ; ,1 , , ,== ...,i&#x3E; ia r.i :’1 &#x3E;-. i» i’°’ 1 :, 1 -variétés :(’ermées

2ù 1 s o. 0 , ,iQÇ, . fl :-" 1t t 6° 5 1..i 8 i. ;i T 1 s t d. a i=, i- fl; Jé ’1. t Ó "ô± ? / 0 Q-( u)
à. mi soi t définie et É lù [:01.1.1’" au moins ’é-l’i à, ; Ôô- ’ epr b’ la 3,

toute composante irréductille de Supp .Éi ’ ,"i Ei ("i’TBr-:.’.--o;r,r 2/ 1 Soit {Ui}
un recouvrement affin8 d8 ’,J. * Cr peut identifier 1’ U.. l à

ii à un ouvert af d.’::’ ’1.1 1:-:8 Î_Î. [] , ’).::.: recouvrement affine

de 11. , chacue 6 U.,:, , ’Jr. crisit "; section .., .:;O::.;’J ’ d.3.l1S la pro-

ti01} 1 i son adhérence as.";:: f Î- e 1’:&#x26;.int8l11L’lt la pro-

posi tion est 1J.l1t? de la précedente.

à. i dans la tiorl, 12. v. "1:--.i¿’:", " . 
° 

° "’° r? ,1 il est facile

d e voir que 1- ’ o a cboidr !..TtC i.: e ., t. 3. ’&#x3E; . &#x3E; ’i "" P j. I’ t. 1-. t8]iP 
. 

de 11., 

K , en l i eu d e r- sous -variété s 1 , . . . , Wr ..

ii une . a.r i &#x3E; .,. oe" compl ète et ( "", &#x3E; 1"11- xà var’; de Picard 0
J.:J .1.......v..:..CJ. :-.:.::-...!:.:,.:!::..-......’- .. "-’B.1 u,., . ,,~v....I".~ .------ ~
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on a ~(G) = ~(U) . o
Soient T une variété et f ? T ~  (U) une application algébrique telle

que f (+ B 6. ’y(G-) nour .,,, ." ~~ .;.:: l’,’" Il ", s’agit f (t) ~ T~(G) pourque vol t::. "’-’ pour un 

’C 
’,..’. Q _,..- &#x3E;..’ agi ,.1 ....e ......&#x3E;....vr-..l ’. T pour

tout t ~ T 0 Comme on l’ 8. vu dans la de la proposition 3 , chapitre

2 on peut supposer que T est (ncn 
Soit c la courbe 0 qui contient T En vertu

du théorème 2, pour q.-u.’ on f(T)  (G), il suffit d2 prouver l’existence
d’un module 1TL f (porte-par les points P. 

C - T = S ) , en effet, dans ce 18 théorème 1) on aura un diagramme
Commutatif

où Jm est ds C sociee au module m, g un homo-

morphisme - 1 ";1: ’ " r-. (1’ extension de ç’ ’: C) , ’’’i:. r..’ t -.............".:: .......’.. ,.", canonique de

T dans Jm définie par le re lation (t
) 

= l’ élément d e Jm défini apr le di-

vise ur 1. t - 1. t0 , e t f1( t) = f (t ) - f ( t0) . Comm e 

g e st un homorphisme
, 

algébrique, O’r:"..) g(Jm ) r- 11(,":’, ce qui entraine que f(T) (4’ (G)
On a vu dans le chapitre trécédent qu’ il suffit de démontrer que (G) = ’$

dans le C;:.: c TlT n’ 1 a nas de C’..l..’:; ngulari té ct- A +--:r"t"’B6. (r-’ ’) . procéderons alors

par récurrence sur n =-- dim U . ,.:11 r’. = 0 ou 1. ; 1 de singularités de

type (a) comme en 1(; tout de suite, Cp...î.;; 1; est normale, et le

théorème dans ce dans 0 Supposons done que :’.&#x3E; 3. at que 1(3 théorème soit

vrai pour ],.:’C" variétss de dimension n - 1 sans singularités de type (a) Les
réductions du tre alors que 1e est vra.i pour

toute .: de dimension -... - 1 Ou ( a) )
Soit ..tL un 1.L"1i verse l contient Y et LI_., 1’( ,  , ... etc los.

extensions de i:;-? C , f , (1 0 Q 0 uni 03A9 . Soient
..1h1 

. , , 
’oÔt 1) , 1 sous-variét és 

de U e i ... (n - ) t e a

propriété de la proposition 5 et ij Wj ~ U le morphisme d’inclusion des
--471. 

" 

-7.1. On - peut . 81’:&#x3E;",1019 de ,.; rationnels

sur K, et on a F (T) ::: (V , p) 16 revtement normal de U. La

restriction d6 2.’ 

définie Dar la relation
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au sous-groupe est injective d’après la proposition 5. Considérons

maintenant l’application

L’hypothèse que £ (t(’)} = l’élément neutre ds G(U) entraîne que

D’après l’hypothèse de récurrence et la normalité 0.6 on peut identifier

j a(27) avec la variété d,e Picard de et OE 8.V8C la variété de Picard

de 112 . et en vertu de la proposition 2, chapitre 1, l’application F o g est
i ~. 

- 
, ,. " - .

un morphisme de ’"5 ;.i&#x3E;,p,a le groupe algébrique

Maintenant il résulta du théorie de sur du module (cf.

théorème 1 B que rationnelle 1:;’B o  ;1 .....r" ( groupe algé-
brique a()  a(4)  ...  (a(r) possède un module 1iL porté par les

points a 4 ,,’ ,,, d.. On 0153ut identifier points  l’infini de (L avec

les points 1: infini de C j car points 2 II infini (.t; (!, sont rationnels

sur 1’, le T:.. sur provient d 1 Un module sur C porté,

par les points C - f . une faction rationnelle sur C, 8 == 1 

on a ( ...... o .." B l t lèvent 
. 

neutre de

puisque m est un module ’:) rour F o ? , or la restriction de

F à @ ,(1L) est injective, il en résulte que. 8) = :: l’élément

neutre de (U) , i. e.. le module 1’Tt sur C est un module (on désigne encore

par ~ le nodule sur C’ qu’on vient de définir) pour Inapplication algébrique

~ ; T ~ 0152(u) . Ceci entraîne que f(T) c:: ’il (0) comme O~: l’a dé.jà remarqué,

et le théorème est démontré.

Soient U une variété ( ’" 03C0) sa variété de Picard

et f: 2 l’ -7 (1(1.;) une application algébrigue avec = l’élément neutre

de (.{ ( T’" B variété). Il alors un ., T ~ G

tel que le diagramme 

Ceci résulte du théorie en appliquant la proposition 2, chapitre II.
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