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On conserve les motaticas des :t £ et rar conséquent, sauf mention
extresse contraire, on entend nar variéié use varidts irrdductible au sens de

TAC [12] , ou une variité ou sens ce [3], ¢éfinis sur un corps. ¥ algébriquement

[y

clos. 5i 1'on considir» sz diviseurs, ste. sur U ratiornels eur un sous-corns

RC ¥ , on surrose que [ est e 2 contient

un coros de Géfi-ition de T (ef. shapitre O, T1. on Ld tions [15)). On aura

besoin de cousicérer 1! Ao defivie sur un corps

-k ale &Y

act affine ot AK(U)‘ Gési-
cr b est AL (U) L gL,

considérés comme des "objetsh

bri
gne 1l'=lzebra affine "=z

Les Yobjets? (diviseurs

sur ll rationnels sur

Tharitre 1 @ HExistence.

s s - -

1. Préliminaires.

iviseur 2 sur U (resrt. une classe de

jen

Soit U une variét=. On dit qu'un
diviseurs sur I est algshriquenort dcuivalent I uéro; s'il existe une application

£ T -ws 2 (U) (resm. &(U) ) telle que

)
algébrique (i, e. fa

T soit une variste et que f(t,; =D , f(t.) = 1'{luzeat neutre de $Y(U) (resp.
), +

d'une application alg:rioue). On vérifis
+

. 5 b, ctant deux mpoirts de T (cf. I'exposé 5; pour la définition
o ~

es diviseurs (resp. clas-
orment un sous=groupe

ses de diviseurs) sur 7 algdhricusuen f
resp. ¢.2(V) ).

&
. ; o .
de L (1) (resv. ce  f3(U) ) cu'ea aote ;ﬁ (
U) une anrlicstion alzébrique, T ;, U étant des variétés.
e

(
3i (t‘fT»t désigne 1!

smace tungent de Zariski en t, € T, on note ~(f)
(& '

dans Hl(U , 1) (cf. 1'exposé 6).

un homomorriisme alg hricue (i. e.

3t T est an rlus nme variété de sroune,
n

f
ne apolicaticn alsibrique qui est en méme temps un nomomsrphisme de groupes) et

J que (£} est

o

U compléte, on a démontrd (cf. 1'exvose en fait une apvlication
g \ N - C - . .
linéaire de 1'algéhre de Lia J4(T) de T, dums (U, L) ; ceaci veut dire que

si # est un chamn de verteurs inveriants sur & , (o (f ) 7 (s)) est indépendant



de (s 2 G) .

On.a 1thabitudes &

S

cécignar var
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1'818ment o (£)(L) de Hl(U, ®)

& 3
Si G et H sont deux variztis ce grouves;, on ammelle une application
f: G -—» * un homomorvhisme algedbricus si f ost en méme temns un morvhisme
de variétés et un houmomervhisme de grouves. On rézerve le mot "homomormhisme®™ pour

un homomorvhisme ce arcupas.

2. Définition de la v

s

ce <wisvence (cf. [4];
chapitre ITI, rmarcgraphe I)

Soient T une variehsd £ 5 G e ‘5(}) , un anomomorvhisme algé-
brique, G <tent une groupe, Scit 7 le wovau de £ en vertu du
théoreme de cortinuite (cf, thicrinme 2,verscranhe IV, chapitre I, [4, ou théo-
réme 4, exrosé 5) est un scug-groune fernd fipvavriant) #na O , Par consiguent
1l existe une structure canonique d= voriéve de grours sur le quotient 6/I (cf.
théorsme 4 et nroposition @, eoxvosé €, [10}). Seisnt =« ¢ -— /N 1'homo-
morphisme canonicue et fl G/1 s W?(E) 1tapnlication définie par la conci-
tion ¥ w o= 7,

1
PROPOSITION - L'homomorthisms (inisstif) 1 G/E e~ Q(U) défini c*

dessus est un homo-orrhisme alodbr

1quse

Cette propositicn serait trivizle gi (G, w) était un espace fibré localement
trivial sur G/Y¥ ; azis ¢ n'est vaz vral en Toutefols; on salt que
(G, w) est un sspace fikré igotrivial au sens de L72AD (cf. exposé 1, vroposi-
tion 3, [11}), clest-a-dire que rour tout wint ¥ o /1, il existe un voisi-
nage ouvert X et un reviiewant ron racifis (T , ) au-dessus de X , tels que
1'image réciproque de (7, =«i) wmar p soit un ezpace ity ré triviel au-dessus
de T . Yaintenant la rropocition resulic dv thésrius de descente pour un -revs.

A ~
oreme

tement non ramifié (ef. tiwx

pitre I, f4]),

Soit U une varist U

exvost 7, ou vroprgition 1, para:raphe V, chs-

-
7

Cn Qo Fo DO

{ & variété de

a, T une

n counle

groupe et 11 * G —— ( ) vn homomorpaisre algébrigue <'aprelle une variété
de Picard de U si pour tout couple (i, ‘%) oa 1 cgt une variété de groupe
et WY 4 - @l(ﬁ) ur homomerrhisme aledbricus, il existe un homomorphisme
algébricue £ : H ~— ¢ st un seul, tel que ¥ O = \f .

PROFOSITION 2. - 5'i1 eriste uns veridtd o Picard (O ) ctune variété
ggggl%ﬁg U , 1'homosornhisne al ihr T orl injectil,
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Soit ¥ 1le novau de l'ho-omorvhisme JT ; c'est un sous-groupe distingué de
G qui est er plus fermé en vertu du théorsme de continuité (cf. théoréme Z, para-

graphs IV, chanitre I, (1., ou exnose 5; thdordme 4). Donc il existe une structure
g

canonique de variéte <3 groure sur le quatient G/ (cf. thioreéme 4 et vproposi-
tion 8; exmose &, {10]) 2t en vertu do la nrovosition 1, 1'hormomorvhisme algébri--
T oo — G ) , clest-

t=dire, N =T, o w, w: & -— G/H étant 1'homororphisme canonique de G
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que <

sur G/N . D'aprés la 4ifirition de la variété de Picard, il existe un nomomorphisme

’ . ~\ - v I . . R ) >~
algérricue ¢ ¥ —» % %zl que o= T o & ; 1'unicité de J¥  entraine

que l'avplicatinan = o w: ¢ 0 —  est 1'identité et on obtient par conséquent

N =0,

C. G. F. D.

d'une variiti compléte
8t commutatif.

PROPOSITICY 3. = Seit U une vari2té compléte ; alors les deux conditions sui-

(1) La variété de Picard (%, 71) de U existe ;
(2) Soient dins un diagramme comautatif
Cn gh+1
vew = G —2 — — ..
n “n+l 7 Tns2
%
\ n+1
A g
M a2
A
Z(0)
les G, des variétés de groupes et les “i s “j; {es homomorphismes algébriques
=88 My :
injectife ; il existe alors mn entier n, tel gue pour n g-no les Gn soient
: 0 =£s Sorent

des isomorvhismes.

I1 est évident que (1) entraine (2). “uvrosons (2) satisfaite. Si H , B sont
deg zroupes algébriquss ot V‘, ‘VJ feg homomorvhismes algébriques injectifs

o 1 <o S 3 1 <1 . . .

de H ot #° demz (V) , nous serirons (H , \P) < (T°, W ) s'il existe un

£+ H -y HF qui n'~st ras un 1somorphisme tel que

homomorshisme

o
]
,_J
[a4e]
[
o5
'3
FJ
o
o

&ﬁ of =+ . Il n'existe aucune suite infinie (H ,143p) telle que

n
H L{ < 41 8 'y +l) rour tout n . Il axiste donc un groupe algébrique
G et un homomoroolsre sleéhricue injectif A @ G — C5(U) tels qu'il n'existe

aucur couple (H , “}) tel que (H % y M

H
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On montre maintenant que (G , J1) est la variétd de Picard de U.. Soit H
> <5(”) un homomorphisme algébrique. Consi-

une variété de groupe et Y : H —3
dérons 1l'homomorphisme zlgébricuz B i G x 1 ‘;(U NS I tP'e§ goit N
Com

le novau ds 7 . & vu d=2s la dsmonstration de la ~roposition 1, N
est un sous-groupe 1nvnr1ant fermf de G x 1 et 1'homonorvhisme

é L (G x 2)/8 — k( ;) induit par & est un homomornhisme algébrique in-

jectif. Soit r*l : G —3 (G~ 1)/F 1'homomorrhisme algétrique défini par
1'identité ;*l(g) = (g, e;) mod ¥, e, ¢tent 1'élément neutre de ¥ . On a

£y -— .~ e d 2 - ' ~ad s 3
o My = T comne 7 est injectif, ¢, 1'est aursi ; or puisque (G, ™)

est maximel, il en risulte que v, est un isomorphisme. Solt ju, ¢ H = (6 x H)/N

1'homomorrvhisne algchrique dé7ini rar la relat ion ;=2(h) = (ec , h) mod N, e
X

G

~ -1 .
G . Posonz f =3, 0O !wz ; alors £ =23t un homomorphis-
LT g

étant 1'élément neutre ]
o f 5 d'ailleurs f est uniquement déterminé par

8
{
=

Ao »
me algébrigue et on =
o - L ol L 3 k3 - . = 3
cette provriété vuiscue i ast injectif. Done (G, TT) est la variété de Pi-

card de U , C. F. D

(D -

> de Picard 2'ure varidté conpléts 7 existe si et seu-

CORCLLAIRE. - Ta varist

lement si les deux conditisrs sulvantes sont satisfaites

1© Soit £ : ¢ — H(U) un homemorrhisme alzébriques; G étant une variété

de groupe ; alors on a, si f est injectif,
dim G & h s

ol h est un entier indéverdant de G .

2° 5i on a un diagramme commutabif

£
600 — C = C" — o8 e
n n+l
it
‘Y \\_ n+l
i N\
N\
\

/24
‘,,(*J)

ou les G sont de variétés de groupes, et los Yn ¢es homomorphismes algébriques

injectifs et les {9n des homomorvhismes de revitements r diciels, il existe un

entier n. tel que pour = > n. , les B solent des isomorphismes.

0 : Q7 — n

C'est une conséquence immédiate de la prorosition 3.

RIMARGTE o - En caractéristique 0 , il n'v a gue la condition 1 dans le corol-

laire ci-dessus.
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3. Existence de la variéte de Picard en caractéristique O .

L'existence de ls verisété de Picard en carac t*rl‘tl@lﬂ 0 résulte du théoréme

suivant.

THEOREME 1. - Sofant 7 wune varidtd comnléte et f 3 0 —s {L(?ﬂ un homo-

o5

morphisne algshrigue injectif d'unc varidte da sroups dans  ©(U) , le corps de
1

i
base stant suoposé de caractéristicue O . Alors l'application canonique linéaire

est injectiv:

t‘ 1 l A '-'\rﬂ--»\-"vv - 4 o Rk A 6
ouUr la Geroniirailag, on revdie au théorime s SXDOLE G

COROLLATIRS., - La viriérna e Picard d'une varie

tique du corpe '3 base

it€ counplste existe (la caractéris-

o - . . . o . oo ; .
Comme H (T, (©) est fe dimension finie (cf. [51), le corcllaire resulte du

théoréme 1 et v corcllaire % la mronosition 3.

’ 7 ;
THEORMME 2. - Soit £ @ & - xé(f) v somomorphigne algebrigue, G étant

(la_caractéristique du corps de

une variété de groune et

— o o o i T

bage etant >0 }. alors ©

riéte de groupe H et un homo-

morphisnme o 3 G ‘ T

— v o cn

. L)y - 5w, 0)

(cf. paragranhe 1 pour la céfinition de o(f), ( {¢) Atant 1'algébre de Lie de

10 Si vuo osst le moven

. -4 25 - e ey - TS g S man S LT . 3
G, 7. coincide avea lo novan @ l'application diffeércntielle

i b

de ¢ L (G) — L (H) .

- - 4

2° L'nomomorphisme alzgbriquc f  se descend en un homomorphisme algébrique

e H e é;{?) , clest-%=dive, ocna f =1'" 0o q .

-+ o BN

Clest le thdoréme 5, exnosé &, (voir aussi [2]).

été de Picard

=2

COROLLAIRD., = Soit U une varifitd complete cguil admet une var

(G, 77) . L'application lindairs

est injesctive.

Soit M norau de o (7). Comstruisons I ot ¢ ¢ G —3 H comme dans

.
1C
le thforime 2. Comme 1'uowomorrhisme alg en un homomorphisme

L .
dens Y= (U) et comme icard de U,

o

algébrique de H
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q est un isomorphisms. Par consdquent =0 , i. 2. T (W) est injective,
C. Q. F. D.

Soient U une variéts complite {on au meins seri-complite, c'est-a-dire, pour

e .

tout faisceau cohdrent d'iddsux fractionnaires A sur U , la dimension de 1l'es-
- « = O /.. ) ) . ) 1
pace K-vectoriel FH (U , A) est finie, cf. I , chapitre I, [4)) et £ wun homo-

-/“ . “oit i 1l'extension de ' U

AT

morphisme algébricue ¢'ure variéts T dans
3 un domaine universsl <+t contenant i° (il suffit méme dc frendre un corps
) algibriquement clos qui contient le corps dee fonctlons rationnelles R(T)
de T ). L'aoplication alifbrique f correspond alors & une classe de diviseurs

at q .
€ sur ). rationnelle sur R(T)

PROPOSITION 4., - Dang Ll'ensemble des souc-corps ¢z R(T) contenant ¥ et sur
lesquels la classe de divisgsurs ¢ st rationnelle, il v a un plus petit corps

L (arbelé Le plus petit coros te rationalité de S ).

43 .

Comme L), admet deog point: retionrels sur 1, et est comnlete, cette propo-

sition est une comsiquence innédiate du théordne 1, ecxvosé 7.

PROPOSITION 5. - Soit 17 une variéid comul®te (caractiristicue p » 0) . Alors

. =

la cordition 2 du corollaire 2 la ovrornositicn 3 est satisfaite.pour tout diagram-

me commutatif

r— G~ = L.

ou les G, sont de variétés de groupes, lo: v, des homomorrhismes algébriques

4
2 3

) 5 < 5 .

injectifs et les G, dss Lomomorphisies de revitement radi riels, il existe un

entier g tel que pour n > n. , les 6% soient les isomoripiismes.
I diiie S ot oo AR Y ==

Soit WM 1'exterzion de U » un domaine universel £)  qui contient ¥ ; L

est comnlétz. On neut identifier le corps des fouctions rationnelles R(Gi) de
r

G, & un sous-corns de L1 et asussi identifier R(.i*l? un sous-corps de

R(Gi) . Soil }i ure classe de diviseurs sur L), rationnelle sur R(G,) et qui
correspond ¥ 1’?pblication algibricus 7, @ G, —> @g(ﬁ) . L'hrpothzse (i. e.

le diagramme ci-dessus) implique cue Xl est-ratiOﬁnelle gur tout sous-corps
R(Gi) (i3 1) de R(Z,) . D'aprés la nrovosition 4; il existe un rlus petit coros

L)

de rationaslité L de Jﬂg conterant T . On reut Zerire L = R(T) , T étant
11

X. est rationne

e v o . ;
une vearisté difinie sur T .
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application élgébricue ;? d'un ouvart T, #0 de T dans &(U) telle que

Al soit la classe définie par cotte ewnrlication. Par ailleurs, l'injection cano-

nique L —> R(C.) vpeut se ddfinir conue étant 1e cohomomorphisme d'un morvhis-
-

1
me € d'un ouvert Gl de & dans T,

S
~ E

Dy

a o est alors la restriction de
ﬁl b Gi . Comme <, 2ot injectif, il en est de méme de # ; donc l'extension
R(Gl)/L est radicielle. Momme R(G

fini. 71 a donc un r, tel que 1

Y/ F est dz tyme firi, 2R(G 1)/L est de degré

s B Gr) » qui contienment tous L, soient
4

identicues pour n > Ny s ce qui entralne que & ea3t un isomorrhisme si n 7y -
.

4 L} .z o e N ~ Lol B . v - .
THEOREME 3. - La variits de Picard (G, 7)) 'upe variété compldéte U existe

ol 4
» . P Y .4
et 1'arvlic=tion cancrique lirdaire (7)) + L (%) —3 70T, (). est injec-

Y

iire assertion résulte du corollaire au *théorime 2, I1 suffit donc de
prouver l'existerce de la varieté de Picard d4e T . Tour cecl, on vierific que les
conditions (1) et (2) du corollaire,® la orerozition , sont satisfiites. La con-
dition R de ce corollaire o #4é déin virifide dons 1o “TQ"Dulth“ 5. Four la con-
dition (1), on montrs maintenant cue =i ¥ : H —> \”( '} est un omomorrhisme

algéhricue inject: F etent une variété de asroure; on a dim H ¢ dimension de

1l'espace F-vectoriel .°(11 , /) (Finie d'aprés [6]).

Soit V. le rovau de 1'anmlicatinn o {4 ¢ L(3) -= H'(y, &) . D'aprés

le théoréme 1, on meut corsgtiruire une variit: de groupe i, et un homomorphisme

qgs I -= Hl de revitemernt radici:l, tels cue, %‘ se descende en tn homo-
morrhisrs algétricue \'1 oG, = %(7) at que v. soit dgzl au novau de

-,

]
1'application différentiells dg . On peut maintenant orendre le novau ‘12 de

Cr(‘fl , construire la varifti H. , 2t contizuer ainsi. Vu la oromosition 5,

on s'arréte aprés un nombre £ini d'etanes ¢ ¢lagt-i-fire, on & un diszramme com-
s B 3 >
mutatif A

ol Hi est une var é t£ de groupes £ un vomomorphisme de rovétement radiciel,
0 e - A
et \{i un honozorphisme slgébrique tel cus (: r ) ¢ _g(di) — "1 (U, O)

soit injectif. Comme di- H = on ohticat que dinm H ¢ dimension ce 1l'es-

nstration du theoréme.

be

. . ol o . .
pace TF-vectoriel H (U , D) . Geci achive la Jéoo



8-08

5. Une proposition.
prox

La proposition suivante, bien gue triviale; jouars un role important.

Soit p: V — U un morohisme dominant d'une varidéte compléte V  dans une
variété complite ¥ . Désignons resvectivement par E(V/U) et }% v/U) les
novaux des applications zenonigques [ . fw(U) —3 ;v(V) et

e E() — VLKV) . 3oit £ 1'hémonorphisme canonicue

&« A(y/m) -—a~'£%(V/U) . hinteons jjk(U) ; b,{¥) , ete. les sous-groupes de
;)(U) , ,}l U) , ete., oui sont rationnels eur un scus-corve k< ¥ (quand on
considére ‘é}(V/U) cu b, (V/U) , on zurvose le wornhisme p : V —» U défi-

ri sur le corrs ¥},

"PROFCEITION cue le morchisme @ Vo —= U scit birationnel

T Y o~ - oo,
I'homonorpnign s 2.NNNLCUES

si 1'on

ces. Soient O un $1ément

I1 suffit de wrouver la r~rovosi
N
de JI (V/U) et D un Jivisent

srmsl pur v dans la classe 5 JoQnoa
* , ‘ o . -

p ( “) = 0 : par conségre~t o (D} est oum Givdssur principal sur V. Comme
*

c (D) =ut

. o ' - . . . 3 *
corocllaire 1, thiorema 10, {15, ou provositicn 7, charitre 4, |1 ) que (D)
5 s L Jd y A 5 ? 4

raticrnsl sur ko, il rl-vlie du dernier thdoréme de Foundations

1

st le diviseur d'u-e forction £ sur YV rationnelle sur kX . Comme p est

S

{

birationrsi, £ cohomomorrhisme de v ) avec une fonction

gur U retionznelle sur ¥ . Mz sant 31 1'on vose L, =L -div f, 'Dl est

.. . . *
un diviseur sur et rationrel sur ¥ cteocna p (Dl)

Ceci prouve que &, est surjectir. D'autre vert, soit "D le diviseur d'une

~;—
|
|

fonction (uon mulle) f retionnelle sur ¥ oot soit p*(D) = 0 . Ceci veut dire
gue le divigeur div f sur  ( f idontifige avec une fonection rationnelle sur
V j est trivial. Comue ¥V ast comnlite. 11 on résults gue f  se réduit & une
corastaente. re D ast L'élivent zéro de Q?k(v/ﬁ) , ez gui implique que Ek
est aussi éfﬁtif&ggﬂ

F. D,

RO2ER(UB. ~ S 8 &V, ), le diviseur £ (&) est acelé le diviseur

i
canonicue dens le classe & ; on ohs=rve cus siun 1ément @€ -2 (V/U) est
k

rationnel , son divigeur cononicue est auszsi retiornel sur k.
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Chapitre 2 : L'identité T(G) = &*(UV) .

»

Soient T une variété et (V , 1)

O@/U) , 1'inegs directe (R° p) (D (V) (cf. [5)) du faisceau cohétent d'an-
o5  (O(7/U) est alors un faisceau cohérent de

‘E(U)—algébres sur . . soient fﬁI(V/U) le faisceau cohérent 4 @) -modules

OW/v)/ 0w et C(V/T) le faisceau cohdrent des idéaux Ann. C’}(V/U)/"/_’)(U)

(conducteur ce (I (V/U) eur 0U) ). Iorsque (V , p) ast le reviiezent nor-

mal de U, on note guelcuefois CL.7 (X)) 1le faisceau (A(V/7) ; aussi cans

ce cas on dcrit M) , (7)) , ste, (ou stnlement ‘wét ¢, ete.) au lieu

de M/, o), etn.

un revatement biratiohnel sur U . On note
neaux locaux [(D(7) ¢s V rar

ails
t

1. Tine décomposition des revitements bir '1mnols°

- — -

On dit qu'une variiié U nosséds une singularité du tvpe (a) en un point

€U, reletive 3 ur revitemant hiratlonnel (V , v) de U si 1'idéel maximal
m de 1l'anneau lseal @; en ¥ =gt contenu dans 1'eixsembls des iddaux premiers
associés 3 une décommnsition du sous-module ~ui o @fuﬁbﬁf})v , comiz¢e intersec-
tion de sovs-modulesprimeires de (WM, 7)) (ef. charitrs 1, [141), c'est-2-

3 me rerréserntation de 1'idéal

;.LJ

dire, si l'ensamhle desg iddaux

(@(V/U))X comme intersection d'idésux primsirss contient 1'ideal maximel m
‘ : -

en x . On dit gus la vari U ne —oss3de nas de singularité du tvoe (a) re-

*'i

lative & (V, v) , =i slle n's de singularité du type (a) rclative & V en

aucun point de U . O nogsade singularité

du typs (2) en z €& 1

e
ite du tvre (a) en xe&U,

relative au revidtenent normal de ; &b de méne, on dit que la variste U n'a
pas de sisgularité dp tvrs {a) . si elle n'a pas dr singularité de type  (a)
rolative au revitinent normal de T .

PROFOSITION 1. - Soit (V ,.n) un revitement birstionnel d'une variété U . I1
existe alors dne veriéisis VO =1 ‘1 s see 3 V1+1 =V et des morphismes
q = T, = V., (1 €1 €w+1) qui rossédont Jes nrooridtés suivantes

[o] —_ o

1°0Ona v Gy O eoe 000G g3

2051 1< ig&n, il v a un point v € vi—l tel que iy induise un iso.mor-

-1 Co
. 1 - ~ % - v
phisme de Ji qi(f) Bur vy o4 Vi

et L (V./V, ))  est 1'iddal vremier

l b |
A T d=iW
R 1 N w .
maximal de (G?(V% 1))7 ; de plus qi(Y) 25t conteru dans un morceau affine de
V. : :
l /

3° V. n'a pas Je singularitd Jds twos (&) relativenent au vevétement (V , qnﬁp.
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I1 est facile de voir que, si on a une suite (Vn) de variétés de premier

terme VO = U ot s'il existe des morphismes de revatement

r : ¥V = V 5 g 3 ¥V ==

~
n n n n n-1 (n', 0)

tels que S, 0T, TT. 4 les s sont tous des isomorrhisgmes 2 vartir d'un
certain rang. I1 suffira conc d'ét:Xlir ce qui suit : si U a uae singularité
de tvpe (a) en mn roint ¥ relativement 2 (V , p) , il existe une variété

V' et des morphismes de revétement ~' @ V —» V', q: V' —» U qui possée-

o

T Ql(x) sur

dent les propriétés suivanies : q induit un icosorphiene de
U - ix? =mais n'est vas ur isonorvhisme de V' sur U &;(V'/U)X est 1'idéal
nremier mavimal de ((-.’)(U))}r ; il(x) est contenu danc un morceau affine de V' ;
ona n=aonop . Scit mx 1'idéal vrecisr maximal ds i’.’lz( = ('-:{GUJ'))X ; puisque
m est un i<éal wremier associé su module ‘fﬁ(v/w)l ; 1l v a in élément
(éﬁ J)) ;, e i C% tel ene m el 53% . Soit Cﬁl 1z sous-anneau de
G?(V‘” e“@ehuré oar lss dléwents o ols SECIIE - Q?v . On voit faecile-
ment ou'i v g oun entiszr k>0 tel que mi 5f;c: @231 soitv % le rlus petit
entier cyant cette rronmriété : on a alors 3 E:i ‘ rméon (:ﬁ = @;_+ mi'l GQ% H
on a alors m '5;‘Cl ﬁ; 5 é?% # ébx . Soilent Ul vn morceau affine de U con-
tenant x et Pl con alss ; eoit P; la fermeture entiére de P

- 1
dans (07 . Comme {77 ast 1l'asmean local d'un icécl rremier 13§ de P, et
% W

comme (7 est entier sur @ S ona (rr={O[P ,0na ﬁ PY £ (b ; com-

. x al x 1 1
N s o 42 - .
me Jﬁ: 3 un nombie finl de eéndrateurs on tant qu'idéal de P et cotme pi
X - 1 1
> . - ” » B [ - . . .
a un nombre finl de zinérabeurs en tart cu'algibre sur ¥ ; il ¥ a un voisinage
U, de les fonctions de L%{ P»  soisnt définies en tout

o x dans Ul tel que

in
point de UC ; on meut de plus suproser que Jﬂ :3% un morcesau sfiine

e
son algébre affine, et soit @' = P[?S} . P est slors l'algébre affine d'une
rit un morvhisse de revétement
oG ¢ Ty = Uy . 11 est clair que <6C<V6/UO)>3 F" et gue ¢
isomorrhisme de Vé - f%(x) sur UO - gx; . 11 sst L&01le de voir qu'on peut

3
!
d
( )~
;_:.

variéte affine V) ot 1'injection

induit un

trouver un recouvrenent (UO 5 U; s ..o 5 U1 4o U rer ces morceaux affines

dont 1'un est U. et dont avcun d=s autres ne contisrni x . S1 1% 0, sons
O i

”i = U! ; on voit facilement cue les variétés R Vi s =eo 5 V! peuvent se

wr 3 1.2 [
eooller en une variété ! melle i1 v a un morvhisme de ravetement

gs: V' -— T ¢ui ~rolonge que les a“J1J0gL¢DnS identiques

Vi o> T (230) . na LT L e (G,
- o P2
(L /), = (5()_, nour teut x' #x ; il er resulte ou'll v a un morphisme

n o ¥V —% V' tel que »=gqo o' . fa prerosition 1 est donc établie.
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’ & .
2. Connexion entre la rrovriéié T(7) = G7(7) et la propriéie universelle

de la varidté ce Picard rour les aprlications algébriques de variétés quelcongues..

. ’

On a défini la v.ridts de “iexrd (0, T) <'une varigti comvnl=te U par une

propriété universelle relative aux ownomorrhismes algebriques ; on —eut se deman-

der si la variété de Ficard doni 1'exictence a st. démontrée dans le chapitre 1

posséde aussi la nrorriétd aralosue relative aux novlications algsbriques, c'est-

d-dire si £ : T — '&(U) et uie anplication T  étant une va-

riété (avec (tC) = 1'icentitéd pour un voint t. de T ), f vrovient-il d'un
J ) o

morphisme de T dans 7 ? On voilt tout de

condition est sztisfsite. Reniproquement;
1

te
ative & toutes les an

priété universslle re

de la nrovosition sulvente

de Picard

PROPOSITION 2. - Soignt 1T 316
'WT(G) (on_sup-

e e

"

oo
et f: T — (7)) une applicatio

m

vose cue T ast une variéid). Alovrs

la relation " o f, =i , ast un morcii

Soit [ 1'anszemble des pointe (t , g) & 7« G tel que L'on ait £(t) = 1T(g)
D'aprds le théordme de coitanuité {thioréme 2, varegrathe IV, chapitre I,[4] ou
corollaire théorémﬁ 4, exnned 5), L est fermd dane T » G . Il s'agit de mon-
trer que le JOTCh“L”P on sur T , est un

isomorphisne. An varitu

r’ } o oast un revétement radiciel sur T ). Jonc il suifit dc rmonbtrer que
’.1

1llapplicetion 19 est non ramifide, c'sst-i-dire, que 1l'arznlicetion différentiel-

Soit I un vecteur tangent & T x G en (+m 3 go) tel que dpl(L) =03; L

est alors de 1a Sorme (C , L.) , I, élant un vecteur tangent 2 C en g (cf.

1
chepitre VI, [3]). 51 n, désise la projection sur C , 1s apnlications algé-

2
el . M ) . R R ’
bricues f o By et top, ao | dans (}K') eofncident. I1 en résulte que
AIJ,i'ot:vl;‘:(L,??'opZ;\

5 - o -~ A \
(cf. maragrarhe 1, charitre I <L, fon Y etc.). On a

Comme on a szussi



il en résulte gque
iC(G) de G engem
() : L ()
tre I), il

sequent Dy

v

nsutt gue cul n

ast

"
24

isouscrpnisme ot la provosi

U

COROLL:IRZ.

tne varisté

fionsidérorns l'élément de

rouve cue d4r

comrlete,

8-12
1'algebre de Lie
canonigue
théoréme 3, chapi-
injective. Par con-

ion est dsn

(¢, ") sa variétc de Picard

.
°

et b T —

3

uie ilelC'“? 1T a]-f}-'i’::'

srique G'une varié

Y

ve

T & (v)

T P i <.

telle que pour un woint tO
aprl

de to)

i ~
2 : [

—

HEN

alors 1'a ication

définie par la relation

WEe w(e) = &%)

‘quObonu o

o f

3

—

by

4
L

morphisme de veriitus.

Glest immédiat.

1

3. Le comeortemnent

e —— p———

un morchisme de revéte-

11

ment birationnel,

Soit (V , ») un re
que golt inversible gauf i ¥
1

fﬂlh

P pour

. o o 2 . - "“1
soit 1'idéal maxi-nal de 2t que ©

affine de V Solent

°

IEE@GD 1.

ﬂ
lous poserons (v/11))

- (l

£
premier maximal de
e % f(w) # 0

sur

e. des fonretinns
le

on

o H
v a

divisseur de

sait que p

en résulta cue, si x appartient au

il

tion de définition en

8ee)

2 support
£ (v/0)

en est un roint 1s0ld ; z:0it alors
t

da

X &t don

¥

Qh

.
1

est un homomornhisme de
a &

*

=

cars  de

i
A

aJ

tenir
Puis
B Soit

est 1l'ensemble

Y, .
(-‘/ £ O( d Jtoun
1'annlication cenonique de

(2/m)”

1 +m, qui est contenu danc

qua s )

<A )

des éléments inversible

1'ensenb:

1'ensanhls des
un support qui ne rencontre pas

induit un isomorphisme de la variété

surmort du diviseur

définition f de

1 de hOl tse

£4 17

compl:te , surposons

n. (4Lv/0)

contenu dans un morceau
AL }lﬂard de U et
‘“(J) induit un

- *
war 1o swrabole Pp On a

et cue An

1

~

{x) anit co

et nous désignerors var m 1'idéal

~

. »
UWQr <

léments inversibles de s
fe
Par ailleurs,
7 x} il

f sur U,

- *
nour tout ¥y <

f
-1

V -p (X)

divU

le diviseur qui admet

ast T1

. 0et homomorninisme

i
0 (% B

ci

o

5

~—r N

(
My

°

3

sur

el

de

f comme fonc-

{ ¥ 3
iX; ou J9) clair que

surjectif,

d en

doit appar-

41 i3 637
1L Yesu

S

ur

~o
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résulte que ce novau est contenu dans celui d¢ & , donc qu'il y a un homomorphis-

o )
me 51 H B/m) — &n(‘/u tel que Ol 0 W = <,
L
D'autre part, ii =3t clair que = contient une puissancs du radical de 1'anneau
semi-local 7 , donc que /m 2st un ssnace vectoriel de dimension finie sur T .

- * A ‘ . ]
I1 est cleir cns  (B/m) est un ~uvert de zariski de 2w s et que, muni de la

§tructu e de variéid induite mar B/m , c'est un grovpe algdbrique. Montrons que

01 est une appliczticn algébrique. Soit %f un Sous-4sSpacs igctorlel de: B tel
que W induise u- isomorthisme de U sur T w , et soit 7 =t 0s* . pre-
nant une bassz i? ‘éﬁ ; on volt facilement qu'il cexiste un ensemble ouvert VO de

-1 . 4 S - X] . .
V contenant p (x) qui est contenu dans les ensembles ds définition de toutes

Lo ".‘“- - LK - - T
les fonctione de & . “oit U, 1'ensemble ouvert o(V de U . Il y a une fonc-

= e 0
tion numérious F zur (1}* x U quil est definie en tout point
(£, x! T * {1, - ép%) et v prend le valsur f£(x') . On peut aussi considé-
retr ,F comme une fonction numérinsue suf ,é?* x ¥V, définie en tout point de

o 3 . ‘ . o B -1 . -
~£ x Vo et 70 2n toot poiat de LT x wi(x) . I'ensenble B comnosé de
¥ - \ : - . ; : - “a
%? x (V- ¥,) et des poince ds I v Y., en lecouels ¥ vwrend la valeur O
[

, - -l
est ferm: et ne rercontre vas i? o (z) .

.b ast nroprée, l'image de E

. - - R s N - *“ . a " 2
par l'aprlicetion (£, v') — (£, %'} cx 7 =V dans ‘@ x U est fermée.

el L} 312 3 5 i * -
On er coreint qu'il v a on Ziviseur & de & x U dont le supvort est conte-

i
s O )
nu dens | “ Xy et qui

‘ ) 7 comme fonction de définition en tout point
de db v . i . Il est clair cue, vour fout f G’i;* ; 1'image riciproque de A
par l'aufv:lwM or, ! et épale é,_é(j) . Cecl montre
que la resiricticn to 0 L ast clgébrique, donc que ﬂ;l est algébrique.
. o S .

J  la classe do 9 (=" ) . I1 résultc alors de la dé-
finition de la variété de Picard gu'il v a un homororvhisme algébrique

- . ~ )
) me o, = o “ . Comme toute classe de .fﬁ(V/U) ‘con-

. p . i e\ { . 5 L
tient un é€lémert de O(V/7) , < ozt une grplication surjsctive de (B/m)

dans .'t(V/H) s ce qui dérontre leo lemme.

~~
-
|

Comme ' est irjectif, il » & un sous-groupe

N
Iste)
&7

G sur lequel T induit un

-~

. o, A v .
isomorphisme sur 'w(\/u) ; nous désignerons ce groupe par J&G(V/U) . I1 est clair

que c'est le novau do 1 |, e qui montre que c'est un sous-groupe fermé de G .

~

Par ailleurs, la démonstration préceédente a mentréd que \fTG(V/U) est 1'image d'un
o Y. . . s

groupe algébricue 2ifire (%/m)  vpar un howomorphisme algébricus ; on peut en

déduire qu c'est un creuce alpdbricus affine ; on peut méue monirer que 1'appli-
> . . ) »*

cation f définit un isomornhisme d'un grouvc quotient de  (2/m) sur

Fglu/v) .
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*
LEMME 2. - L'homomorphisme canonicque » : G -— H est surjectif, et

(G, p) estun esvace fibré localement trivial de base H .

L'applicetion \*Y i o Q}v ¥) est défin
sur HxV ., Si hO est un point e #H , il y a dans la classe A un diviseur

rie par une classe '/\ de diviseurs

D -dont le support ne renconire pas (h{ x 5 (x) ; cela résulte de la proposition

10, exposé 5, compte teru du f.it que p (x) est contenu danc un morceau affine

de V . Il existe donc un veoisinase Ay de hy dans & tel que

(supp D) N (HO % El(x)) =4 .

Le diviseur D induit par o sur H. x V esgt done 1l'image réciprogue d'un di-
0. prog

0
viseur de Hy » U mar l'apolicetion (h, v) —>» (h, n(y)) ; il v a donc une

3 g ° 3 ’ v\ ) * " N .
application algebrique VO 2o Hy Q£{L; telle que p o 7o soit la restric-

tion de (f 2 HO » Recouvrons & rpar des ~uverts %i en nombre fini tels que,
pour chaque i , la restriction co k? 5 H, puissc se metire sous la forme

[N

p o 3& s tant une application algébricue de s dans '%(d) . Si on pose

o (h) = 9 (a) - 9, (h)
v 3_3( 3 ( JJ(
pour h &G H. N H, , Y est une apvlication alegébrique ds Hy N H, dans

i
h}i(V/U) g ety s1i i, J ; k sont des indices quelconguss; on a

1Y) - . . ,{ .
(an lgk+ /}:i)(h) ¢ wour tout he A Hjﬁ 5

. .
Hous avons vu que )%fV/ﬁ) sst Linage mar § d'un sous-groupe J%G(V/U) . Te-

nant comvte de la rrcposition 2 ci-des-us, ~u volt qu'il v a des morphismes

tels que ﬁ&j = Mo é, ; de plug, si1 h ¢ Hirj Hj (\Hk s ON &
. . . wy o
iy (R) + ol (5) g, () =0 .

Les :vi. sont les fonctions de transition d'un sspac: fibré principal localement
trivial (G1 , 0) de base H et de groupe J%G(V/U) . Pour tout i, ily a un

isomorrhisme

e

X, ¢ H, x y! (V/U) —» al(ﬁ,)

“
i i G i

tel que g o A soit la projection H x A (V/ 1 J— H s si he H. N Hj

une condition nécessaire et suifisanﬁe pour que Xi(h s gl) = ’j(h ) & ) (ou
g » QGEHGWﬂH)<mtmm Qa’szﬁj&)'Si noEH o, ga_A(W@),

[
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posons

les applications

.ﬁ 'V
Poor H ox AL/ s ()
sant alors injectives, et, =i
p— o v - ( -
hl s by ﬁi N 1’11- s By &5 )—IG(\]/U) s
s pa i o o o ; - A - 0 :
une condition nécessaire st suffisante vour que }-i(h1 , gl) = fi(h2 s gz) est

que 1l'on ait hy =k, , g -g = "7;4(111) . I1 v a donc vne application

P : Gl ~% H(7) telle que fyl = o ?ii nour tout i , et f) ast injec-
ive. est clair que ¢ est unc anvlication algdbriqus.
tive. Il est cl que | t unc anvlication alg? )
Nous allens montrer que  P(G ) est un gous-groupe de ©:(U) et que, si on
munit ¢, de la structure de groupe tzlle gue ¥ solt un hooomorphisme, G

T : i, i b ? 1
ezt un grovne algébricus. Scient = up point dz A, , v un point de H, ; il

')

i
y a alors un indice k tel que % -~ v € I Seient ¢ et & des éléments de
,HC(V/’U) ; on a

'}i"XE N NINCR v)& A () )
ce qui montre que ?j(x ’ ?f,.i) - P( s \32) & i:‘:'('-’}.i) b nonire que fi’(Gl) est
} " 3

un groupe. Il v a un voisinage ouvert | de (v, v) dans H, x 4. tel que
ye

i
(h1 y h) & " entrafne W, - h, € E {hl s ) ) By 0 8y € BG(V/U)

1 2
on a

pilby s &) - P,_»;(hz ) 25)
N - M 0 - e | - iy -] -

. . . .~ 1 TN - ! - -
Or 1'apolication (k, , h,) —3 f‘f)i(nﬁ - N/j“i-?l) \)_k(hl hz)“ egt une appli
cation algébrique de [' dans () qui apolicue [’ dans ,f’\(V/ U) vIlya

donc un morvhisms \é de ) dans hc_(’,“ﬁ) tel ove l'on ait
Yilay) = elngd = W) (0 =) = 1y (By 5 b))

e s s
pour (h, , h,j)f;uf (vroposition 2), d'ol

ps (s ) - Py ) - By -y g - gy -y (g, b)) '
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Cette formule montre qus l'application (u,; v) =» u-v (u, v& Gl)

induit un morvhisms d'un volsinage de (%\i(x 9 gi) 5 c(j(y ’ gz)) dans G1 x Gi H

G1 est done bien un groupe
11 résulte alore de la #:fipition de la varictsd de

icard qu'il y a un homo-
T

morphisme algébricus « : O - & tel qus = o I1 est clair que

o= est injectif. na w. ¢ ¢ = ¢ . o elfet, k‘ étant injectif, il suffit
& , * * e
de montrer cue \} o p, o ¥ = {og . Orona b o P =P O M, d'ou
“ ) . i
KP © Py O ¢ = p o0 { ; or, &l W € G 8 < .%G(V/ﬂ s on a
P(c&i(h , £)) = Yﬁ(f , o) = fvi(h} ~ WW(g) ; l'image de cat élément par p est
X A YR = W(n Ve . ~
(r o )31 () *(u) W (oA (h, g))) 5
« - R * . .
ce qui deémentrs notrs formule. lomma q(“ ) = o, on volt que Pg est surjectif.
o i . *
Par aillours, G‘{&l) contient 9L (V/U) , oul est le novau de p, ; comme
* * ’ ) . . o \.‘ . .
pG(o'(G V) = Up(G) , on voit cue i;(Gl) = (¢ , v esi donc une bijection de

Q.
[410]
H
O
<
o}
o
~~
<3
~

[@s]
"
“

G. cur © . De olus, comme &, =ot un epvace fibré nrincipal
on.voit que, rour tout h &i , I indvit un ilsomorvhisme de (h) sur
% fot

-1 ,. .

pG*(ﬂ) . I1 en régulte que

tangent & 0, tel cue (do)(L) =0 . Or a alors (:fiq, J
L

':1
w2
—+
o
£
t.t-
\J
"3
)
=
H
L
£
D
Hy
]

; solt L un vecteur
) = (epp(as) (L)) =
L est donc tangent 2 ume fitrs de l'canmace fibre (G, q) , d'ou L =0 puls-’

que @~ induit sur chacus J{itre ua isomorrhisme. Le lemme % est donc établi.

Ceci étant, soit mzi-tenant (7 , ») un rovitowent birationnel guelconque
2 P -
d'une varidté comrlite i . Utilisons les wotations de la nrovosition 1 3 soit
1

T S - 2 . 4\ +
(1, , kfi) we variéts de Dicard de V, (0 &£ign+1), fH , LFCQ

est done urne varishé de Plcard de U . Les morphlemes g, def i 1igsent des homo-
L
. * - . , . ,
morphismes algébricues ¢, ¢ 5y, % 25 - T} résulte du lemne 2-que
* " DN e - »
A » ce0 5 Gy sont guriectife. =i downce on noga Dy T Gy O eeo o g, le morphis-
* i . . s Ca s ) :
me p, * Ha =3 Hq est surjestif. De vlus, s 1 <1 &n, jQ(Vi/Vi 1) est
) N (1 Y. 41 s o . b" b ) e \\P oy e
contenu dans ‘i—l‘“i»l“ il en résulte que .L(,n,.) O(nO) . 2ion a
e

a “r ) S, Ay, S -
(S‘ (V ) \fn(nn) , on reut en cituire cue & O(Y) = \yO(nO) . Zn effet, soit ¢

, as. , .
un elemept de C(EF(U) 5 1l ost clair cue

et, comme D
] (’ :
c -cte 7

5 ES

est surjectif, il + a un slément & e i#o( ) tel cu
S e e b ) st e yolE)

Pour démontrer que, pour houts variété complete U, et toute variété de Picard

é
(C ',\‘) 1 T ¥ 0N i TT) o 1 aommes 4 s & 5 t
-2 i ae Loy O a l (‘ ( U nous gemmes Aonge ramenes & aqaontrer
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qu'il en est ainsi si U nc nozstde pes de singularitd de type (a) .

4. L'identité 1(2) = &

o\

544 de Picard. In-

Soit U une variété

diquons brigvement le deémon:’ cf. varagraphe II,

chapitre II, [4! wour les 4:

PROPOSITION 2. ~ Soisnt U unz verisie cocplsots normals et (G ) sa va-

N, !
riété de Picard. .lors on &  ii{U) = @

Soient T wune variste o8 T 5 0 % ﬁg(ﬁ) ur: arplication algébrique telle
ve £t )& M(G) vour vt T3 il s'agit de sontror qus £(8) € T(G)
4 0 , 0

owi

pour tout t € T . reut Joindre deux mointes d'une variété par un nombre

fini de courbss formant un engaiblo algébricue connsxe {of. lemme 5, [17)

seule courhe joisnant deux points

Q
o
s
=
b
w
"
&
B
|. -
o
—d
=
‘.
J
®
P
<
s
w
e
g
il
\
o
3

courbe. On vsut aussi supposer
T, il suffit

P8 e i.(U) posséde la

‘..- -
w
(6N
(V]
[N
ey
=

que T la cormali

o Lo
fl\ /g
v

&)

ou fl : C -J;QQE} sat 1'aprlication algdébrique ( ) = f(t) - f(tO) . (cf

N ) ~ « 2y 2
proposition 3, paragraphe 1T, charitre IT, f4J)° Commc (¢, W) est la variété

de Picard de T et g2 cgt un homomorphisme algibricuc, on a g(J) < W(¢) ,

ce qui prouve gue f,(C) < V() , d'ou #(¢) < (a) .
C. G. F. D.



Chapitre 3

dn

)

1. Rappel dss rézultais Rosenlicht ([7.

8-1

@& (u)

(suite)

Soit € uns courhe compleéte non singuliére. Scit & une apnlication d'un ouvert
™ de C dans un groupe commutatif G . 31 L &t un divisegf Z:ni Pi 5
Pie gr , sur C' , on définit f£(U) rvar la relation £(D) k-ni f(Pi) . L'appli-
cation ¥ : ,K3(C’) —¥ ( ainsi définic ezt un homomorvhismnz.
Soit 8 un ensemble fini dz voints de © . n module I pvorté par 3 est
par défipition ur diviscur nositif de supmort & . 51 f  sst uce fonction ra-
tionnelle sur C , on derit £ 51 (mod ) si f -1 est un multiple du divi-
seur Mt dans un volsinacs ouvert d . 201t £ une appliciation a'un ouvert
de C dans un groups cowwtatif G ; par consécuent f est une application de
-8 dans G, S ¢ G, Ondit que f pos-
s2de un module 5'il s tel gug pour toute fonc-
tion rationmellas g sur O, g =1 (uod i) , ou 2it f£(div g) = 1'é1lément
neutre de 7 . On a maintenant le résuvltst suivant 40 1 ROSTULICHT
THEORDME 1. - Seit f un morphisms de C - S daens un groups algebrigue commu-
tatif G ; glors f ~+osgdde un noduls
Pour ls démonsirztion, on renvoie au chavitre ITII, [O] ou [15].
Soit "¢t ur module suar G portd mer S . On noto wa le groupe des classes
de diviseurs Strargars @ & odulo cewr qui s'derivent D = div kP LP =1 (mod )
\F étant uns forction ruticnnells sur C . Jn zeut interprétoer Hyp comme le
groupe Jes clusses de divissurs @;(in 1'une courbhe compldte singulitre Cp,
associde & M (of. maragravhe 1, chapitre IV, [13)) ; en fait C est la norma-
lisée de Ghz et s1i p est la vrojection canonique T sur u”l, p est inver-
sible dans © - S, p(3) =2 compos: d'un zsul noint ¢ de Can et 1tidéal
maximal en G de Gy, est 1'ensemble de toutes les foreticns rationnelles f  sur

C réguliérss 3

a
]

telles que

= 0 (mod M) . On note Hgn
0

(ou \fo(C.) ) 1&¢ sous-groure de Hy formé dss clasges de diviseurs de degré .
D'avrss leq traveux de BOsZULICHET, il v a une structure canonique de variété de
groupe sur ng ot on note cette variété &y et on 1l'appells la jecobienne géné-
ralisde de C assoecide & . (7f, naragreche 1, chapitre V, [7) ou [13])

Soit P, wun point ds O <trancer & S ; alors on peut difinir une application
(dite cénonioue) £ de €~ 8 Zans Ty var la rolation E(P) = la classe de
diviseurs de Hj’“ Qéfinie var le divisour 1.7 - 1.y, P# C - S . L'application
cenonique & est un morphisme (cf. proposition 4, paragraphe 2, chapitre V, [13]).
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On a maintenant le théoréme suivant

THéOREME 2. =50it f: C~S —» G un morphisme de C - S dans un groupe

algébrique commtatif ¢ (resp. £ : 0 -3 — ég(U) une application algébri-
que de - S dans le grouve des clasces dec diviseurs ¢'une variété compléte U )

admettant un moduls W porté par S ., Il existe alors ur homomorphisme algébri-

oue F 3 Jﬁl - G (reép. T o J%l —5 Qg(U)) tel qu'on ait

f=Fob + £(By)

ou : c-5 — Jy. est 1'application canonique de C - S dans Jnm définic

par la relation *( ) la classe “sfinie par le diviseur 1.P - l.PO .

Pour la démcrstration, on reavois au thiordwe %, paragravhe 2, chapitre V, [13J.
I1 faut signzler cue dans 1l'ouvrags.ecite,; la déwonstration est faite seulement
pour le cas d'un morrisme cans un grouns algébrique € , nais on voit facilement

- -

que la mfme démonstration marche * 1'aide du théordme de continuité et du théo-

réme de dezzcents rour un ramifig¢ (cf. théoréme 4 et théoréme 7,
exposé numéro 5) lorscue f cst une avplication algébrique de C - S dans

v N

&(U) (U compléte).

On observe qu'en prenant ™Mi= 0 , on obtient la jacoblenne habituelle.

N 2, ) .
2. L'identité (G) = &7(U) dans le cas g-néral.

Soit U une variété ; on note £ 1l'onsemble fermé des points non normaux de
U ; c'est le support du faisceau cohérent M/s) , (7, p) étant le revite-
ment normal de 7 . Rampreleons qu'on aote (?(UA ot jl(U) respectivement les
noyaux Ga '

por D) — 2w

co

et

‘g (V) ;

(o]
*
%
\:.\:\
N
<l
S
&7

o'ast-t-dire, respectivement le groune des diviseurs de U qui deviennent tri-

ANEE diviseurs ée U qui deviennent triviales

it}
1]

[

viaux sur V et le grouve dos c

(U]

-
[

sur V .

PROFOSITINE 1. - Soient U une variété ot W une sous-variété de U qui n'est

i ’ < *
ion (désignéas par 1~ , 1 étant le mor-

tend
e
(6
y
-+
-
H.
Q
s

vas contenue dang ¥ . alors

4 L9 2 <‘f‘. - N s _ o
phisme d'inclueion do W duns U ) d'un élément ds 4(7) A W est définie
§14ment de $2(U) 2 W est

7 . . -
et c'axt un élément de (W) ; la rzebriction d'un
un $1ément de .y (W)

Comme 1'applicaticrn canonique (E{n) —» Jy(77) =sst toujours surjective, il
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suffit de montrer que la restr d'un Sleément de (i(U) & W est définie
et gqu'elle est un :lément o @gﬁi) ¢ ©2it donc D un diviseur de (EXU) et

[ ald
A)
|._l.
(o]
]

soit f wune fonction de cffinition de L anoun pdint % & W ; par hypothése

f est réguliére ¢t non nulls sur lu norazlizés ¥ ds U au-dessus de x (on
identific f & une fonchion sur YV rmar le cohomumormhisme de <t ). D'aprés
1thveothase 7aite sur ¥ , 1o restrietinr 7' ds £ & 7 ect cefinie. I1 s'agit

de montrar que ' est rémilifre ot non nulle sur la normalisée de ' au-dessus

' aen % =28t contenu dans l'en-
semble

d qu'il n'v a qu'un
nombre fini de valsurs df.rhnérencs de

sont toutes non
la normalisée de

nulles. Ceci sniraine cue cst régulibre

U au-dessus de ¥ (rar exemple. en vertu d

rité du tros

fonction »=

. rlors toute composante irréductible de

o

f n'sst nas réguliére est de dimen-

pg

_S__]._O_i w1

azture lecale. Soit x un voint de U tel que

3 (7)) 12 sous-module )

Noeny) Lo s'#;iﬁ e rontrer oue tout gorme de variété passant
fol e (’)’x(U))

. . . My Ay . ~
est de dimeveion 3 1 . Or, come (;1(U))" 25t un sous-module de (JﬁKU))

[
ol
£
—~
L
-
o
L
N
—
=
——

1'engamble das idfaux rraciers ascocids au sous-module  0¢  de (ql(U)) est
contenu duns 1'ansemble dsg if:.aux owremi:res oouncids au sous-module 105 de

£ r\ 2} .

(q (U)) (ef. chapitre I

faits sur U .

PROPOSITION 2. -

Voune varidté de dimension > 1 qui ne posséde pas de
0

neularitéd du tvee (a) . alors toute covros.nte rréductible de supp D, D

étant un div ssur sur U , =g~ d» dinension =1 .

Suprosons que x 301t un point isolé de supn D . 4lors si f est une fonection
de définition d2 D en x , f devient régulisre sur la nornalisée de U

x5 da plus £ oest réculiére en tous les points % x

?
i : & et done véguliire en x  (proposition 2).

Comme 1'ensawhle des zeroc de § n'a aucun noint isol: (vuisque dim U »1 ),
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la proposition 3 est établie.

PROPOSTTION 4. - Soient U wune variété affine et 1L son extension & un do-

-

maine universel SL 2! . Il existe une section hyverplane 1 gghll telle.que,

pour tout diviseur X-rationnel I sur 1] {que 1l'on peut identifier 2 un di-

viseur sur U ) tel que surp D n'ait ves de peint isole, la restriction de
D & "2 soit défirie et soit #0 si D#0 .

. 7 # - r .
On peut suprvoser gue U est une sous-variété fermée de X qul n'est contenue

- . T . . . o
dans aucun hyrerrvlan., L'ensamble Q des hvpervlans de K s'identifie au com-

. . . T . .
plémentaire d'un point dans 1l'esmace nrojectif F de dimension r . On voit

o B 'Y - ~
facilement .que l'ensemble | des points (x , h) < U x % tels que x & h est
une sous-variété de U x ¢ qui est fibrde dz manidre localement triviale au-

. ™ . 'l .
dessus de U . Soient v, et o, lec morphismes | — U et | — ¢ in-
duits par les projections de T x 3 vour cu'une fonction ratiomnelle g sur
U soit réguliire en un point wu , il faub et il suffit que gG)pl soit regu-

N o . s oL -1
lidre sur | er au moins un point ce = (u)

-

Comme P, est dominant, son cohomomorpnisme permet d!identifier le corps R(Q)
des fonctions numérigues sur § & un sous-corps du corps K([') des fonctions
numériques sur |' . Fous désignerons par & 1'algiire affine sur R(G) engen-
drée par les f o p; vour toutes les fonetions f partout réguliéres sur U .
Par ailleurs, il v a au moing un K-isomorphisme j ie R(G) sur un sous-corps
de L1, Cet isomorrhisme défirit un w-rernian de L'espace 11T générique par

2%

rapport & K ; srit M 5 ection hyperclane correspordante de L. C'est une

7

variété rationnelle sur j(R(%); , M'iscmorrhisme j se prolonge en un isomor-

\

e R(I) sur le corus des fonctions numé

o

rhisme, que nous noterons encors [ ,

rlques sur A7 qul sont rationnelles sur J(R(Q) i(4) n'est autre que 1l'al-

‘enliéres sur )jJ cui sont rationnelles.sur Jj(R(Q)) .

e

Soit mainterant D un diviceur de U %2l cue Supn D n'ait aucun point isolé ;
supposons D # 0 et choisissons un point « & Sump D . Soit f une fonction de

Géfinition de D en v 3 elle est ascor~ fonction de définition de D en tout

point d'un ouvert affine UO fe U contenant y ; on peut surroser qu'il y a
une fonction h partout définie sur U telle gue U, soit l'ensemble des points

de U en lesquelz h wnrend mne valeur # 0 . Youg rouvons aussi considérer f
comne une forction nméricue sur L , retionnelle sur I . Zlle induit sur ﬁjj

une fo.ction numéricue * 0 qui r'est auire que j(fC)pl) - 51 }lO est l'ouvert
affine de 1L obtenu var sxteusion  vartir de U, 5 f est fonction de défi-

(]

nition de D (oonsidérs comme diviseur sur L ) en tout point de ILO . Puisque
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w . Pour

“Tira de montrer qu'il est impos-

oy

. . . R . —
f induit une fonction # O sur , L admet unz restriction
c

tisn eet # O

montrer que cette rastri
sible que j(fGDpl) scit wartont repulilre et A0 gur }Ai'ﬁllh . Supposons
vour un moment cu'il en 301 : noints de Il
en lesquels h rprend une
et hk f-lf) Py arparbisnne it
Z2#£0 de R(G) telle cus (0

partout définis sur

t iso0ld, on

voit facilement el tout h e QO
rencontre (Surp Lo w1l oque L

soit définie o

ona (u, h)¢ s an (uy R}, d'ou
il résulte que e B m a

h(u) #0 , et

€ (Supp 0) M 1, .

PROPCSITION 5. - Soit U wune veridt cooplsts do dimension 71, gul ne pos-

p. s E LR 1 LEE s 3
sede pas de singulari xishe un combre Finl de sous-

.

variétés ferméecs i de U 2 un domaine

() (identifié & un élément

A A
Ture an moins dag )ll
i
f ¢
: U S TP S S YAt by - )
iy O opent ldentifier /’Ku) & (U

e la normalisde de U 3

universel JLT T
de &}(m &
(1<iar)

D'aprés la promoz=iina &

. -
g0l auvs:sl non nuile,

le groupe de diviceny. re 1 qul deviennsni i
11 suffit donc de Admorirs: oo'il sxiine un nombre find de souc-varietes fermées
22?1 3 o g ﬁ}é' o la restriohion a'un Slément @ A0 de Gg(U)
a 32@_ soit ¢ su =oine wn 1 . D'epros la proposition 3

toute comprssnte

un recouvreneat affins d? o

a & un ouvert afline ds 1] couvremeat affine

’-‘, . . i T -
de L. Tour chucue S 2351 notiis dans la pro-
e

position wracédante et on wots Vaintensat la pro-

position est une conszdquence imnd

- 1

RiMA

de voir gue 1'on

K , en “ieu ds

THEOREME 3. - Ooient 7 une variso.e commidte o (G » T su varidté de Picard

E
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on a T(c) = &5 .
Soient T wune variétez et f ¢ T —a CS(U) ure apvlication algébrigue telle
que f(tO) € W(C) mour s . T . TL g'apit de oontrer que f£(t)€ T(G) pour

tout t = T . Comme on 1'z vu

dimeongtretion de la nropcsition 3, chapitre
2, on peut suproser gue T est une courbe ror singuilers (ncn necesseirement
compléte) Scit € la courbe comvlite

du théoréme 2, pour cu'on zit £{T} ¢ 1W(¢) , il suffit ds -rouver 1'existence

qui contient T . 3In vertu
d'un module MM wour l'arniicaticon £ (rnorts-par les points & Wl'infini®
C-T=295) ; en effet, dans ce cis, d'avris la thooréme 1, on aurs un diagramme

comnutatif

ou %“ est la jacobienns cinoralisze Jde § wosoelide auw moduls 1My = un homo-

[
S
P
jor
[0
L]
v
(@)
g

morphisme algébric*e (1'extzncion £ Gy . W 1'arrlication canonique de
T dans Jy d& rer 15 relation ﬁgt) = 1'i1ément dn gﬂt 3é7ini par le di-

st £, (t) = £(8) - ole,) .

viseur 1.t - 1.1,
algébrique, on a gy © W(7) , ca zul entraine gquo £(T) < 77 (C) .
1 i

. . £ . i - - o . a
On a vu dans le chavitre wrécddent qu'il sufiit de Gguontrer que Ti(G) = §5 (u)

dans le c=g ou U u'a mas de singulari
par récurrence sur n = ain T, i r = 0@ 1, l'inexistence de singularités de
type . (a) entreine, com=~ ~n le vait toub e suite, cus U eet rormale, st le
thédortme est vral dune ¢o cunl. Sunrosdna Jong cue » > 1t st que le théoreéme soit
rai pour leg varidtsec 2 disension u - 1 sans singularitsds de tvpe (a) . Les
réductions du chavitre ~racécdent montrent alors que le thésreme cst vral pour

/
t
3

toute veriéte de diunsnsinon n - 1 {avec ou sans si:gularitecs s troe (a)).

o o \ . - Y L 4 "
Soit £1 un domains universel qui contient ¥ et LU, (L , & s vee 2be.-doe,
extensions de % , C, £, ... o2tec. au Gouaine universel 4L . Scient
n

G
iﬁl s eee s wi des sous-varidtés de 1l oo dimension (n - 1) jouissant de la

J,

propriété de la rronositicn 5 et ii : ﬂJf. L 1e morvhisme d'inclusion des
'jl% dans U . on peut idestifis: C 2 1 ints de (! rationnels
sur K, et on & Ty = £{TY . Soit (V, p) le revlterent normel de U . la

restriction de 1'homonornhisme

P G = EW A << EA)

2 . * " .
?(G):{D*(,") $ 11(7 P) 1 (/_i) )
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au sous-groupe C;F(U) est injectivs d'aprés la proposition 5. Considérons

maintenant 1'application
Fo % s N o G« G < BN
) = 1'é1lément neutre de Cg(?) sntraine que
(o T € EHH) « B x o« CF(H)
D'aprés 1'hyvothése de récurrence st la norzalite de 5£§ ; on neut identifier

A
an(ﬁﬁ) avec le voriits de Picard de W et & *(M

de f&% , et en vertu de la provosition 2, charitre 1

o~

) s¢ la variété de Picard
'spplication F o{; st

un morthisme de 3  dens le groure algébrique

EE(H) « GV <.l 685 (5) .

1,

Mainterant il résulte du thdorsse de Hosenlicht sur l'axistence du uwodule (cf.

. N i o . € |
gue l'avrlication ratlonre7‘° Fo ?: aa (!  dane le groupe algé-
) ) % L. ox (8 (‘“ ) rtossdde un module M- porté par les

T
. s P . . \ el
points & 1'infini de CZ . On veut identifier les voints * 1l'infini de ' avec

les points » 17infini ds © , car l=s roints Ttinfind (s (!; sont rationnels

~rovient d'un module sur C porté

on rationnelle sur €, & = 1 (mod W)

sur ¥ ; mar concZouant le module YL sur

M

.
et
O
’..h

par les poiats € - I . Solt =’ une

ona (FoF)(div &) = 1':zldment neutre d2

. Y- N . er - < L
puisgue W est un module rouvr 1'an-licztien F o 0§ or comme la restriction de

F Qg (2L) est inisctive, il en risulte cue }/le = f(giv £ ) = 1'élément
neutre de & (U) , i. e. le module M sur O o5t un mocule (on désigne encore

>

par A le module sur C- ¢u'on vient de ce sfirir) pour l'application algébrique

£f: 7T —> (5(U) . Ceci entraine que f(T)C " (C) comme on l'a Géjd remarqué,

et le théoréme est demontré.

COROLL-IR . - Soient U wune variété comnldts, (G, W) sa variété de Picard

et £ : T —5 O(U) une apnlication algdbricue avec f(to) = 1'¢1ément neutre

( i
r & .
de (U (T est une varidté). Il existe alors un mornaisme g ¢ T —F G

tel que le diagramme suivent snit conmutatif

g l e

Ceci risulte du théorime en apvliquant la provosition 2, chapitre II.
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