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LE CORPS DE RATIONALITÉ D’UNE CLASSE DE DIVISEURS

Claude CHEVALLEY

Séminaire Co CHEVILLE?
E. N. S., 1958/59

Soit X une variété sur un corps T; algébriquement clos ; soit R le corps

des fonctions numériques sur -’, c Soit k un de II , ~ une structure de

k-variété sur X est par définition constituée Dar la donnée d/un sous-corps

R- de R qui possède les propriétés suivantes ~.

1° Ry contient k ~ R est engendré par 1’~ et R. 3 et R. est linéairement

disjoint de K au-dessus de k;

20 X peut se représente- cornue réunion affines U possédant la pro-
priété suivante i l’algèbre des fonctions régulières sur U est engendrée (sur K )

par des éléments de o 
.

Nous supposerons désormais X munie d’une structure de k-variété. Pour tout

sur-corps k’ 1 de k contenu dans I ~ nous noterons T’B~.t le corps engendré par
k’ et ., les éléments de seront dits rationnels sur k’ . Un point

x ,X est dit rationnel sur 1-’ si toute fonction qui est définie en

x y prend une valeur appartenant à }.f 0 ouvert affine U de X est dit ra-

tionnel sur k’ si des fonctions sur U est engendrée par
des éléments de 1B, ? un ouvert quelconque est dit rationnel sur 1.r’ s’il est

réunion d’ouverts affines rationnels sur }:-1 . Soient U un ouvert affine ration-

nel sur k’ , Pl’ algè-bre des fonctions régulières sur F une partie re- .

lativement fermée de U et U’ ~ TJ - F (1 U’ soit rationnel sur k’ ,
il faut et il suffit que F soit des zéros communs a certaines fonc-..

tions rd- é R..~ ~ 0 l-n effet pour "entrer que condition est nécessaire, on

peut tout de suite se ramener au cas ou IJ’ est un ouvert affine rationnel sur

k’ ; soient alors f’. (1  j  r) des générateurs de l’algèbre des fonctions

régulières sur ut (1). Soit (1- l’idéal de F composé des f  P tels que

P (1  j  r) j on voit facilement que F est exactement l’ensemble des

zéros communs aux fonctions de :’)-; car ailleurs; P avant une base composée

d’éléments .:1 est clair ,- ..1.:1 en :’:BI:",--i- de même de Pour montrer Que0. de ’ , ? clair Y lA..1..-- en ’,...-B_.1.; de 1...;. -’ .....-.. Four montrer

la condition est suffisantes on se ramène tout de suite au cas ou F est l’en-

semble des zéros d’une fonction f 6 1-’ fl P~ ~ 0 ~ or U’ est alors un ou-

vert affine do’-it affine est P[f*1], ce qui montre que U’ r est rationnel

(1) Qui soient des éléments de i%,, .
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sur k’ 0

Un sous-espa’ce vectoriel ’B[ de la structure d’espace vectoriel de R sur K

est dit rationnel sur un sous-corps kt de F contenant k si V a une base

composée d’éléments de Fl! f If 3i V , V sont des sous-espaces de R ration-

nels sur k’ , les espaces "’v + V" V (1 V’ , j VV’ (1’espace engendré par les

prod ui t s vv ’ , v .~~. V ~ v’~;’ V’ ) ~ et si B1 ’ 7~ { c ~.. ~ -v ~ V ’ ( l’ e ns em b l e des

w tels que ’HV’ ~ V pour tout v’ E ,7" ) sont rationnels sur lr’ 0 C’est évi-

dent en ce qui concerne V + B/’ :) vJ’ 0 En ce qui concerne V ~ V t et V : V’ ?

on observe que, si X est un espace rationnel sur )’ et (0.) i) une base de

a tout élément w de W se met et d’une seule sous la forme

1:... (..).j.. vJ. , v. ?’ R,. , f) ’-7 ; ceci étant, pour qu’un sous-espace T de W soit
1. 1. l l K’ .. 

- ,

rationnel , il faut et il suffit que la codition w r£. T entraîne

w. £ T pour tout i 0

Soient V un sous-espace vectoriel de n, r3.-t.i Jnn’-31 sur k et W un sous-

espace de V ; parmi les sous-corps de t’" contenant k , sur lesquels i) est

rationnel, il v en a un, soit k’ y qui est contenu dans tous les autres ; on

l’appelle le corps de rationalité de id., On -peu.t l’obtenir comme suit : soit

() V 1 .. le ;;I!..I .. une base de V de Rk , et soit _1 t un sous-

ensemble de l tels que les vi , 3 i ~ l’ $ forment une base de V/B1;, si

i 6: l - l’ on peut écrire vi = a.. v. (mod 1’;) avec a 
cr k’

est le corps engendré par les a...

Dans ce qui suit, Í nous pour simplifier, "faisceau" tout faisceau

d’idéaux fractionnaires -/: {0} sur X c. Si est un ouvert de X , a les sections

d’un faisceau A sur U s’identifient aux éléments d’un sous-espace vectoriel

de R ~ que nous désignerons par A) . Si 1J est un ouvert affine~

’B) est un idéal pour l’algèbre affine de 1j’" y que nous dé-

signerons par P(1J) u Si x ~ U , le module ponctuel de A , que nous noterons

est l’idéal fractionnaire pour l’anneau local 6(x) de x engendré par

A) 0 Un faisceau est uniquement déterminé par ses modules ponctuels y 

on se donne pour chaque ,- x ~ X un idéal fractionnaire Ax ~ {0} pour 

une condition nécessaire et suffisante rour que les 11 x soient les modules ponc-

tuels d’un faisceau est que X suisse recouvert par des ouverts affines

U dont chacun possède la suivante : il existe un idéal fractionnaire

U pour D ( T’" ) .., que, pour tout x ~ T ...., l’idéal fractionnaire pour

’" (x) engendré ou ,’. alors
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si A est le faisceau admettant les A 

x 
comme modules ponctuels.

Soient P un domaine S une partie de P ne contenant pas 0 et

Q = Pour tout idéal fractionnaire U pour P , soit UQ l’idéal

fractionnaire pour Q engendré par ~ c Si jl et )3 sont des idéaux fraction-

naires pour P , on a

comme on le voit facilement soit directement, sr)it en la th,éorie des

modules plats. 0ri déduit de là. que, si A, B fl.es il existe des

faisceaux A + B, A ~ B. .A.I3, À i B ({U;? l’ art ait

pour tout et 

pour tout ouvert affine U 0

Si A et B sont deux ’.-t ’.B (1) (" ":1(),)B pour tout x (ou ce qui
revient au même, ,-’ (lT 7 A) C ’~~’ (1" , s) pour tout ouvert affine u), on dit que
A est multiple de B, et on A C E; .

On dit qu’un faisceau A est rationnel sur un sous-corps yI de Y contenant

k si, pour tout ouvert affine U rationnel sur 1’ , A) est rationnel

sur k’ . S’il en ainsi~ pour tout ouvert U rationnel sur 1’ A)
est rationnel sur !"’ puisque (’ (°1’ 4 A) est l’intersection des r(u" , A)

pour les ’1 , d’un recouvrement (que l’on peut supposer fini) de U par des ou-

verts affines rationnels sur k’ . n De plus, pour tout X ? Á(x) est engendré.
(comme idéal fractionnaire pour ~O’(x) ) par de.~. éléments de 

Si .A, 3 sont des faisceaux rationnels sur k’ , il en est de même de A + B ,
A n B , A + B .

Pour tout A y on appelle .porteur de A l’ensemble des x

tels que A(x) ~ û(x)  Cet ensemble fermé et / X . Supposons que .A soit

rationnel sur K contenant k ; ; si E est l’ensemble 

teur de Á et si iJ’ ,a..;.t ouvert rationnel sur k’ , U est l’en-

semble des zéros communs à certaines fonctions appartenant a 
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en effet, E est la réunion des ensembles porteurs de A fh O et de O t (Ji + 0;’
qui sont des faisceaux rationnels sur "1;., contenus dans à ; on se ramène donc

au cas ou A c ö j mais alors r(U, A) a une base composée d’éléments de
p(u) n j , , ce qui éta’:::1it l’assertion. Il de li. que 11 - E est ration-

nel sur :V’ Réciproquement, o&#x3E;- a le suivant ;

LE’E&#x3E;6E 1. - Si ,,,B..B- =.i..°-i ../... ,;xii TJide 1 . 
-. 

s.a=--. , 1 , il existe un fais-

ceau Ek C à tel que l’ensemble porteur de Ji soit X - Él 0 

’

~Î.4 
L .’-- .

Si A, B sont contenus dans ??i ; l’ ensemble porteur de A + B

est l’intersection de ceux 1.oe hi et "B j il 81.1£’fira donc de démontrer le lemme

dans le cas .83t un ouvert affine rationnel sur }{, 0 Soit, alors

p(ri.) = Y[u1 , ... , ’-’-)) , les ui des éléments / 0 dG F% 0 Pour tout

X soit a (x) ] , ens emble (:.; ;B :: ’J 0e4 . ,;, (X’.) te PL’ s que ii::. , /l B (x) ( 1 5 1_’  11’) 0

si on désigne nar 1.1.. (B le ponctuels sont les u. 0 (x) ,
on a ij (x ) = (ui  : ) (x)) () (x), d ou il résulte que les A (x ) sont

les modules ponctuels dl/an faisceau J1 sur 1(t . On sait que fi eht

l’ensemble des pointe i £ X en lssquels les fonctions u. sont toutes définies ;
il en e’ et., lt que l’ensemble porteur d,i,e .’ est X oo il .

"’L:’1.aeV1? ? o - Soit ’.- un point de .&#x3E;1 ]""’-+1. (’)Y""-161 ""’-"-r 1,(" o 5__l__ existe alors une

suite (°i’ ) d6 faisceaux contenus dans lJ’ (’nu possède les propriétés suivantes: t- n --~-~- . X -, .- 

’ 

.. 

~’ .. " . ~. ’ .

on a 
1 Y 0 , B est

- 11+.... n 
.._- -. 

n-

{x0} ; Bn+l(xO) un sous-espace v%U T- ti£ ±’.£i  É-é-or- K) ° « 1 de

O. - ". i’o Bn(x0) B = (°$.. 
, 

.

Soit U un ouvert affin,;; rationnel sur 1"’ et soit l’idéal des fonctions

de nulles e- x0 e "S’ (3SpaC(J ’Î’. est rationnel sur kt ; il en est de même

de m03BD pour ta’:.1t B) 0 De plus, ’f11t 1 codimension finie dans et

tout sous-espace vectoriel d M03BD contenant M03BD+1 est, ur. idéalo Il en résUlte

qu’il Y a. une suite dé -t r ,&#x3E; 1 ssante (...::¿jn) Ci. , idéaux P(U) commençant pa r
..M 

- -~=~ + ....1 -j -. - .....,-’ -...... ’/.. ".,....- r-~ : à ,,&#x3E; À) ÉÉ ~ f o~ : .,.. - 1 1...... ~_~~~~’i’Î e t que , pour t tout nR0 =P( ’ v(:;..........’...; que cnaque M03BD 1 gure " parml les ’ 
ri v, ,

codimenei .... 1 - .i_Ô et soit rationnel sur kt o Il est ".clair

qu’il jr a un faiseeau ’::.- c Ú t:oc -iae :s (x) = 0(x) pour tout x -F Xo ’
P (j , --- = 1"1 , L ’ iii j :. o,, - .--&#x3E; r&#x3E; (x0) définit pour tout n un isomrphisme
de sur G(x0)/B () x(’ ; Bn+1 (x0) -=-st .donc Cie .... codimension 1 dans

B (x ) o ’tc ute r; j ,z san m =. de i t id éai  e r maximal ,dz ; (x0) fi gurant [parmi 
° 

lesn (xO) ; toute puissance dG maximal de °’ (X,.) figurant parmi les

B (xO) s on a flÎ .&#x3E;,ix-.&#x3E; :::! Ol . J:nfip- il clair que les faisceaux Bn sont
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rationnels sur o

A tout diviseur D sur X est attacha un faisceau que nous désignerons par

AD ; pour tout x =. X’ , AD(x) est un idéal fractionnaire principal. Nous di-
rons D e~t un 1~ ~ F contenant k si A
est rationnel sur k’ . o S’il en est ainsi, et si x 3st un point quelconque
de X , D possède une fonction de définition en x qui appartient à 

Les diviseurs rationnels sur k’ forment un du groupe des diviseurs.

LEME 3. - Soit D ur: diviseur de X . o Supposons qu’il existe un faisceau F

rationnel sur k que A-. C F. lors l’ensmple des sous-corps de K conte-

nant k’ sur lesquels P rationnel a un élus -petit élément.

Soit U un ouvert affine rationnel sur k ~ on a / A.) C. F(U ~ F) ~ et

t (U y F) est un espace vectoriel rationnai sur k . o L’ensemble des sous-corps

contenant ]-’ sur lesquels (U , AD ) est rationnel a donc un plus petit
élément Soit le c-’r’os r-a.r kU pour tous les ouverts af-

fines U rationnels k , il est clair que k’ est le plus petit sous-corps

de K contenant k lequel D soit 

On dit qu’une classe C de diviseurs de X rationnelle sur un sous-corps
k si C contient un diviseur rationnel sur k’ . o

La variété ,.X est dite pour tout faisceau F , (X , F)
est de dimension finie. Il en c-p’j. en ainsi, si X est complète.

THÉORÈME 1. X qui possède un point x0
rationnel sur k . Si C est uns classe de diviseurs sur X , l’ensemble des
sous-corps de F contenant k sur lesquels C rationnelle a un plus petit
élément.
’ 

Nous choisirons un ouvert affine U0 rationnel sur k contenant x0 et un

faisceau HC- û rationnel sur k’, dont l* eus porteur est X - Il

existe un diviseur DE C tel que l’on ait AD(x)  "J (x) pour tout x 

En effet~ soit D.. un élément quelconque de C , 1 il y a un élément f ~ 

tel que f ~ 0 , f A.. ) P,. , D = D.. + di.v f possède alors la proprié-

té voulue. Soit D un diviseur ayant la énoncée ; alors ’

O : (0 + AD) est un faisceau contenu dans 0 dont l’ensemble porteur est

contenu dans X - U0 . Ceci étant, il est hier. connu qu’il existe 0 tel

que
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l’ous choisirons des faisceaux 3 qui possèdent les propriétés du lemme 2~

et nous désignerons rar C l’ensemble des diviseurs D’ ~. C tels que

Hm AD,  Bn . ° C0 ~ Ø ; on a Cn+1 ~ Cn , 90 Cn = 0 . °
Soit

pour qu’un diviseur D’ appartienne à Cn , il. aut cz suffit ciu’ il se mette

sous la forme D + di v f F’ avec un élément 
1.. à. 

f / 0 de 03A6n G On a Ô3  . g

montron s que 
03A6 n+1 

est de codi i nu " 1 dan l5 03A6n . C Soit g une fonction de

D en x ,, .. . On a dm(x0) ._.. i ‘ .... , r: . 
À 

Ù 
, 

G % on aU.J.I.’: de D en x0 . On ’.. a . (x 0) = x0) j 

j gY E 31 y ( x) e û une ’..r Q ndit i on i nécJ hJ eJ c..in _ . re e. J !J _ w 9 ’? i sante pour 1 u e q&#x3E; ~ 03A6
n 

e s t

E B
n+ 1. ( " y ° . Î " 1 comme B

n.+ l ( " .i " 1 est ,:;1 e codimension i dans B(x) 9 notre
assertion est établie. Par ailleurs, 03A60 5.5i; V.-.4’ finie , 4 

X est o et 1 e 03A60 ) j. y 

_ 

s, e un 03BD  0 tel aue dim 03A603BD = 1~ S t~ ~. ~ G ~:1 u l.1~! ,~... ,. t~ .. ~ ~ (n ) , 
~ i i

’ 03A603BD l’I’ 0 . Cela implioue oue C03BD est un easemble a un seul élément ; soit

G cet sontrer que 0394 est rationnel sur tout sous-corps

~’ c’e ~ ;v le~-~.,,i=;1~- ~,~ e. * ~ un diViseur

de c s 
G Pour t,,;;&#x3E;1; n , (1 est l’ ersemble des diviseurs de

i a i o rn e D1 + .t1°’v- ",1" , J . . " 
e si 1. 1, un .iE i é =n e ri t. / 0 à e 1 ’ e &#x3E;. pa c e

C = {~ ~ ~:B~ .--st de 1 . ~ ~D ~~~

un faisceau rationnel de sorte que "-~ a une base composée (T éléments

rationnels ]’~ . est un F C de ~~R~, y on a
A == D1 + ce qui montre que A rationnel pur k’ (car div 03C8

?ar ailleurs on a A C  : Hm , et O : Hm est rationnel sur

k . des sous-corps de K contenant k sur lesquels 0394 est ration-

nel a donc un rlua petit élément k’ , j il ..:st clair que k’ est aussi le plus

Défit sous-corcs de ? contenant k sur lequel C soit rationnelle.


