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LE CORPS DE RaTIONALITE D'UrE CL4SSE DE DIVISEURS

rar “1aude CATVALLEY

Soit X wune variété sur un corms U géhriquement clos ; =oit R 1le corps

a‘ rd
des fonctions numériques sur X . Soit ¥ un sous~corps de ¥ , une structure de
k-variété sur ¥ est par définition constituée var la donnée d'un sous-corps

Rk de R qui rosséde les propriftés suivantes

10 R, contient Xk 5 R est engencré par ¥ et Rk s et RP est linéairement

disjoint de ¥ au-dessus de k

7

{ peut se représenter comme réunion d'ouverts affines ssédant la pro-
2° X t present o) on d' ts aff U possédant 1

priété suivente : 1'algébre des fonctions régulidres sur U est engendrée (sur ¥ )
par des éléments de Ry -

S

lous supposerons désormais X runie d'une structure ds Y-variété. Pour tout
sur-corps k' de k contenu dans I , nous noterons Ry le corps engendré par
k' et B . les éléments de R, , seront dits Egﬁionnel; sur k' . Un point
x € X est dit rationnel sur ¥' si toute fenction de Rk' qui est définie en
x y prend une valeur apparterant & ¥' . Un ouvert affine U de X est dit ra-
tionnel sur ¥' si 1l'algbre des foncti~ns répuliires sur U est engendrée par
des éléments de Rk' ; un ouvert quelcongue est dit rationnel sur k' s'il est
réunion d'ouverts affines raticnnels sur ¥' . Soient U un ouvert affine ration-
nel sur k' , P 1'algebre des fonctions réguliéres sur U, F une partie re-

lativement fermée de U et U' =7 - T . Pour que 7' soit rationnel sur %' ,

il faut et il suffit que F soit 1'esnsemble des zéros communs 2 certaines fonc-.

tions fyu €PN RP' . In effet, vpour rontrsr cue la condition est nécessaire, on
peut tout de suité se ramerer au caf ou L' est un ouvert affine rationnel sur
k' ; soient alors f' (1 £ 3 ¢r) des générateurs de 1'algebre des fonctions

réguliéres sur U' ( ) Soit ™ 1'idsécl de F commosé des f 2 P tels que
ffé EP (1€ ¢

é
r) ; on voit facilemeat que T est exactement 1'ensemble des
zéros comruns aux f P

<

nctions de ™ ; osar ailleurs avant une base composée
d'éléments de R,, , il est clair gu'il en art de méme de . . Pour montrer que

suite am cas ou F est 1l'en-

C
Q
o
ct
[N
’I

la conditicn est =uf?

semble des zéros d'une fonction f & F fYPL, s T #0 ; or U' est alors un ou-
X
Y ~ o~ '1; . T o
vert affine dont 1'algsbre afiine esgt P[f 7] , ¢e qui montre que U' est rationnel

(1) Qui soient des éléments de Rk' .
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sur k' .

Un sous-espaee vectoriel V de la structure d'espace vectoriel de R sur ¥

T

est dit rationnel sur un sous-corvs k' de ¥ contenant k si V a une base

composée d'éléments de R, . 51 V, V' sont des sous-espaces de R ration-

! les asraces V + V' , VOTV'  YV' (l'espace engendré par les

nels sur ¥
produits vv' , v&V, v' £ V' ), et si V' £40L , V : V' {(1l'ensemble des

w tels cue wv' € V  pour teout v' e V! ) sont rationnels sur k' . C'est évi-
dent en ce gui concerne V + V' , VV' . 7n ce cui concerne VAV' et V V'

on observe que, si ¥ egt un esnace rationael gur ' et « ) une base de
? i

X/1' , tout #ldwent w de W se met d'ane maniére et d'une seule sous la forme
T de W soit

6

. w, W s w. & R, N 3 cecl £tant, vour qu'un sous-esnac
i 71 i % - :
] B N

rationnel sur ', il faut et il suffit cue la codition w & T entraine

W € T pour tout 1 .

=)

Soient V un sous-esrvace vectorisl de K ratiznnel sur ¥ et V' un sous-

espace de V j parmi les sous-corps de F contenant ¥ , sur lesquels V est

1

rationnel, il v en a un, goit ¥' , oul est counbtenu dans tous les autres ; on
b 9 J b4

1'arpelle le corvs de raticnalité de= 3 . On peut l'obltenir comme suit : soit

(Vi)iél une base de V comroszée d'éléments de I, et soit I' un sous-

N

ensemble de I tels que les Vi 1 & I', formert uns base de V/W ;. osi
—
ieI -1, on peut derire v, = @:}, a,, v, (mod W) , avec a,, €K ; I
i JETY 313 ji

est le corps engendré var les .o

Dans ce qui suit, nous arpellierons rour sizvlifier; “faisceau® tout faisceau
d'iddaux fractiomaires # ﬁOf sur ¥ . Si 7 est un ouvert de ¥ ; les cections
d'un faisceau A sur U e'idestifient aux éléments d'un sous-esnace vectoriel

st un ouvert affine;

o
(€]
[
[
[$))

de R, que nous disignercns par fﬂ(U , L)

re vour 1'algébrs afiire de U , que nous dé-

o
I?:;
(o
e,
D
3
O
]
Q
o
o
@
'r._.J
j

[M(U, &) est un idéal fraction'a
)

signerons par P(U je 4 , gue nous noterons

A(x) , est 1'idéal fr.ctionnaire o &(x) de x engendré par

T e

ses modules ponctuels ; s

I y A) . Un faisceau est uniguens \
on se donne nour chague x % £ un idéal fractionnaire & £ {Of oour Qlx)

une condition ndécessairs et enffisante rour que les A solent les modules ponc-

Dy

r
tuels d'un faisceau est cue X puisss 8tre recouvert par des ouverts affines

[¢

U dont chacun posside la rropriétis suivanbe i il sxiste un idsal fractionnaire

v

o - . : - ca My = . .
)l pour P(U) el que, mour tout x & U, B soit 1'idéal fractionnaire pour

o (x)  engendré par Con a ale

rs
I & . T, &)
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si A est le faisceau admettant les Ax comme modules ponctuels.
Soient P un domeine d'intégrité, S wune partie de P ne contenant pas O et
Q= P[S-lj . Pour tout iddal fractiomnaire .. pour P , soit )f? 1'idéal
fractionnaire pour G engendré par 2.5t }l 2t 2 sont des idéaux fraction-

naires pour P , on a
N o I e O . N G " G
9% e % @ am¥= 9 e
2 JERAN Q oyl ‘C: . 08 ke Y ol
(L% = & (e 20" =207 e 5 g

comme on le voit facilement soit dirsctement, soit en utilisant la théorie des

i

i

modules plats. Or déduit de 1 que, si A , B zort des falsceaur, il existe des

faisceaux A+ B, ANE , 4P, A4 s R t=2lz cus 1l'on ait

(& + B)(x) = a(x) + o(x) Lo ) () = Aalx) N B
(AP)(x) = alx) =(x) (4« ®)(x) = A(x) : R(x)
pour tout x £ X , et ausszi
ffw,a . B) = (v, )+ P(u, 7 f"( ,Ane) = Tw,an Nu, )
M, ) =10, (@, ™My, 4B = U, R : (U, B)

pour tout ouvert affine U .

s(z) ¢ 2(x) pour tout x (ou, ce qui

U.
e

Si A et B sont devx falscca
revient au méme, | YC (T, B) pour tout ouvert affine U ), on dit que

(U, A
A est multiprle de 3 ; et on corit A C 2.

On dit qu'un faisceauv & est rationnel sur un sous-corns ¥' de ¥ contenant
k si, pour tout ouvzrt affine T rationnel sur k' , P(U , A) est rationnel
sur k' . 5'il en sst ainsi, pour tout ouvert U pationnel sur k' , VWU, A)

n ("‘(Ui , &)

est rationnel sur V' vypuiscue (7, A) est 1'interse
pour les U, 'yun recouvrement (cue 1l'on peut sunroser fini) de U par des ou-
5 2!

D
Q
o+
f
]
=
(o7
0]
[}

verts affines rationnels sur ¥' . De plus, tour tout x € X , A(x) est engendré
s . . - AN - i R k] k
(comme icdal fractionneire pour  ({x) ) par des <leéments de Ry
Si A, 2 sont das faisceaux rationnels sur k' , il en est de mdme de A + B,
ANDB , A%, A+ %,

Pour tout faizcsau 4 , on apnslls ansenblz vorteur de A 1'ensemble des x

sot fermd ot # X . Surposcns que A soit

\_/ p)

tels que Alx) # ©

rationnel sur un sons-corms ' 4o ¥ contsnant ¥ si E  est 1l'ensemble por-

teur de A et si U ezt ur ouvsrt affine raticnnel sur k' 5 E AU est l'en-

semble des zdroe communs i cortaines fonctions appartenant 2 P(U) /Y Rk’
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en effet, E est la réunion des ensembles porteurs de s N © et de 0 : (A + O
quil sont des faisceaux rationnals sur contenus dans € ; on se raméne donc
au cas ou A < & ; mais alors 1 (U, 9) a une bace commosée d'éléments de
P(U) N er' » ce qui établit 1'assertion. Il résults de 13 que X - B est ration-

nel sur ¥' . Récirroguement, ov a le risultat suivant :

LEMME 1. - 81 i 28t vn ouvert non vide rationnel sur k' , il existe un fais-
‘
ceau A C o tel que 1'susenmble vorteur de A soit X - (1,

fa

Si A, B cont des falsceaur contenus dans ¥, 1l'ensemble porteur de A + B

est l'intersection ds ceux 4o 4 et B ; il suffira donc de denontrer le lemme

k' . Soit alors

élant des éléments #0 de R, . Pour tout

< 0 (x) tels que wvu, < U(x) (1< 1igh)
si on désigne par wu, & le faisceau dent las meodules ponctuels sont les uy 0 (x) ,
)

on a A(x) = (,(b\ (u. o 5 OJ(x)) O (x) , d'oa 31 résulte que les 4(x) sont

3
i
)

les modules ponetuels d¥un faisceau A k' . Cn sait que Q est
t

1'ensemble des pointz x € X en lesguels lzs fonctions Uy sont toutes définies ;

il en résulte que l'encemble norteur de - =st X - i,

an point de X rationnel sur ¥k . I1 existe alors une

suite (B ) de faisceaux contenus dans L quil possiéde les propriétés suivantes :

n
on a ‘30 = €, F“H “ B, pour tout ns 0O, l'ensemble porteur de Bn est

{x } B .(x.) &t ungous-espace vectoriel (sur K ) de codimension 1 de B (x.) ;
0 ®n+1 0 — = "n"0C
. {~l

ona [ X = 304

on.a i=o B (k) = 10

S6it U un ouvert afiine rationnel sur ' et scit ./T‘. 1'idéal des fonctions
N “
de P(U) nulles en Zg L'espace L cet rationnel sur k! ; il en ‘est de méme
i\ L 17 eet 4o codinension fini (g
{ pour tout V . De plue, "T], et de codimension finie dans s et
1

. peey Vi , .z ,
tout sous-ecpace vecltoriel de 777 contenant “3\ est un idéal. Il en résulte

qu'il v & une suite déeroissante (& ) d'iddaux d= P(U) commengant par
- , - . Ay . s q v
f)%n = P(U) tell: cque cragus figure parml les JA " et que, pour tout n ,
0 .
%n«»l soit de codimerzic. 1 der Jﬁn et soit rationnol sur k' . Il est-clair

qu'il v a un faisczau = £ 9O  to. jue B (x) = 0(x) pour tout x # Xy s
N ,

Mw,s)=3

de P/% sur (‘(ﬁ)/

. Ltiz Jem“rry Fo—> (,(_xp) définit pour tout n un isomorphisme
p ) B < cat done de codimension 1 dans
(, P n+1(} O) 2 e (c}

Bn( o) toute pul;same d‘.. 1'idéal rromier maximal ds  (x.) figurant parmi les

. Y o R o pr o 3T At
Bn(xo) , on a (; E'n(XO) = iC} » Infin il ost clair que les faisceaux B ~ sont
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rationnels sur k' .

g

‘A tout diviseur I sur X =ast attachi un faisceau que nous désignerons par
. - = B A o3 7 .-. . 3 o - .
AD ;5 vour tout x < X', Ay (v} ect un idéal fraciticnnaire principal. Nous di-
rons gue D egt rationnel sur un sous-corrze k' de ¥ contenant k si AD

est rationnel eur k' . S'il en zst ainsi; ot s1 x =23t un point quelconque

i
de X, D possede une fonction de définition en x omi aopartient 2 Rk' .

Les diviseurs rationncls sur k' forment un sous-groupe du groupe des diviseurs.

LEMT 3. - Soit D

¥ . Suprosons au'il existe un faisceau F

rationnel sur Y tel oue ﬁD & F o, Llore 1'ansumble des szous-corps de ¥  conte-

nant k' sur lescunls D est raticnnel a un olus metit dlément.

S0it U un ouvert aifine retionnsl sur 11 on a {W(U 5 AD) c P(U s, F) 5 et
4 ‘ ]
| (U, F) ect un ssnace ventorisl retionnel sur X . L'ensemble des sous-~corps
de K contenant ¥ gur lesquels ! (U, A ) eet rationnel a donc un plus petit

élément Kk Scit ' 1la oo

Hy
w

s sngendri ner les k. pour tous les ouverts af-
1

fines U rationnele mur ¥ ; il est clair cue k' est le plus petit sous-corps

5

de X contenant ! sur lequel D goit retionnel.

On dit qu'une classe € de diviseurs de X 2¢t rationnelle sur un sous-corps

¥*' 3k de ¥ 81 C contient un divissur rationnel sur ¥' .

La varidté . X est dite sami-complitc si, pour tout faisceau F , [(X , F)

est de Jimensior finie. IL en ¢st en parviculier ainsi; si X est complete.

THEOREMT 1. - Soit ¥ une “-variité semi-coanlite qui nosseéde un point Xq
rationnel sur ¥ . 81 C sst uns clasce de diviseurs sur X , l'ensemble des

sous-corps de V contenant k sur lzsqusls C oest rationnelle a un plus petit

élzment.

ous choisirong un ocuvert affine U rationnel sur k contenant Xq et un
faisceau HC § wvetionnel mur k', dcmt 1'emssmble rorteur est X - UO . 11
existe un diviseur D& C el que 1l'on ait J(A‘ & (%) pour tout x Q-UO o
En effet, soit D, un élément gqueiconque de C ; il y a un élément f & P(U )
t

el que £#0, f F(UO ) Ay ) ¢P D = D. + div £ posséde alors la proprié-

o

E . » - ; I 2 °
té voulus. 50it D un divissur ayant 1 riété énoncée ; alors

'd

G (G4 AD) est un faisczau contenu dans & dont 1'ensemble porteur est
contenu dans X - UO . Geci étant, il est kier connu qu'il existe un m > O tel

que

) )

(o ~ ~ ;
H C RV ((:‘ -+ -IXD
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d'od
=
U W .
D
Tous choisirons des faisceaux 2  qui possedent les propriétés du lemme 2,
et nous désignerons var C_ 1'ensemble Jeos diviseurs 5' & C tels qug
g C 3 .0nadone D <C dtou C.#¢ ; ona C cC C =
t c s b Mol 5 on n+l n?’® n=0 "n g .
Soit
(_i.)‘ — 3’1( 7 % -0 A
o = o ho H e S 5
b T Ty &D) ¢
rour qu'un diviseur D' avrartienne 0, il Zazut et 11 suffit qu'il se mette
sous 1la forme D + dv £, avec un Zidment £ #0 de $ .ona '@ < ® ;
b ) _ - n n+1 n
moptrons que ‘¥ . est de codimersion &1 dans 4 . Soit g une fonction de
e T " 5 T .
définition de D en %. . Onoa le ) = Of0) , &1 done q) < %7“ , on a
Po< i (x) ot une cordition ns 2t suflisante pol e ) &“
f}, (x) 16 dition o saflisante pour que \Q (3 T+l est
n+1(x) set ds coGirension 1 dans Bn(x) , notre
silleurs, ¥, est de dimeasion finie >0 (puisque
& ’ln ) . il v & dencun ¥ 40 tel que dim 1x,= 1,
v
oue G, 3% un emsemble & un seul élément ; soit
allons rortrar gue /2 szt rationnel sur tout sous-corps
oousl C est ravicnrelle. Soit D1 un diviseur
Pour tout n o, Or asl 1'ersemble des diviseurs de
ou l¥ cotoun Slément #0 de l'ecpace
'y D
(L, G Ay ) .
) 1
de disension 1 . Far ailleurs : H' A, est

},l

un faisceau rationnsal sur

r ¥ o, 5i \P est un 21

, de sorte gue

rationnals su

Bn D1

une base composée d'éléments

-

#0 de q‘.‘g,an, s On a

A = Dl + d:’tvl&» , ce qui montre que A :st rationnel sur k' (car div ‘\) 1test
tyidemment). Tar ailleurs, on & A N 6o 3B , et 02 H" est rationnel sur
% . L'enzemble des scus-corps de contenant k sur lesquels & est ration-
uel a Gone un vlug petit élément ' ; il ost clair que ' est aussi le plus
netit sous-corps de K comtenant ¥ sur lequel C soit rationnelle.



