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. ’ 2 .
DIVISEURS EN GLOMETRIE ALGEBRIOUE

par C. S. SESHADRI

Dans la premidre partic de cet exposé, on va dénontrer un théoréme de SERFE sur
les variétés conplétes [6], suivant la néthode de GROTHENWDIECK [4 ], la seconde
partie est consacrée aux généralités sur les diviseurs. Dans la littérature, on

appelle souvent les diviseurs étudids ici diviseurs localenment principauxe.

les espaces algébriques considérés ici sont définis sur un corps K algébrique~-
ment clos. Par variété on entend un espacs algibrique irréductible. Si X est
un espace algébriqus on nots O(X) , R(X) , ste. (ou sinplement O , R etc.) les
faisceaux d'anneaux locaux, de fonctions réguliéres etc. sur X (pour définir
R(X) on suppose que X est une variété). Par faisceau cohdérent sur X on
entend un faisc.eau cohérent de O-nodules sur X .

1. Préliminaires [4], [5], [6] .

S1 M est un noduls sur un anncau intégre A (comrmtatif et avec 1) on
appelle un élément n e ii , §lénent de torsion, s'il existe a €A, a #0 tel

qus a.n =0 o On eppelle M, module de torsion (resp. sans torsion), si chaque

élément de M est un élément de torsion (resp. si M #£ O et si aucun élément
non-nul de M ntest éldment de torsion). Les élénents de torsion de M forment
le sous-module de torsion de M (noté T(M)) 3 si M# 0, M/T(M) est un module
sans torsion. S1 M est un module de torsion de type fini sur A , 1'idéal

sun M de & (idéal de A formé par les ¢léments a €4 tels qus a M= 0)

est non-nule.

Soient X wun espece algébrique et F un faisceau de O-modules sur X o, On
appelle suppF 1'ensemble des points x €X tels que F_ £0 .81 F est
cohérent, supp F est unc partic fermde de X . D'ailleurs, si X est affins,
- supp F st 1l'ensemblc défini par 1'idéal ann HO(X , F) de 1l'algdbre affine
(X, 0), H(X,F) &tant considéré come un nodule sur HO(X , 0) .

Un faisceau F de O-modules sur une variété X est dit faisceau de torsion

(resp. faisceau sans torsion) si p'our chaqus x €X , le module Fx sur l'anneau

Ox est un module de torsicn (resp. un module sans torsion).
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PROPOSITION 1, = Si F est un faisceau cohérent sur uns variété X , il exdste

un sous-faisceau cohérent T(F) de F (et un seul) tel que (T(F))x = T(Fx) o

L'unicité est triviale. L'existence est une conséquence du fait que, si X est
affine, T(F)g est obtenu par localisation du module T (HO(X , F)) par

rapport & 1'idéal naximal de HO(X , 0) qui définit x .

COROLLAIRE, - Si F £ 0 ’ F/T(F) est un faisceau cohérent sans torsion.

PROPOSITION 2. - Si F est un faisceau cohérent sur la variété X , supp F £X

81 et seulsiment si F cst un faiscesu de torsione

C'est une conséquence triviale du fait que si U est un ouvert affine,
supp F NU st défini par 1'idéal amn HO(U , F) de H°(U, 0) od HO(U, F)

- ’ I 4 O
est considéré comme un wmodule sur H (U, 0) .

PROPOSITION 3+ — Si F cst un faisceau cohérent sans torsion sur une variété
X, F C,Rn, il existe un faisceau cohérent I, I £0 , d'idéaux ds O , tel que
1.F <o® ,

Soit I 1'idéal [07 ¢ F ] de O i.. 1'idal des éléuents i do O
tels que 1 F C O?C + Come F_ st de type fini sur O, I #0 .Sion
prend un ouvert affine U de X , on vérifis que Ix est obtenu par localisation
de 1'idéal [H°(U , 0%) : #°(U , F)] de H°(U, 0) par rapport a 1'idéal
naxinal de HO(U , 0) qui définit x . Dene {Ix-% < ey ¢85t un faisceau cohérent
I d'idéaux de O tel que IFC O .

Soit F un faisceau cohérent sans torsion sur une variété X . Alors 1'homomor-
phisne canonique F —F 8, R est injectif. Les faisceaux R et F 8, R sont
" des faisceaux localenent constants et donc constants ([57] page 229). On peut
ainsi identifier F 8, R avec un espace vectoricl de dimension finie sur R
(on identifie lc corps dzs fonctions rationnslles avec le faisceau R comme R
est constant). On appelle cetts dimension rang de F et alors on peut considérer
F come un sous—faiscceu de R sy n=rang I .

PROPOSITION 4. - Sous les nméines hypothéses que dans la proposition 3, il existe
un faisceau cohérent I d'idéaux # O de O tel qus I.F co? , O n = rang

de Fj; O%/IF ct F/I.F sont alors des faisceaux de torsion.

ILa déuonstration est immédiatee.
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Si Y est une partic fermée d'un espace algébrique X , on note IY lc faisseau

cohérent d'iddaux de O défini par Y .

PROPOSITION 5. - Soient Y une partic fermée d'un espace algébrique X , et F
un faisceau cohérent sur X , avec supp F CY ; alors il existe un entisr k tel

II;F=O.

On est romené su cas o X est affine, puisqu'il existe un recouvrenent fini
de X par des ouverts affinese Dans cc cas l'hypothése implique que l'ensemble
défini par 1'idéal ann HO(X , F) est contemu dans Y . Ceci entratne, come 1l
st bien connu, que amnn HO(X , F) DII;'. '

PROPOSITICN 6. - Soit F un faiscecau cohérent d'idéaux fractionnaires sur une
variété X (L.c. un sous-faiscecau cohérent de R) tel que, pour chaque x en
dehors d'un ferné ¥ ds X, F_ soit un idéal de O . Alors il existe un
entier k tel que II;.F 0. |

Par la proposition 3, et l'hypothdse il existc un faisceau cohérent J d'idéaux
de 0 tel que J = Ox si x 3'51' y et JJF CO.0na donc supp (0/J) CY et,
d'aprés la prop031t10n 5, 11 sxiste un entier k tel que I (0/7) = 0 . Ceci
inplique IIX{. CJ et donec on a IIQ.F <0 .

2. Théoréne dc dévissagce.

Soient C une catégorie abéliennc st €' une sous-catégorie d'objets de C .
g g J

! .
On dit que C' est exacte & geuchc en C si

1° tout sous-cbjet d'un objet de €' est dens ¢,

20 pour toutesuite exacte O > A' =3-A — AV —)- 0 dans C , l'ob;et A est
dans C'pourvu qus les deux autres sont dans C' ( )e

Soit X un cspace algtbrique. On désigne par C(X) 1la catégorie abdlienne des
faisceaux cohdrents sur X . Si Y cst une partiec fermée de X , un faisceau
cohérent sur Y posséde une extension cancniqus corme faisceau cohérent sur
X (en mettant O en dehors de Y) et donc on peut considérer c(Y) comme une
sous-catégoric de C(X) . i4vee ecs notations on a le théoréme suivant @

~{7) Les wxtocs il FTinissont ici une sous~eatégoric cxacte & gauche ‘sont
un-peu plus forts que oux - GRUT:w IECK (4]
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4 \ »
THEOREME de dévissages — Soit D une sous-catégorie exacte 4 gauche de C(X)

qui posséde la propriété suivante : pour tout partie fermée irrédductible Y
SE_ X , 11 existe un faisceau cohérent MY de C(Y) qui appartient & D et
qui est sans torison en tant que faisceau sur Y . Alors ona D = C(X) .

La démonstration sc fait par récurrence sur la dimension de X . Si dm X =0 ,
X se réduit & un nombre fini de points Py eeey Pr et un faisceau cohérent
sur X s'identifie avec un systéme %Ni% y i=1, «eso, v, ol N, estun

espace vectoriel de dimension finie sur K . Donc lg faisceau MP sur Pi qu'on
3

se donne par hypothéss est un asprce vectoriel de dinension finie sur K . Dtaprés
les axiones d'une sous-catégorie exacte & gauche, il est trivial de vérifier

que chaque systeme {Ni} s A=1, o0, r, ol Ni est un espace vectoriel de
dinension finie sur K , considéré comme faisceau cohérent sur X , appartient

a Do,

Supposons maintenant le théoréme démontrd pour toute dimension <n -1 . Soit
din X =n . Soit Y wune partie fermée de X telle quse dinY¥ £(n -1) , On
vérifie facilement que D N C(Y) est une sous-catégorie exacte a gauche de
C(Y) , satisfaisant cux hypothéses du théoréme. Done, par 1'hypothése de
récurrence D DC(Y) .

On va dénontrer maintenant que si F est un faisceau cohérent sur X avec
Supp F =Y, F ED .81 I F=0,ona F &C(Y) ot par ce qui précéde
F €D . En tout cas, en vertu de¢ la proposition 5, il existe un entier k »>1 ,
tel que Ig F=0.0n fait la dénonstration par récurrence sur k . Supposons

1'assertion démontrée pour chaque faisceau cohérent G sur X tel que
k-1
I

¥ G=0.Pour F on a une suite exacte

0= I, F—~>F --)F/IY.F - 0

Le faisceau Iy.F est annulé par 15-1 et le faisceau F/TYF est annulé par
IY « Done IY°F et F/IYF appartiennent & D . Ceci entraine qus - F € D .

Supposons que X soit une variété et F wun faisceau sans torsion sur X . On

, . , n
peut considerer F comme un scus-faisceau cohérent de R

, N ='rang F et
en vertu de le proposition 4, il existe un faisceau cohérent d'idéaux I tel
que I.F c 0" ct que les faisceaux F/IF , O0°/IF soient des faisceaux de
torsion. Comme (F/IF) est un faisceau de torsion, F/IF €D ; donc F €D
équivaut & IF € D , De fagon analogue, IF € D est équivalent & 0" €D et,

d'aprés les sxiomes d'une sous-catégorie exacte, 3 O «D o Done F €D est
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équivalent & O €D . Si on répéte le néne argunent pour le faisceau sans torsion
MX. qu'on se donne par hypcthése, on en déduit O €D &t ceci implique Fé€ D .

Supposons encore que X soit une variété mais que F soit mn faisceau cohérent
arbitraire. On démontre que F € D . On peut supposer F # O et alors on a

0=>T({F) =F=F/T(F) =0

ou T(F) est un faisccau de torison et F/T(F) un faisceau sans torsion. Par
la proposition 2, dupp T(F) # X ot, come X est unc voriété,

din supp T(F) < din T(X) + On a alors, d'aprés l'hypothése de récurrence,

T(F) €D, ¢t on vient de dénontrer que F/T(F}) €D . Done F €D .

Soient X un cspace algébrique orbitraire et X eee 4 X Ses conposantes
S q 1 ’ ’ p

irréductibless Si F est un faisceau cohérent sur X , F/IX F peut &tre
i

identifié avec un faisceau sur la varidété Xi (IX est le faisceau d'idéaux de
i
0(X) déterniné par Xi) et por ce qui précdde F/IX F ¢ D . Donc lo faisceau
1
G = oy F/TX F appertient & D . On a un honomorphisiie canonique
= i

¢ F—=G . L'inags de \ est un scus-faisceau cohdrent de G , par consé-

quent llineze de  appartient a D .

On a supp ker ¢ C X N Xj et par conséquent din supp ker ‘f<dim X

U
1,3 (i#5)
et par l'hypothése de récurrence ker % € D o Done F €D et le théoréme est

dénontré.

COROLLALIRE (Théoréne de Serre)e - Si F est un faiscenu cohérent sur un espace

algébrique cormplet X , alors H (X , F) est un espace vectoriel de dinension

finie sur K .

On prend pour D 1ia catégorie ds tous les faisceaux cohérents F sur X tels
que H°(X , F) soit de dimension finie sur K . On vérifie que D est une
sous-cetégerie exacte & gnuche en C(X) . D'»illeurs, on sait que si Y est une
partie fernmée irréductible, alors Y cst une variété corpléte.. Done le faisceau
cohérent O(Y) sur Y est un faisceau sans torsion avec la propriété
Ho(Y , 0(Y)) &K et par conséquent HC(X', o(v)) = B2(Y , 0(Y)) est de dimension
finie sur K (on disigne par s mére symbole O(Y) , 1l'extension canonique

de O(Y) & X) o D'aprés le théordne, le corollaire sst demontré.
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3. Diviseurs (Généralités).

Soient X une veri té algébrique et R*(X) s O*(X) (ou sinplenent r* , O*)
respectivement le faisceau constant sur X des fonctions rationnelles et non=
nulles et le faisceau sur X des fonctions réguliéres et inversibles. Les
faisceaux R* et O , munis de leur structure multiplicative, sont des
faisceaux des groupes abéliens.

Un diviseur D sur X est une section du faisceau quotient R*/b* . Un é1lément

* s 4 ’

ds R qul est un représentant de la valeur D(x) de D en x est appelé
une fonction de définition ds D en x . Plus généralenent, une fonction f eR*

est appelde fonction de définition de D dans un ouvert U si, pour chaque x €U

f est un représentant de D(x) , et alors f est déterminée & une fonction
régulidre et inversible prés dans U . Puisqu'on peut relever une section de
R*/0* localement a une section de R* , un diviseur D est déterniné par la
donnée suivante : un reccuvrensnt {Ui% par des ouverts, et des fonctions
rationnglles non-nulles £, dans U, telles que dans U, n Uj s fij= fi/f‘_j
soit une fonction réguliére et inversible. On a fﬁjfjk fki =1 dans

Ui n Uj N Uk et comme c'est bien cormu, cela permet de construire un espace
fibré localement trivial avec K* corne groupe structural ; il est facile de
voir que cet espace fibré sst déterminé & une équivnlence pres (7] « D'ailleurs
les faisceaux cohdérents d'idéaux frectiomnaires (i.e. les sous-faisceaux cohérents
de R) engendrés par fi et £, coincident dans Uifﬁ U, et ne dépendent pas
du choix des fonctions de définition de D dans U; et U, . Cocl entratns
que le diviseur D déternine cancniquerent un faisceau cohérent d'idéaux
frectionnaires localenent principauxe. On voit facilenent que la réciproque est

vraie et cela permct une définition équivalente d'un diviseur [17.

*
Un diviseur D sur X est dit positif si pour chaque x €X , D(x) € 0 /07
(1.e+ toutes les fonctions de définition de D en x sont des fonctions réguliéres

en X).

* sk . PR s
Corme R /0" est un faisceau de groupes abéliens sur X , il y a une structure
canonique de groupe abélicn dans l'enseubls des diviseurs sur X ; ce groupe

est appelé groupe des diviseurs sur X « Ia loi de composition dans ce groupe

est dorite additivement, et 1'élénent neutre dans ce groupe est donc appelé

diviseur nmul (0) «

Si f est une fonction ratisnnelle non-mulle sur X , elle définit un diviseur
*
div £ par la donnée (div £)(x) = inage de f dena R.*/Ox « Les diviseurs
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obtenus de cette fagon sont dits diviseurs Erihcigaux et forment un sous=groupe du
groupe des diviseurs sur X ; le groupe quotient est appelé groupe des classes des

diviseurs sur X . Deux diviseurs D et D2 sont dits équivalents, s'ils sont
équivalents modulo le grouve des diviseurs principaux 3 on éerit Dy~ D, « Ona
vu qu'un diviseur définit & une équivalence prés un sspace fibré algébrique locale=
nment drivial avec groupe structural K* . D'autre part il est facile de voir

qu'un espace fibré algébrique localement trivial avec K*  coume groupe structural
définit un diviseur & une équivalence prés [7] . Done le groupe des classes des
diviseurs sur X = Hl(X ’ O*) s groupe des classes d'espaces fibrés algébriques

Ve s by
équivalents avee K" comme groupe structurals

On peut définir de fagon analogue un divissur additif sur une variété X

corme section du faisceau R/O (les diviseurs définis auparavant sont appelés
diviseurs multiplicatifs ou sinpleuent diviscurs). Les diviscurs additifs
forment un groupe abélicn et 1éme un espace vectoriel sur K . Un diviseur
additif est déterminé par la donnée suivante : un recouvrenent iUi} de X par
des ouverts, et des fonctions rationnelles fi dans Ui telles que
£y - fj = fij soit une fonction régulicre dans U, N Uj « On peut définir,
comnme pour les diviscurs (multiplieatifs) les notions de fonction de définition
d'un diviseur additif,d'équivalence entre deux diviseurs additifs, etc. On
trouve par exemnple Hl(X , 0) = le groupe des classes des diviseurs additifs
sur X .

Soit D wun diviseur (nultiplicrtif) sur X . On appelle supp D 1l'ensemble
des points x € X tels que D(x) mne scvit pns 1'élénent neutre dans R*/b;
i.e. chaque fonction de définition de D en x , ou bien n'est pas définie en

X , ou bien y prend la valeur O .

PROPOSITION 7. — Le support d'un diviseur D sur une variété X est une

partiec fermée # X de X,D=0 si et seulcnent si le support est vide.

La derniére assertion est trivials. Pour la preniére on dénontre que l'ensenmble
E des points x € X tels que chaque fonction de définition de D en x appar—
tienne a O; est un ouvert non-vide 3 en effet si on prend une fonction de
définition g de D en x , slls est aussi une fonction de définition de D
dens un ouvert U qui contient x . Par hypothise si x € E , g est réguliere
en x et g(x) £#0, et on peut choisir U de telle sorte que g soit régulidre

et inversible dans U , ce qui nontre que E est un ouvert .
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PROPOSITION 8. -~ Si D gst un diviscur sur une variété nornale X , supp D

est une réuniaon d'hypersurfaces (i.c. de sous-varidtés fermées de codinension 1).

Si f est une fonction sur une variété ncrnale Y , on sait que si £ n'est
pas définie en x €Y , x apparticnt & une varidété de pdles oude zérosde £ (i.ce
une conposante irriductible de le fermeturc de l'enserble des points x €Y ol
f(x) = © ou 0). Donc, i on prend pour f une fonction de définition de D
dans un ouvert U <X , supp D U est la réunion des varidtés polaires et
nulles'de f dens U ot on sait que ces varidtds sont de codimension 1 ([27,
chapitre III).

REMARQUE. = S1 X n'sst pos nornale, ls support d'un diviseur D sur X
n'est pas nécessairensnt de codirmension 1, Il est en effet facile de définir une
variété affinc X de dimension >1 qui est partout nornale sauf en un point

unique x_ (prr exerple, le liecu du point (a, ab , B°

’ b3) dans 1l'espace
nurérique & 4 dinensions). I1 existec une fonction u  qui est partout définie sur
X, qui est entidre sur 1l'annecu loesl de X, nais qui n'cst pas contenue dans
cet anneau 3 lui ajoutant au besoin une constante, on peut suppéser que X n'est
pas un zéro d¢ u « I1 y a 2lors un voisinige ouvert X! de X tel que le
diviseur de la fonction induite par u sur X' ait son support réduit au point

X o
o)

Supposons que X soit une variété noranle, ¢t D un diviseur sur X o Soit
S unc hypersurfeccec sur X . 51 f est unc fonction de définition de D en
x €5, l'ordre de f sur S ({27) ne dépend pas du choix de f nide x &S .
On peut noter cet entier per erdg D . I1 est facile de voir que ordS D=0 si

et seulenent si S <¢supp D + 51 on prend maintenant lea conbinaison formelle

—
c =:€?-(ords D)sS ou S parcourt l'enscrble de toutes les hypersurfaces de X

C est un cycle de codimension 1, gu'on oppelle cycls associé au diviseur D .

PROPCSITION 94 = Soit X une variété normale. L'application qui associe &

chaque diviscur D, le cycle 9o codinension 1 associé & D, est un honmomorphisme

injectif du groupe des diviseurs sur X dans le groupe des cycles de codinen-

sion 1.

Lo dénonstraticn cst triviale.

PROPOSITION 10, —= Si X cst en plus une variété non singulieére, 1'homomorphisme

by

qui associe & chaque diviscur son cyclc associé est bijectif.
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I1 suffit de montrer que pour toute hypersurface S , il existe un diviseur
D, tel que 16 cycls . de3 soit ls cyels associé & D o Puisque X est non-
singuliere, pour chague x £X , l'anneau local Ox est factoriel [3] 3 donc
pour chaque x €8 , & eab défini par une seuls équation dans un voisinage de

x o Donc il existe un recouvrenent U i=1, «eo, p d6 S par des ou~-

Vs
verts U, de X et pour chuque 1, ine fonotion £y réguliére dans U, et
non-nulle en dehors de Ui A S dans Ui avee ordS fi =1 . Il en résulte qus
fi/fj est une fonct?on rimuliere et inversible dans Ui N U, « Prenons naintenant
le recouvrenent {Ui} 9 1=0, «c.,p ot U =C35 et posons f = 1 .11
est facile de voir gque le diviseur D pour isquel fi est une fonction de
définition d¢ D dens U, est t=l que ls cycle associé & D soit 1.5 . Donc

la proposition est ddnontrée.

REIMARQUE., = La proposition n'sst pas toujours vraie si X n'est pas non=-
. ‘s 4 ‘s
singuliére. Por exenple pour le cbne xy - zw = 0 dans K° , le cycle défini

par x =2 =0 n'est pns le cycle d'un diviseurs
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