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Séminaire C. CHEVALLEY - 20-01
E.N.S. 1956/1957

LES GROUPES DE TYPE An

(Exposé de C. CHEVALLEY, le 16.12,1957)

1. - Le groupe SL(V) .

Soit V wun espace vectoriel de dimension finie sur K ; nous supposerons
V de dimension n + 1 >1 . Soit SL(V) 1le groupe des automorphismes de déterminant
1de V . Le groupe GL(V) est, comme on le voit facilement, produit semi-direct
de SL(V) et d'un groupe de dimension 1 ; comme GL(V) est connexe, on voit que
SL(V) est connexe. Montrons qu'il est semi-simple. Il est bien connu que 1'injection
canonique SL(V) ., GL(V) est une représentation simple de SL(V) et que le centre
de SL(V) est fini ; notre assertion résultera donc du

LEMME 1, - Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur K et G un

sous—groupe fermé connexe de GL(V) ; si 1l'injection canonique G - GL(V) est

une représentation semi-simple de G , le radical de G est un tore qui est la

composante connexe de 1'é1lément neutre dans le centre de G .

Soient R 1le radical de G et R" 1'ensemble des éléments unipotents de
R . Représentons V comme somme directe de sous-espaces Vk stables par G qui
fournissent des représentations simples de G . ?our chaque k , il existe un X} £0
de V, qui est laissé fixe par les éléments de RY (exposé 6, théoréme 1). Or
il est clair que R est un sous—groupe. distingué de G ; les éléments de Vi
invariants par RY forment donc un sous—espace stable par G et par suite identi-
que a Vk . Ceci étant vrai pour tout k , RY se réduit & son élément neutre., IL
en résulte que R est un tore (exposé 6, théoréme 3) ; étant distingué dans G,

il est dans le centre de G ; le lemme 1 résulte immédiatement de la.

Soit (x1 s eee s xn+1) une base de V . Les éléments s de SL(V) qui

admettent chacun des x, comme vecteur propre forment un groupe T ; si on pose
n . _ .

tax, ‘wi(t)xi (teT) , on a Ty wi(t) =1,et, 8l a,, 00,8

des éléments quelconquesde ¥ de produit égal & 1, il existe un é1ément t € T

sont

te1 que wi(t) = a; (leei<n+ 1) ; sion choisit les a; de maniére qu'ils
soient tous distincts, ce qui est manifestement possible, le centralisateur de
1'¢1ément t est T o Il résulte de la que T est un tore maximal de SL(V)

et que le groupe X(T) des caractéres rationnels de T est engendré par les “3 3

on a en notation additive) 532:1 W = 0 , et tout ensemble composé de n des éléments
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o est une base du groupe X(T) . Soient i et j des indices distincts

entrc let n+1 ; si £&e K, les formules
'Z'ij(g).xi = %3 +EXy
Tﬁj(zg‘xk =x  si k £1i

définissent un élément Tij(g) de SL(V) , ot Tij est un isomorphisme du groupe

2dditif K sur un snus-groupe dec SL(V) ; onasi te& T,
—1 ~— "\—-l R .

il s'ensuit que @, - ﬁ% est une racine de SL(V) par rapport & T . Il est clair
que 1l'on obtient ainsi n(n + 1) racines distinctes de SL(V) ; comme SL(V)
est de dimension (n + 1)2 -1 et T de dimension n , on a obtenu toutes les
racines de SL(V) (exposé 19, lemme 1). Il est clair que les racines o =W - &§+1
(1£1isn) forment un systéme fondamental, et que le diagramme de Dynkin
correspondant est de type An . Le normalisateur de T dans SL(V) se compose
des automorphismes xi1>'bi X (1) ou TU est unc permutation de {} 9 see 5 D # %}
et oli les b, ont pour produit la signature de T . Les é1éments de SL(V) qui
transforment en eux-mémes tous les sous-gspacces §5§:; Kxj de V (L<ign+1)
forment un groupe de Borel,

Soit f 1'application canonique de GL(V) sur le groupe projectif PL(V)
de 1'espace V . C'est unc isogénie dont les cxposants radiciels sont tous
égaux a 1 (exposé 18, proposition 3) ; il résultc immédiatement de 1la que PL(V)
est.aussi de type An e 81 T' = f£(T) , ot si ¥ est 1l'isomorphisme du groupe
X(T') des caractéres rationnels de T' sur un sous-groupe de X(T) associé &
£, 1'image de X(T') par ¢ est engendréc par les rapperts mutuels (en notation
additive, les différences mutuelles) des @, 3 le groupe X(T') est donc engendré

par les racinas de PE(V) .

Soit q une puissance de 1l'exposant caractéristique de K ; soit H 1le
groupe algébrique qui a les mémes éléments que SL(V) mais tel que les fonctions
numériques sur H soient les puissances q-iémes des fonctions numériques sur
SL(V) . Pour tont s« SL(V) , soit M(s) la matrice qui représente s par

rapport 3 la base (x1 s ees 5 X_.) 3 l'application de SL(V) qui fait correspondre

n+l
a tout s 1'élément s' tel que les éléments de M(s') soient les puissances

g-idmes de ceux de M(s) est un isomorphisme €= SL(V) sur H .
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2. - Poids dominants min_j.maux.

Soient G wun groupe algébrique semi-simple, T un tore maximal de G et
(cx1 ) eeve s O(n) ~un systéme fondamental de racines de G par rapport & T . On
appelle poids dominants de G les poids dominants des représcntations projectives
simples de G . Désignant par X(T) 1le groupe des caractéres rationnels de T,
on peut ordonner 1l'espace vectoricl Q e X(T) en convenant que les &léments > O
sont lescombinaisons lindaires & coefficients tous 2 0 des x; 3 on appelle

alors poids dominants minimaux les éléments minimaux de l'ensemble des poids

dominants # O relativement A cettc relation d'ordre.

Introduisons une métrique définic positive invariante par le groupe de Weyl
W sur 1'espace Q e X(T) . Tout élément A-de @ e X(T) tel que 1'on ait
(N[x;) 20 (1gi<n) est 0 rclativement & notre relaution d'ordrc.
o { . - ¥ !
Ecrivons en offet A o 2161' c, Ky Eiel" cyoxy OU I' et
I" sont des enscmbles disjoints et ol les c; sont =0 , Tenant compte des
relations (o laj) 20 si i#j, onvolt tout de suite que (ZieI"ci °<il°«j) =0
. n . 2 d > -: R A
pour tout je I" ; il en résulte que (S‘ié.l" e %4 pm,, oy O&i)\¢.0 , d'ol
1eIM ©4 0<i = 0, ce qui démontre notre assertion. Si & est un poids dominant
et w, la symétrie par rapport & %, , ona wi(m) =W-oe; % avec e, 0 ;
il en résulte que ("Jilo(i) 2 0, donc que W est > 0 , Les poids dominants
minimaux sont donc nécessairement des poids dominants fendamentaux ; mais, en géné-

ral, les poids dominants fondamentaux ne sont pas tous minimaux.,

Si A est un élément quelconque de Q ® X(T) , il existe une opération w
du groupe de Weyl tel que 1'on ait (w(}\) ldi) > O pour tout i, d'oun w(\) =0 .
En effet, soit ). en &lément maximal (relativement & notre relatioh d'ordre)
dans 1'ensemble des transformés de A par les opérations de W ; comme Wy est
la symétrie par rapport & (xi sy On a in\‘) = ‘)\’,—- m, CK:.L » My étant un nombre
_ rationnel ; il résulte du caractdre meximal de N que les m, sont tous >0 , .

d'ol (X'jai) » 0 , ce qui démontre notre assertion,

PROPOSITION 1, - Soit P lune représentation projective simple dé G dont le

- poids dominant % soit minimal. Les poids #£ O de P gont alors les transformés

de W par les opérations du groupe de Weyl W ; ils sont tous de m_ultiplicité 1,

Soit en effet &’ un poids’ de ¢ ; il existe une opération w de W telle
que l'on ait (w(w) I(Xi) >0 (1<i<n) ; ona donc wi(w(m.‘)) = wl) - e; % »
les ey étant des nombres rationnels > O . Mais tout transformé de @Y/ par une

opération de W est encore un poids de ? , et les différences mutuelles des
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polds de ? sont des combinaisons linéaires & coefficients entiers des racines

(exposé 16, proposition 1) ; les e; sont done onticrs,

I1 en résulte que, si &/# 0 , wl@) est un poids dominant ; comme & - w(w’) est
>0 (exposé 16) , il résulte du caractére minimal de 27 que w(w) =@ . Il est
clair que deux poids de ¢ qui sc déduisent 1'un de 1l'autre par une opération

de W ont méme multiplicité ; comme %3 est de multiplicité 1, il en est de méme
de @/,

COROLLAIRE. - Les notations étant celles de la proposition 1, si on suppose do

plus que ¢ n'est pas combinaison lindaire & cosfficients enticrs de
“1 s L ] ’w

n? 0 n'est pas un poids de € et le degré do ¢ agst le nombre

des transformés distincts de & par las opérations de W .

"Cela réstlte de ce que la difffrence ontre doux poids de { ost une

combinaison lindaire & coefficients centiors des 03 .

[On notera qus nous appclons degré d'une renrésentation projective opérant
dans l'espace projectif ’33(V) associé a un espace vectoriel V 1la dlmen31on
de 1'espece V et non pas celle de 1'espace ﬁ‘:(V)]

Appliguons ccei aux divers types de diagrammes de Dynkin connexes. Nous

utiliserons les notations de 1l'exposé 19.

1° Type An « On rcconnait faciloment que tous les poids dominants fonda-
mentaux sont minimaux. Les transformés du k-ieme poids dominant fondamental
wk par les opérations de W sont tous los é1éments cvil + e # wik ol
il 9 sen ik sont des indices distinets entre 1 et 'n + 1 . Aucun des poids
5& n'est combinaison lindaire & coefficicnts cntiers des racines ;3 si donc G
est de type An , lo degré de la représentation projective simple de poids dominant

. s . . n+l
GL est le coefficient binomial ( X ) .

2° Type B_ . Les seuls poids dominants minimaux sont @, et @_ . Le poids
._.'.Y_P... n 1 n
W st combinaison lindaire ontidre des racines, mais il n'en est pas ainsi de
! n
@ . Les transformés de @ rpar los opérations de W sont les (1/2)2:_'.i=1 e(1) F& ,
e{i) = * 1 . 5 donc G est deiype Bn s la représentation projective simple
de poids dominant G% de G eost de degré 2" .

3% Type C . Le seul poids dominant minimal ost @, , qui n'est pas combi-
_.lE_. n 1

naison lindaire entiére des racines. Ses tranaformés par les opérations de W

sont les * ™, (l£i€n) . S1idonc G estde type C, » la représentation
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projective simple de- poids domimant @4 de G ecst de degré 2n .

4° Type Dn . Les seuls poids dominants minimaux scnt ?Div, “ﬁ».l et @il H
ml n'est pas combinaison linéaire & coefficients entiers des racines ; ses trans-
formés par les opérations de W sont les * w;_ (1« i <n) . Donc, si G est
de type D, laTzprésentation projective simple de poids dominant @3 de G
est de degré 2n ; on voit facilement de la méme maniére que les reprifintations

projectives simples de poids dominants ﬁ;_l et o8 sont de degré 2 .

5¢ Iype Eg . Le poids %, est minimal ; il n'est pas combinaison lindaire
4 coefficients entiers des racines et ses transformés par les opérations dé W
sont les &, , aﬁ -85, 8 - Qwi + oﬁ) (1 #3) ; onen conclut que, si G est
de type E6 s la représentation projective simple de poids dominant aﬁ de G
est de degré 27.

6° Type E,7 . Le poids zi est minimal ; il n'est pas combinaison linéaire

4 coefficients entiers des racimcs ; scs transformés par los opérations de W
sont les *w, , (s - QDi + uﬁ» (1 #3) . On en conclut que, si G est de

type E7 s la représentation projective simple de poids dominant Zﬁl de G est
de degré 56.

Dans le cas des types E8 R F4 s G2 s tous les poids dominants sont des

combinaisons lindaires & coefficients entiers des racines.

3 .- Classification des groupes de type. Ly

LEMME 2, — Soit £ un homomorphisme d'un groupe algébrique semi-simple G dans

un groupe algébrique semi-simpile Gl 3 soient T un tore maximal de G et

T1 un tore maximal de Gl contenant £(T) . Soit l'application lindaire
L€ x(1,) 1e
caractére rationnel t a»el(f(t)) de T . Soit » une représecntation lindairc

de Q. ® X(Tl) dans Q e X(T) qui fait correspondrc & tont €

ou prdjective de G1 ; lew poids de la représentation go £ de G sont alors

les images par ? des poids de ¢ .

L'homomorphisme ¢ (resp. oo f) de Gy (resp. @) dans,cr(Gl) définit une
application lindaire (vl (resp. ¢ ) de T X(f(Tl)) dans Q ® X(Tl) (resp.
Qe X(T)) telle que l'on ait

(9,8, D (t,) =B (olt) ) (rosp. s (B)N() = 8, (o(2(8))  pour tout T, & X(r,)

et tout t,& T, (resp. t €7T) ; il est clair que ¢ =9o ‘f’l « Dans le cas ol

1
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¢ est linéaire (resp. projective), ellec opérc dans un espace vectoriel V

(resp. dans 1'espace projectif &Y (V) associé & un espace vectoriel V), et
1'application identique de c-‘(Gl) dans GL(V) (resp. PL(V)) est une représenta—
tion linéaire (resp. projective) T de 5‘((}1) . Les poids de ¢ (resp. & o f)
sont par définition les images par !\Yl (rosp. \7) de ceux de T , cc qui démontre

le lemme.

COROLLAIRE, - Les notations étant cclles du lemme 2, supposons de plus que f

soit une isogénie et soit une reprdsentation (projective ou lindairc) simplc de

G dont le poids dominant (relativement & un systéme fondamental (0<1 y eee o(n)
de racines de G par rapport & T) soit le k-~idme poids dominant fondamental
@,

k
1 P 3
‘P d'unc racine de Gl .

(i.e. celui associé 3 la racine ofk). La racine Xy est alors 1l'image par

En effet, il y a des racines ! de G, telles que (X!) = q, « les
i i i

L

i ’

9y étant des entiers > 0 ; cos racines forment un systéme fondamental de

racines G1 . Soient W, ot .wi'{ las’ symétries par rapport A 4 et 0‘1; ; soit
! t81é = s W) =z, -0,

! 1'élément de Q ® X(Tl) tel que ¥ (’w;{) @, + On a done wk( 1{) ’ '
Par ailleurs, on a wlf of=1¢o Wy (exposé 18, proposition 4) ; il en résulte

tEt) = @ - g ! s i 2 w

que wk(UJk) @ - q, & « Par ailleurs, il résulte du lemme 2 que W} est

un poids d'une représentation ( lindaire ou projectivc) de G, 5 1'élément

351‘{ - wl'{(ﬁil'{) » différence de deux poids d'une méme représentation simple de G, ,
est donc unc combinaison linéaire & cocfficients entiers des O(J" « On en conclut

que qj = 1, cc qui démontrec lc corollaire,

Soit n un enticr > 0 ; nous désignerons par &l 3 ees ;En-l-l) la base
canonique de Kn+l et par T 1le tore maximal do PL(Kn+1) composé des opérations
qui laissent fixes les points '.‘('x"i de 1'espace projectif A (Kn+1) « A cheque
'J'c'i correspond un poids 371 de la représentation identique de PL(Kml) sur

—

lui-méme ; si on pose &i = 0y "7"1+1 (1<ig n), los &‘i forment un systéme

fondamental de racines de PL(KP*1) par rapport 3 T .

Soit G un groupe algébriquec semi~simple de type An s et soit T un
tore maximal de G ; soit (0<1 9 ese ﬁn) un systéme fondamental de racines de
G par rapport & T tel que, dans le diagramme de Dynkin correspondant, les
sommets correspondant & Xy ot O(i+1 (o i < n) soient 1ids par une aréte.
Soient ’»«31 soeee 2@
D(:i.:wi—wi-l-l (1< i<n) ;a)l
tion prgjective simple P de G , opérant sur l'espace projectif (V)

des éléments de somme nulle de Q ® X(T) tels que

est alors le poids dominant d'une représenba-
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associé 2 un espece vectoriel V . On a vu au ruméro 12 que V est de dimension
n+ 1 et que les poids de ? sont lecs wi (1€ i< n#l); soit X; uwn point

de V qui donne lieu au poids O les éléments x R forment

H
alors une basc de V . Par aillcurs, la dimension de 1G est (n + 1)
(exposé 19, lemme 1). Commg, G est presque simple, p est une isogénic, d'ol
dim Y(G) dim G = (n + 1) -1 ; comme p (G) < PL(V) , ona p(G) = PL(V) .
Le groupe T' = \>(T) est le groupe d»s opérations de PL(V) qui laissent fixe
chacun des points Kxi 3 chaque X5 donne lieu a un poids O):!L de la représenta-
tion de PL(V) constituée par son application identique sur lui-méme. Soit \f'
1'isomorphisme spécial de Q & X(T') sur Qe X(T) associe & 1l'isogénie £
on a alecrs @ (w:!L) = W (cf. la ddmonstration du lemmc 2). I1 y a un isomorphisme
de V sur Ko+l qui apnlique X; Sur xi (1€1i<n+1) ; cet isomorphisme
définit un isomorphisme h de PL(V) sur PL(Kn+1) , 6t h o ¢ est une isogénie
£ de 0 sur PL(E™) | s1 i ¢ est 1'isomorphisme spécial de Q e X(T) sur
9.2 X(T) associé & f , il est clair que ‘?(‘—"i) =0, (1€ign+1), d'on
Y(— ) = i (1« i< n) . Soit q unc puissance de 1l'exposant caractéristique
de X 1'1sogen1e des puissances Qq-iémes applique G sur un groupe E .
Faisant usage de 1'1sogen1e de ¢ sur PL(Km'l) qu'on vient de construire, on
voit qu'il y a une isogénie de G sur PL(Kn+l) telle que 1l'isomorphisme de

Q.8 X(T) sur Q.e X(T) associé i cette isogénie applique O(:i. sur q &, (1<i g n)

/
THEOREME 1. ~ Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et T'

des tores maximaux de G et G' , X(T) st X(T') 1les groupes des caractéres

rationnels de G et G' et ¢ un isomorphismo spécial de Q e x(T') sur

Qe X(T) . Si 1'un au moins des groupes G, G' est de type- B 5 il en est de

méme de 1llautre, ct @ est associé & une isogénie de G sur G' ,

Comme toutes les racines d'un groupe de type A se déduisent les unes
des autres par les opérations du groupe de Weyl, tous les exposants radiciels
de \? sont égaux entre eux ; soit q leur valeur commune. I1 y a donc une
bijection de l'ensemble des racines de G sur 1'ensemble des racines de G'
telle que \y(?('x)) = qX pour toute racine & ; il en résulte immédiatement que
G et G' sont de méme type, donc sont tous deux de type 4 . Soit
(ot1 s ees ,(xn) un systéme fondamental dermcines de G par rapport & T tel
que, dans le diagramme de Dynkin correspondant, les sommets relatifs a 0<i et
®i 41 soient 1iés par nne aréte (L < i< n) ; si CK;‘ est la racine de G'

telle que (!) = qo&, , los X! forment un systéme fondamental de racines
L i i
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de G' per rapport & T' , et, dans ls diagramme de Dynkin correspondant, les
somnets relatifs a <Xi et ¢x£+l sont 1iés par une ardte (1 i< n) . Utilisons

. . n+1l
les mémes notations que plus haut en ce qui concerne lc groupe PL (K )

3 il
résulte de ce que nous avons dit qu'il existe une isogénie g' de G' sur
PL(Kn+1) qui applique T' sur T et qui est tel que 1'isomorphisme spécial

X’ qui lui est associé applique E& sur W} (l«i<n+ 1) . Posons
Y=q9oY ; c'est un isomorphisme de Q ® X(T) sur @  X(T) qui applique
Ky sur gy 3 il résulte de ce qui 2 été dit plus haut qué Y est mssocié a
une isogénie ¢ de G sur PL(K™1) qui applique T sur T . L'existonce des
isogénies g , g' démontre le thdorime 1, compte tenu de la proposition 6, exposé
18.

Soit G un groupe algébricuc semi-simple de type An , et soit T wun tore
maximal de G ¢ Soient P ot R resnsctivement le groupe des poids et le

groupe des recines de G par ropport & T ; on a done

I1 résulte immédiatement de 1'étude que nous avons faite des diagrammes de type
An (exposé 19) que P/R est un groupe cyclique d'ordre n + 1 . Le groupe
X(T)/R est donc un groupe ¢yclique dont l'ordre d divise n + 1 ; nous dirons

que d est l'invariant numérique de G . Nous allons montrer qu'il existe des

groupes de type An admettant pour invariant numérique'un diviseur donné
quelconque de n + 1 . Partons pour cela du groupe SL(V) , ot V est un espace
vectoriel de dimension n+ 1 .81 l€k<«n, soit Vk la puissance extérieure
k-idme de l'espace V ; si s € SL(V) , soit ¢ k(s) la puissance extérieure

k ~iéme de s ; ?lc est donc une représentation rationnelle de SL(V) . Soit

(x1 s see s xn+1) une base de V et soit T 1le tore maximal de SL(V) composé
des opérations qui admettent chacun des x, comme vecteur proprs ; soit

tux, = aa(t)xi (t € T) . Soit (i1 y eee s ik) une suite strictement croissante
d'indices cntre 1 et n + 1 ; désignons par y(il s eee s ik) le produit extérieur
des éléments .xil s ses 3 xik . On a alors

PL®)ey(iy 5 vy 1) =@y (8) vewwy Byt eeny 1) .

1 k

Les poids de la représentation Pk sont donc, en notation additive, les

@y *+ eee * Qi pour toutes les suites strictement croissantes de k indices.
1 k '
Ces poids sont tous transformés les uns des. autres per les opérations du groupe
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de Weyl ; il en résulte tout de suite que est une représentation simple dont

(x
le poids domirant est le k~iéme p01ds dominant fondamentoux ’ﬁk relativement

au systéme fondamental de ragines formé des C‘ = W ~ W Soit

i i+l °

G = P (SLVY) , T, = £(T)

soit Yy 1'isomorphisme de Q ® X(T ) sur Qe X(T) associé & ?k Les
exposgnts radiciels de f& , qui sont tous égaux, sont égoux a 1 (corollelre au
lemme 2). Il en résulte tout de suite que ‘Kk applique le groupe Rk des racines
‘de Gk sur R ; il applique par ailleurs x(T ) sur le groupe engendré par

les Wy + oo +(Dik , donc aussi sur le groupe ngundré par R et ZUk . Or, il
résulte immédiatement de l'expression explicite de & Aonnée dans 1'exposé 19
que le groupe engendré par R et 75 contient R comme sous-groupe d'indice

m (n +1) , ol m est le p.g.c.d. de k et n+1 ; il en résulte que, si

d est un Qiviseur # 1 de n + 1 » l'1nvar1ant nunérique de G K est d si
on prend k = d”l( n+ 1) . Par ailleurs, il rdanlte de ce qui a 'été dit plus

haut que PL(V) est un groupe d'invariant numérique 1.

THEOREME 2, ~Soit n unecntier > 0 ; si d est un diviseur de n + 1 il

existe un groupe algébrique semi-simple de trpe A et d'invaeriant numérique
Y

d 3 tous les groupes satisfaisant & ces conditions sont isomorphes entre eux.

La premiire asscrtion a déja ¢té dtablie, Soient G et G' des groupes
de type An ayant méme invariant numérique, T et T' des toros maximaux de
G et G' . Comme un groupe cyclique n'a gu'un scul sous-groupe d'ordre donné,
il est cleir qu'il y o un isomorphisme ¢ de Q ® X(T') sur Qe X(T) qui
applique les racines de G' sur celles de G ot qui applique X(T') sur X(T)

-e

1'isomorphisme ¢ est associé & une isogénie f do G sur G' (théordme 1),

et f est un isomorphisme en vertu.de la proposition 6, exposé 18,

COROLLAIRE. ~ Tout groupe algébrique scmi-simple de rang 1 est isomorphe soit
3 SL(E®) soit & PL(K?) .

Un pareil gfoupe est en effet de tvne Al .

Repren~ns maintenant les représentations Py con81derees plus haut. Elles
donnent naissancc & des représentaticns projectives 91 de PL(V) , opérant
dans les espaces PL(Vk) . Soient H un groupe algebrlque et ¢  une représentation
lindaire (resp. projective) de H opérant dans V (resp. (V) ) ; Pk o 0_)(n§p'?K'o'

est alors une représentation lindaire (resp. projective) de H opérant dans V.
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(resp/AC(V,)) et qu'on appelle la pukesance extérieure k-iéme de o . Considérons
k P

en particulisr le cas o ¥k = n ; la représentation Pn de SL(V) east
évidemment équivalente & la représentation contragrédiente de B oo qui fait

o s 5 . t ""‘l
correspondre A tout é1lément s &€ SL(V) 1'automorphisme s du dusl de V.,

Par ailleurs, il résulte de la formule W, + c.o + &, = 0 que ses poids sont

les ~cdi (leign+1) .8 ¢ est uni représentgzion lindaire de H,

fn o 4 est équivalente & la représentation contragrédientc de g“ , qui opére

dans le ducl de V et associe 3 tout z € H 1'automorphisme o (27 °) . De

méme, si g5 est projective, ?Qo o~  est équivalente & la représentaticn projective
contragrédiente & « qui opere dans 1l'espace projcctif'qs(v*) associé au dual

de V qu'cn peut identifier A 1'espace des hyperplans de 1l'sspace ZO(V) ; si

z € H , la contragrédiente de ¢ fait correspondre & 2z 1'automorphisme qui
transforme tout hyperplan M de %O(V) en o« (M) . Nous avons donc le résultat

suivant s

PROPOSITION 2. - Soit 4 une renrésentation lindaire ou projoctive d'un groupe

algébrique G . Les poids de lc représcntation contragrédiente de s sont alors
Rl bt

les opposés des poids de 6 .

COROLLAIRE, ~ Soit G un groups algébrique semi-simple, et soit T un tore

maximal de G . Si 1'automorphisme 6 >~ 6 de. Q ® X(T) appartient au groupe
—— = WA

de Weyl de G (ce qui se produit dans lc cas oli G ast de 1'un des types Bn s

Cn s E7 ’ E8 ’ F4 ou G,) toute représentation lindaire ou projective simple
: — &~

2 de G est équivelente & sa contragrédiente ; si V est l'espace d'une

représentation lindaire simple de G , il y a une forme bilindaire 3 non-

dégénérée sur V x V et une seule & un facteur constant prés qui ecst invariante

par ?(G) ; 55 est soit symétrique., goit slternds..

Comme les opérations du groupe de Weyl permutent entre eux les poids de f s
on voit que 1'opposé de tout poids de f est un poids de { , donc que e a les
mémes poids que sa contragrédiente f* . En particulier, ¢ a le méme poids domi~
nant que {* , donc lui est équivalente. Supposons 4 1lindaire ; il résulte
alors du fait que P est éq-ivalente & sa controgrédiente que les opdrations de

P (G) laissent invariante au moins une forme bilinéaire non dégénérée sur
Vx V., Soit R une forme bilindaire # 0 sur V x V invariante par £(G) ;
1'espace des vecteurs x tels que (x , y) = 0 pour tout y& V est #V
et st:ble par ?(G) ; cet espace est donc {O} ce qui montre que B n'est

’ ’ ’ 3 ) 3 . 3 03 3
pas dégénérée. Si jB est une forme bilindaire quelconque sur V x V invariante
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par p (G) 5 il en cst de méme de ch+ c'pH (ol ¢, c' sont dans K) ; or,
K étant algébriguement clos, on peut toujours choisir c , ¢' non nuls tous
deux tels que chr+ c'{))} soit 3égénérée ; cette forme est nlors nulle, et ,}3)
est proportionnelle & f . Appliquons ceci au cas ol b) est défini par

Bly , x) = Plx ,¥) tilyaun m<K tel que ﬁs:m . I1 est clair que

m =13 /5 est donc symétrique ou alternée.

4, - Les représentations simples d'un groupe de rang 1.

Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur K , et soit (x , y) une
base de V , Nous nous proposons de rechercher les représentations simples du
groupe SL(V) .

Etablissons d'abord le résultat suivant @

PROPOSITION 3. - Soient p et {' des représentations lindaires d'un groupe G

telles que les représentations projectives déduites de £ et { soient éuiva—

léntes. Si G est son propre groupe dérivé {en particulier si G est un groupe

algébriqus semi-simple), ¢ et ! sont équivalentes.

Soient V et V' les espaces de ¢ et ' ; soient ? et ?' les repré-
sentations projectives déduites e [ et ?'_ ; elles operent sur les espaces
projectifs (V) et & (V') associds & V et' V' , Il y a per hypothése
un iasmevnhisme F d'espaces projectifs de AV (V) sur A2(V') tel que

e o f (s) =(s) o P pour tout se¢ G .

L'isomorphisme 'F provient par définition d'un isom~rphisme pm de V sur V'
si s €G, Po¢ (s) et ¢/ (s) o p sont des isomorphismes de V sur V' qui
définissent lec méme isomorphisme de EF) (V) sur34v') , Or il est bien connu que
les seuls automorphismes d'un espace vectoriel V qui définissent 1'automorphisme
identique de ?p (V) sont les homothéties de V de rapperts # 0 3 il y a donc
une application X de G dans 1l'ensemble des éléments #0 de K telle que
1l'on ait # o p (s) :X(s)(§4(s) o };) pour tout s € G, Comme ¢ et ¢’ sont @es
représentations, il en résubte que K(st) = X (s) )((t) si s,te€eG.S G
est son propre groupe dérivé, il résultc de 14 que X(s) = 1 pour tout s €G ,

donc que P et ( sont équivalentes.

On =nit donc que deux représentations lindaires simples d'un groupe algébrique
semi~simple G qui ont méme poids dominant (relativement & un tore meximal T

de G et & un systéme fondamentel de rncines de G par rapport & T)k sont
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dquivalentes.

Ceci dit, revenons au probléme de la déterminantion des représentations
lindaires simples de SL(V) . Nous désignerons par T le tore maximal de SL(V)
composé des éléments t qui admettent x et y comme vecteurs propres ; nous
posons, si t €T, t.x=wW(t)x ,; d'ol t.y —wt (t).y . Les racines de G par
rapport &4 T sont 2 et -2 (en notation additive) ; nous nosons 2w =&,
et nous considérons o somme racine fondamentale. Les poids dominants sont les
ew , eentier > O, Pour tout n 3 0, soit V 1'espace des éléments
homogénes de degré n de 1l'algébre symétrique sur V ; il se compose des forres
de degré n en x ot y + L'espace V = est 1'espace d'une représentetion
¢, de SL(V) : si s €sL(V), g—n(s) cst la puissance symétrique n-iéme de
s « Soit wn le sous—espace de V engendré por les puissances n—iémes des
éléments de V ; il est manifestement stable par Kn(SL(V ) 3 scit E’n 1z
représentation d'espace Wn induite par 'Qn s montrons gu'elle est simple.
Désignons par w;1 un sous-gsnace de wn stable par T’n et # {O} . Soit B
le groupe des éléments s & SL(V) qui laissent invariant le sous-espace Kx de
V 3 c'est un groupe de Borel, L'espace w;l contient donc un élément z # O
tel que l'espace Kz soit stable par les opérations de B . Si on désigne par
T(3)(¥ « K) 1'automorphisme de V qui laisse x invarisnt et change y en
'y +Ex ,T(}) est un élément unipotent de B , de sorte que ‘Qn(’t'(’g)) laisse
z invariant., Eerivant z = F(x , y) , ob F est une forme de degré n , on
voit que F(x ; y) = F(x , y +§x) pour tout T ¢K, ce qui n'est pas possible
que si F(x , y) = cx'(c € X) . On a donc e wr'1 ;s si x' est un vecteur
# 0 quelconque de V , il y a une opération de SL(V) qui transforme x en x',
d'ot x'"e W;l et par suite w;l = wn , ce qui démontre notre assertion. (On
notera que la démonstration montre méme que wn est contenu dans tout sous-espace
de Vn stable par les opérstions de o’n(SL(V ) ). Les poids de la représentation
on sont (en notation additive) les kp pour -ng€k<n, et nw est un poids

de gn ; c'est donc le poids dominant de Qn . On en conclut que toute représenta-—

tion lindaire simple de SL(V) est équivalente 3 une et une seule des reprisenta-—

tions tén .

Si K est de caractéristique O , il est bien connu que wn = Vn pour

tout n . Supposons maintenant que K soit de caractéristique p >0 .
Posons, pour § , £'eX,

(gx + g\ y)n =2§=O ck 'gk gn-—k xk y‘n""k (ck c K) ;
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on voit alors facilement que Wn est engendré par les xk yn—k pour les k
tels que ¢, #0 , i.c. pour les k tels que le coefficient binomial (E) ne
soit pas divisible par p . Ecrivons n dans le systeme de numération de base

N _ Xh r o
p n~2r=0 a, p avec Oéar<p.0naa10rs

- , \n h r r r rar
(Bx+28p)2 =T (£F xP + P ) 7.

On en conclut facilement que les nombres k sont ceux qui peuvent se mettre

sous la forme Eh b pr avee 0<b pour tout r .

- a
r=0 r r <%

Donc * si K est de caractéristique O , la représentation gn de poids dominant

nw est de degré n + 1 3 81 'K est de caractéristique p >0 , et si

oh T s — h
n=2 ,a p ,avec O<a <p, Z estdedegré 71, (a, +1).

De plus, on notere qu'il résulte de ce que nous avons dit que la représenta-
tion ¢, , puissance symétrique n-iéme de 1'application identique SL(V),y GL(V) ,
n'est semi-simple (dans le cas oi K est de caractéristique p > 0) que si ou
bien n<p oubien n est de la forme pS - 1 . Enfin, supposant toujours K
de caractéristique p et n = Z“?::O a, pr , 0= a. <P, gn est équivalente
au produit tensoriel des représentations simples de poids dominants aow.,
ay P 5 ees ay phw « La représentation simple de poids dominant -nh de

SL(V) est de degré 2 et admet phu) et - phw comme seuls poids,



