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LES ISOGENIES

(Exposé de C. CHEVALLEY, le 25.31,1957)

Rappelons que, si G et G' sont des groupes algébriques, on appeclle isogénie
de G sur G! un épimorphisme rationnecl de noyau fini de G sur G' « Il est clair
que, s'il existe une isogénie de G sur G' , ona dim G=dim G', 31 H est un
sous-groupe fermé de G , f(H) est un sous-groupe fermé de G' . Le noyau N de £
est un sous-groupe distingué fini de G , donc contenu dans le centre de G . Si
H' est un sous-groupe connéxe de G' , il y a un sous-groupe connexe H et un seul
de G tel que f(H) = H' , & savoir la composante connexe H o de 1'é1ément neutre
dans fl(H‘) . En effet, corme f est surjectif, on a f(fl(H')) =H' ; :f.‘(HO)
est donc un sous-groupe fermé d'indice fini de H!' , d'ol f(Ho) =1H' puisque H!
est connexe., Par ailleurs, si H est un sous-groupe comnexe de f (H') , on a
H CH0 « Comme f est de noyau fini, on a din Ho = dim H' , et, si f(H) =H',
dimH:dimH':dj_mHo,d'oﬁ H:Hoo ‘

Soit £ une isogénie du groupe G sur le groupe G' ; soient o et D' les
corps de fonctions numériques sur G et G' . Le cohomomorphisme ‘\{3 de f est

alors un isomorphisme de ®' surun sous-gorps D de .
_ 1

On peut montrer que la ~>znnaissance de @1 détermine 1l'isogénie f & un iso-
morphisme prés ; d'une maniére précise, si f!' et f" sont des isogénies de G
sur des groupes G' et G" dont les cohomomorphismes appliquent les corps de
fonctions numériques sur G' et G" sur le méne sous-corps SPl de ® , i1y
a un isomorphisme h de G!' sur G" tel que h o f' = f" ., On peut aussi carac-
tériser comue suit les sous-corps @l i P qui correspondent 3 des isogénies de
G . Pour tout s & G , désignons par As) et ,.\(s) les cohonomorphismes des
translations & gauche et & droite par s dans G 3 pour qu'un sous-corps ‘P 1 de

c} (contenant - K) soit cssocié & une isogénie de G , il faut et suffit que &P
soit une extension algébrique de degré fini de él et que (}1 soit transformé
en lui-méme par les opérations X(s) , f.\ (s) pour tout s &€G . L'isogénie f
‘est dite radicielle si P ost une extension radicielle de @1 3 on dit de plus
que f est radicielle de hauteur 1 si on a ‘Pp C &E’ 19 ou ;:xﬁ'p est le corps des

puissances p-iénes des fonctions de ‘:P . On nontre que C;Bl est alors déterminé
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par la connaissance de celles des dérivations invariantes i gauche (ou d'ailleurs

4 droite) qui sont mulles sur @ , 5 ces dérivations forment un sous~espace vec-
toriel €{ de 1'algébre de Lie g de G, qui est stable relativement & la repré-—
sentation adjointe de G et & 1l'opération de puissance p-iéme dans ("{ « Récipro-
quement, on peut montrer que tout sous-espace L de ( satisfaisant & ces condi-
tions est associé & une isogénie radiciselle f de hauteur 1. Nous ne démontrerons
pas ces résultats, qui ne seront pas utilisés dans la suite. Nous allons cependant
montrer que, pour tout groupe algébrique G , dont nous désignerons le corps des
fonctions numériques par D s et pour toute puissance q de 1l'exposant caracté-
ristique de K, il existe une isogénie de G sur un groupe G' dont le cohomomor-
phisme applique le corps des fonctions numériques eur G'! sur le corps Z.qu des
puissances q-iémes des éléments de $ . I1 est bien ccrnu que l'ensemble des points
de G peut 8tre muni d'une structure de variété telle que les fonctions mumériques
sur cette variété soient les puissances g-iémes des fonctions de D ; désignons
cette variété par G! . L'application identique f de G est un morphisme de G
dans G' dont le cohomomorphisme est l'isomorphisme d'inclusion de ?éq_ dans

<P . I1 restec & montrer que 1l'application (s s t) —> st cst un morphisme de la
variété G' x G' dans G' . Or cette application est un morphisme de G x G dans
G ; son cohomomorphisme est un isomorphisme \«l de ® sur le corps des fonctions
numériques sur G x G , qui s'identifie au cdrps des frations de @ @EE o I1 est
Agir que M (‘I’q) est contenu dans le corps des fractions ds @q ®§!q , donc
dans le corps des fonctions numériques sur G' x G' 3 la restriction de !\x a é[:q
est le cohomomorphisme d'une fonction m' (a priori non nécessairement partout
définie) sur la variété G' x G' A valeurs dans G' et que 1'ona n'QOf=7f0n
en désignant par m la multiplication dans G, d'ou m'(s , t) = st si m' est
définie en (s , t) . Par ailleurs, G et G' ont mfme topologie, et le graphe M
de m est une sous~variété fermée de G x G x G , donc aussi de G' x G' x G!

(car G' x G' x G' est la varieté dont les points sont ceux de G x G x G et dont
les fonctions numériques sont les puissances g-iémes des fonctions sur G x G x G).
I1 en résulte que M est 1'adhérence du graphe de m' dans G' x G! x G!', La
projection (s , t , u) =3 (s, t) de G' x G' x G' sur G' x G' induit une
bijection TMde M sur G' x G qui est aussi un morphisme birationnel. Comme

G est une variété normale, il en est de mfme de G' ; on en déduit que U est
un isomorphisme de M sur G! x G' , donc que m' est partout définie et que G
est un groupe. Nous appellerons' isoginie des puissances g-iémes ltisogénie £ du

groupe G que l'on vient de définir ; du point de vue ensembliste, c'est l'applica-
tion identique de G .



18-03

PROPOSITION 1, = Soit f une isogénie d'un groupe algébrique connexe G sur un

groupe algébrique conncxe G' o Si l'un des groupes G, G' est seni-simple (respo

presque=sinple), il en ost de méme de 1'sutre.

 Soient H un sous-groupe fermé conncxe de G et f(H) =H' ., Si H est distin-
gué (respe résoluble) dans G , il est clair que H' est distingué (resp. résoluble)
dans G' . Réciproquement, si H' est distingué dans G! , (') est distingué
dans G, et il en est do méme de H qui est le conmposante connexe de 1'élément
neutre dens G . Si H! c¢st résoluble, il en est de méme de H ; carysi N est
le noyau de f , fl (H)/N est isomorphe & H! ; donc réscluble,et N est dans le
centre de P (H') , ce qui montre que 7 (H') est résoluble ; la proposition 1
résulte immédiatement de la.

Soit maintenant G un groupe semi-simple, et scit T un tore meximal de G .
Si (A est une racine de G par rapport & T ; il existe un isomorphisme /l\fm du
groupe additif K dans G tel que t T, ( g)t"1 =T (A(R)E) st Bek, t el ;
nous dirons que ngOK est associé & A ; les éléments de /Uo( K) sont unipotents ;

nous dirons oue le groupe ”Ua (K) est un sous-groupe unipotent de G associé & ¢ .

LEMME 1. - Soit P un sous-groupe connexe de dimension 1 de G composé d'éléments

unipotents et dont le normalisateur contient T ; il y a une racine o et une
seule telle que P soit associé & o .

Le groupe PT est résoluble et connexe ; il est donc contenu dans un groupe de
Bor¢l B de G, et P est contenu dans 1'ensemhip BY des éléments unipotents
de B , Soient O(i (1 €1 <€ N) 1les racines de G qui sont négatiwes sur la cham-
bre de Weyl assovciée & B 3 il y a alore pour chaque i un groupe Pi associé
a 0<i contenu dans B" , et P est le produit semi-direct de ceux des Pi qu'il
contient (exposé 13, théoréme 1)« Comme dim P =1, ilyaun i tel que P, =P.
Soit ’ti un isomorphisme de K sur P, =P associé & &, ; si P est associé
a une racine - N , soit T un dsomorphisme de K sur P associé a, A . Comme
T et ti sont des isomorphismes, on a ’t(g) = /C'i(c S) aveceun ¢ £ 0 de
K ; il en résulte aussitdt que & = oki o

Soit maintenant f wune isogenie de G sur un groupe G' ; T' = £(T) est
alors un torec maximal de G' , et la restricwion fT de £ & T dst une isogénie
de T sur T' . Elle détermine un isomorphisme &' —> @' o £, du groupe X(T*)
des caractéres rationnels de T' sur un sous-groupe du groupe X(T) des saractéres
tationnels de T . Comme dim T = dim T' , cet isomorphisme se prolonge en un



1804

isomorphisme \P de 1'espace vectoriel Q@ X(T') sur Q@xX(T) , que nous appelle-
rons 1'isomorphisme attaché & f . Soit ol une racine de G par rapport & T , et
soit Py le groupe unipotent associé & = ; f induit une isogénie fr de B
sur un sous-groupe connexe PO'( de dimension 1 de G' dont les élémehts sont uni-
potents et dont le normalisateur contient T! ; Pv',\ est donc le groupe unipotent
associé 3 une racime (x' bien déterminée de G' ; nous dirons que X et o' s

correspondent par 1'isogénie f . Réciproquement, soit (X' une racine de G' et

soit 1&, le groupe unipotent qui lui est associé ; c'est 1l'image par f d'un sous-
groupe connexe P de dimension 1 de G , et d'un seul. Il est clair que le normali-
sateur de P contient T . Le groupe P est résoluble (cf. la démonstrgtion de la
proposition L) et n'est pas un tore, car sinon P = f£(P) serait un tore. Comme
dim P =1, il en résulte que P est composé d'éléments unipotents ; c'est donc le
groupe unipotent associé a ure racine X de G . la correspondance' que nous avons
établie entre racines de G et racines de G* définit donc une bijection de l'en=
semble des premiéres sur l'ensemble des secondes .. S_oient de plys ,\\;db s /t&, s des
isomorphismes de K sur Pok et Pa!r.' respactivement ; on a donc, pour €K
f(%(g)) = ’L\'OL,(m([)) , o m est une isogénie de K sur K ; m(g) s texpri-
me comme polynSme en § .St t EGT , t'=1£(t) , ona

820 Ty (8) 70 = 206 Y () = 2T (K(6) B))

dtor ' (%) m( g) =n (A(t) g) . Corme mnf g) est un polynoms en ES , ce poly-
none est homogéne ; si g (k) est don degré, ona o' (t') = Tk
donne, en notation additive,

P(x) = q( Aok o

, ce qui

De plus, comne = est un homomorphisme de K dans lui-méne, q(A) est unec puis-

sance de l'exposant caractéristique de K .

DﬁFINITION 1. —Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et T!

des tores maximaux de G et G', X(T) et_ X(T!) 1les groupes des caracueres
rationnels de T et T'! . Un isomorphisme g de QEOX(T') sur Q ©X(T) est dit
spécial si les conditions suivantes sont satisfaites :

1°ona WEX(T?)) c X(T)
2° il existe une bijection d‘l de 1l'ensemble des racines de G par rapport & T

sur 1l'ensemble des racines-de G' par rapport & T' telle que l'on ait-
(‘P(\P(Oﬁ)) = q@) (A pour toute racine oK de G, q(oxx) étent une puissance de
1'exposant capactéristique de XK 3 ;_@ q(K) sont alors appelés les exposants
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radiciels de \f .

On notera que \{J et les q(o{) sont alors uniquement déterminés par \@ , cer

si &, et , sont des racines telles que A, =X, , c ratiomnel >0, on
a c=1,

‘L'iscmorphisne associé & une isogénie est donc toujours spécial. C'est l'un des
objets essentiels de ce séninaire d'établir que réciproquement tout isonorphisme

spécial est associé & une isogémie.

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore maximal de

G, q une puissance dc 1l'exposant caractéristique de K, f 1'isogénie des puis-

sances g-iémes de G, G' le groupe f£(G) , T' le groupe £(T) . L'isomorphis-
’ . . . ~, . PR . '

me spécial @ de R@X(T') sur ~%‘QQX(T) associé & f applique X(T!') sur

gX(T) ; ses exposants radiciels sonttous égaux & q .

Soit H un sous-groupe ferné connexe de G , et soit f£(H) =-H' . Pour qu'une
fonction mnérique u sur G soit définie en un point s € H , il faut et suffit
que ul , considéré comme fonction sur G' , soit défini en s ; il en résulte
immédiatenent que la restriction de f & H est l'isogénie des puissances q-1emes
pour H . Prenant H =T , on voit que les caractéres rationnels de T' sont les
puissances g~idnesdsscaracires ratiomelsde T d'ot P (X(T9)= gX(T) . Premant pour H lo
groupe Ux(K) , ou Ly estun isonorphisne associé & une racine A , on voit qu'il
y a un isoniorphisme T! de K sur H' tel que f(’\Cd( 'g)) = ' gq) , ce qui
nontre que l'exposant radiciel rclatif & oA est q .

PROPOSITION 3. - Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K ; soit fv

" 1'application paturelle de GL(V) sur le groupe projectif PL(V) . Soient G un

sous-groupe ferné connexe semi-simple de GL(V) , G' le groupe f (G) f la
=& groupe iy » ==

restriction de fy 4 G . Les exposants radiciels de 1'isonmorphisue spécial attuché

3 f sont tous dgaux a 1,

~ Soit T wun tore meximal de G . S1 P est un groupe associé a une racine A
de G par rapport & T , P est contenu dans l'ensemble N des éléments unipotents
d'un groupe de Borel de GL(V) ; il suffira de nontrer que fy induit un isonor-
phisme de N sur un sous-groupe de PL(V) . Or, il y a une base (6] 5 oo 5 © )
de V telle que l'on ait, pour s €N, s.e e, (mod 5_'_ Ke ) ; si on pose
it 2—3 o1 U ( )e , los Uy n(,} > i) engendrent 1'algebre affine de N .
Fosons, pour 1t éGL(V) y beey = i (t)e. ; les fonctions le/vJ,l,
les images par le cohomomorphisme de fy de fonctions mumériques sur PL(V). Or,

si j>i,s€N,ona uji(s) =Vji(s) ; les Uy sont donc les images par le

SeC,. = €
i

sont
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cohomomorphisme de la restriction fy de £y 34 N de fonctions numériques partout

définies sur £y (N) , ce ¢ui démontre notre assertion.

PROPOSITION 4, = Soient G et G' des growpes aigboriques semi-simpies, T et T
des toreg naxinaux de G et G' et \p un isonorphisne spécial de C® X(T') sur
Q & X(T) . L'application \ew S w! —> Y o' o'@l induit alors un isonorphisne
du groupe de Weyl W' de G' sur le groupe de Weyl w de G ; si w' est la

?

synétrie.par rapport & une racine ' de G', *fw(w') est la symétrie par rap-—
port 2 la racine oA de G telle que K?(o(’) =q(X)X , q(x)>0 .81 st B
sont des racines do G transforndes 1l'une de 1'nutre par unc opération de W ; les
exposants radiciecls corresponrdant & <« et & p sont égoux. Soient o, » eee : O(n
des racines de G gt ) 1les racines de G' ‘telles que (0(:{) =% »

4y >0 ; pour que X; 5 ece 5 X, forment un systéme fondamental de racines de G
il faut ot suffit que o’\i g oee ogx'l fornent un systéme fondenental de racines de
G' . Supposons qu'il en soit ainsi ; soient Wy et w:i les synétries par rapport
&, oy s 5 posoms wiloy) = & +cll, Doy wi{l) = oy + et ad e
On & alors c(i, j) =c'(i, j) qiq:,]'l.

Soit w' wun élénent de W' , et solt w=fow'o ‘.Pl . Si P est une racine de G,
on a {?1(ﬁ) = (Q(}a))_]‘ﬂ: , Ol ﬁ est uno racine de G' , d'od

-l -

W' oGP = (alpN™ Y |
si ' est lavocine w'(A) i w(p) =a(y (q()s))"ix el @{y) =alpy .11
vy a donc une permutation & de 1l'ensemble des racines de G telle que

w(p) = c(p) ZD(p) avec un nombre ratiomnel c(p) > O . Supposons maintenant que
W' soit la symétrie par rapport & une racine ! ;3 on a alors

Xt - 5:)' + a(}')q' ,

a( B') étent un entier ; si on pose (Q(o&') =q(A)t , on a w(})) = f5 + r(gﬁ) K,
r( P) étont un nombre rationnel. '

Par ailleurs, il est vleir que w(X) = = X . Soit w « 1o synétrie par rapport
4 A o On a-donc

(WQK W)(}) = C(ﬁ) zv'_(g) =+ S(P)d |

ou cf }b) , s(y’) sont des nombres rationnels et o' une permutation de 1'ensem—
ble des racines ; de plus, (wo,\ wi(eX) =K ., S¢it Xk 1'ordre de la permutation
&' ;ona (wd\xi)k(}}) = cl(ﬁ)}% =ﬁ + ks(ﬁ)oL avec cl(ﬁ) rationnel. Oz,
si on prend p £, A et p sont lindoirenent indépendantes, d'ou ¢y () =1,
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e(jb) =0.0naaussi s(EA) =0 ; Wy W est done 1'identité, d'os w = W e

Come le groupe de Weyl est engendré par les synétries par rapport aux racines, il
en résulte que w' = Wow'o \-()1 est un isomorphisme de W' sur W . Les nota-
tions étant les némes qu'au début, il résulte du fait que w &W que w( ﬁ ) est
une racine, d'ou q(ﬁ) = q(g) s ¥ =w(P) .

Conmne \—f est un isomorphisme d'espaces vectoriels, une condition nécessaire et
suffisente pour que O , ees , & soicnt linéoirnent indépendantes est qu'il en
soit ainsi de &} , +ea, &2 5 ds plus une condition nécessaire et suffisante
pour que toute racine de G puisse s'exprimer comme conbinaison linéaire & coef-
ficients rationnels tous >0 ou tous \< 0 des o{i est que toute racixe de G'
puisse s'expriner corme combinaison linéaire & coefficients rationnels tous 20 ou
tous LO des 0\.{ ; 1l'avant dernidre assertion de la proposition 4 résulte de 1a.
On a yo Wi =y o { , dlou wi(‘ﬁ’(cxs)) = q;o(; * c'(1, jlo ey et
Wi("e(o(:'])) = Qj wi(%j) = qj(V\j + C(l ’ j)O\i) »

ce qui dénontre la derriére assertion.

PROPOSITION 5. - Soient G, G' , G'" des groupes algébriques semi=-simples, f' et

f" des isogénies de G sgur G' ot G", T un tore maximalds G, T'= £1(T) ,

™ = £%(T) , 1ot " les isomorphisnes de &@X(T') et

Q& X(T") sur 9@ X(T) attachés & f' ¢t f" . Supposons qu'ii exister un iso~

| norphisne spécial X de &@X(Tn) sur &@X(T') ol que ' o = oM . I1
existe alors une isogénie g de G' sur G" qui applique T' sur T" telle que

soit 1'isomorphisme associé & g et que g o £' = f" . Si ‘5 applique X(T") sur

X(T*) et si ses exposants radiciels sont égoux & 1, g gst un isomorphisme.

by

La restriction de X 4 X(T™) est un isomorphisme de ce groupe sur un sous-—
groupe de X(T') ; il y a donc un honomorphisne gp do T' dans ™ tel que
O" o gy = X(a'") si @mneEX(I") ; gp est une isogénie, et il résulte immédia-

tement de le formule x()' o_x = f% que gy o £4 = f§ en désignant par £y , £ les

restrictions de f' et f' & T o Soient (X une racine de G par rapport & ‘I.‘T 9
td un isomorphisme de K sur un sous—groupe de G associé 2 0& ’ I}o“ =.’uok (K) ,
k' et x" les racines de G' et G" telles que \P'( ) = q () A,

‘f'("‘") = q"( X)A , avec q'(X) >0, g"(A) >0 . I1 crésulte de la définition
des exposants radiciels qu'il ¥ a dos isomorphismes "(,o:, » fb'o:t" de K sur f£'(P .
et f"(Pa( ) respectivement tels que
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f'(t“(S)) = ”Col“(§q'(00) f"(’tok(S)) - rtdil"(_gqn(o\)) .

Par ailleurs, Y é&tant spécial, ¥ (A") est dc la forme q(a )& , ob g(X) estin
enfler >0 ot X7 unc racine de G' . Comme ' o ¥ = ", ona

\F"(Q(") = 6(0\)‘?'6:') = g"(R) X »

I1 on résulte qué & =o' , q(&k) q'(K) = g"(X) ; ily a par suite un homogor-
phisme go de £'(Py) sur £"(Py) tel que gm(’b’oz,(g)) =’UO(','( Ay pour
tout K&K, etona gyo £y, =L en désignent par £} et f& les restrictions
de f' et f" & By o Choisiescra un groupe de Borel B de G contenent T 3
solent Oy 5 eeo oy les racines qui sont négetives sur la chanbre de Borel associée

4 B ; le groupe B des éléments unipotents de B est alors le produit seni-direct
des Py 4 (L€ i N) (théortme 1, exposé 13). De plus, il y a un groupe de Borel
i

C contenant T tel que le groupe ¢% ges élérents unipotents de C soit le produit
semi-direct- des P_a(l (1< i<N) ; 1l'application (b, t, ¢) —3 bte estun

isomorphisme de la variété B2 « T x C% sur une sous—variété ouverte U de G . tes
groupes B! = £(B) , C!' = £(C) sont des groupes de Borel de G' contenant T .
Soit A} la racine de G' telles qus \_?'(o\{) = q'(O(:.L)o‘\:.L ; le groupe unipotent
- associé a 0&{ est le sous-groupe f(Py ) de B!, tandis que le groupe unipotént
associ§ =& est £(P _)cC' . Il en résulte que les O (resp. -o(i) sont
les racines qui sont négatives sur 1a chambre associde & B! (resp. €'). Dézignant
par 1Y et €' les groupes d'éliments unipotents de B' et C!, B'Y  (resp.
c'%) est le produit semi-direct des. f'(Po,l) (resps £'(P_ )) et

(b* , t', c') =3 b t! ¢!
est un isomorphisne de B'Y x T x ¢ sur une sous—variété ouverte U' de G' ;

ona U'=f"(U) . Il existe donc un morphisne gy de la vaeriété U' dans G" tel

que l'on ait
gU(Wi.:l S:{) t'(“ i=1 S::.)) = -“izl g‘?(i(s::_) gT(’G') 1=1 g_“i(sj'_)

' e ! St ' i <N) . il e i
si 8! c_f(Po‘i), s} ef(P_O\i) (1 €1 €N) . De plus, il est clair que

gy ° fI'J = f§ en désignant par fI‘J et fﬁ les restrictions de f£' et f" & U .

L'application gy se prolonge en une fonction g sur G!' & valeurs dans G* . Nous
allons montrer que cette fonction est partout définie et est un honomorphisne .. Scient
s un élément do G, s'=f'(s), s"= f"(s) ; désignons par A, At , A" les

trenslations & gauche par s , s' , s" dans G, G, G' . On va montrer que
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gO N = AMQg (on rappelle que g @ \' , par exenple, est l'unique fonction

sur G' & valcurs dans G" qui prolonge l'application g o A'), On a évidemment
goOf =1, d'ou AT QOgOFf = \"O f" ; corme f! s " sont desh momorphisnes
on a

,\nofu:fno)\ gOfON =g o )\NO01L',

d'ou
,\:x®g®f| g @,\t o .

Comne f£' est surjcetif, il en résulte tout de suite que AN QOg=g 0@ A' oS4

donc g est défini en un point s! , il l'est aussi en A'(s!) = 8's} . Ceci étent

1

vrei pour tout s €G, g est partout défini, et on peut éerire go f£f' = f"
Aog=go A, dloh g(f1(s)s!) = £(s)g(s) = (£'(s))e(s!) pour tout seG
et tout sl € G' , Comme f' est surjectif, g estun honoworphisne. L'inage récipro-
que par f' du noyau de g est contenue dans le noyau de f" ¢t est donc finie,
ce qui montre que le noyau de g est fini ; g(G') = g(£'(G)) est £m(G) = ',

ce qui nontre que g est surjectif ; g est donc une isogénie. On a
g(T') = gp(T!) =T

si X* est 1'1sonorphlsme de Qe X(T") sur QP X(T') associé & g, il résulte
irmédiatenent de la formule g o f' = f" que LFoX =", d'oh X* =9 .

Supposons maintenant que ¥ (X(T*)) = X‘% ') et que les exposants radiciels
de X solent égaux a 1 ; X est alors éviderment un isomorphisne spec::.al, et il
existe une isogénie g' de G" sur G' telle que g' of"=f! . On a

goglofﬂzf" ;

corme f" est surjectif, g o B' est ltapplication identique de G" . De méne,
g' o & st l'application identique de G' ; g est donc alors un isonorphisre,
et la proposition 5 est établie.

PROPOSITION 6. - Soient G , G' , G" ,des groupes algébriques semi-simples, £ et
f* des isognies de G' et G"' sur G, T un tore maxinal d¢ G, T' et T®

les tores maximeux de G' et G' tels @e £ I = en(M) =T, P! et Q"

les isonorphismes de Q@ X(T) sur Q®X(T') ot QEX(Iv) at.t.aches a f' et

" . Supposons qu'il existe un isororphiene spdciel. ‘X.-._q._@_ Q @X(T")  syr

&@X(T') tel que Y o \f n o= &e' . Il existe alorg une isogénie g de G' sur

G" qui applique T' sur T" telle que X soit l'isonorphisme associé & ¢ et _que
f" o g = £' . 84 on suppose que X(X(T")) = X(T') et que les exposants radiciels
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de X sont éfaux & 1 , g est un isonorphisne.
Etablissons d'abord le
LEMIE 2., - Soient f' et f" des isogénies de groupesconnexes G' et G" sur

un groupe G . Il existe alors un groupe comnexe H et des isogénies h' et h"
de H sur G' et G" tels gue f' oh' =f" oh",

Soit H_ 1'ensecuble des (s, s") €G' x G" tels que f!(s') = f"(s") ;
clest évidemnent un sous~groupe fermé de G x G" . Soit H la composante connexe
de 1'élénent neutre dans H_ ; les projections de G! x G" sur G' et G" in-
duisent des honorrrphisnes h' et h" de H dans G' et G" , et on a
f*t oh! = f" o h" , Corme f' ot f" sont surjectifs,.les projections de. G' x G"
sur ses deux facteurs inculsenmt des dpiucorphisucs h et h'o de H,
sur G' et G" ; comme H est d'indice fini dans Hj , h' et h" sont sur-
jectifs ; les noyaux de f£!' , £l &tant finis, il en est éviderment de mlme de ceux
de h(’) » hi, donc aussi de geux de h' ;. h" .

Ceci dit, passons & la dénonstration de la proposition 6 ; soit H un grdupe
connexe qui admet des isogénies h?! et h" sur G? et G" telles que

£ ont = " ohn ; soit Ty le tore maxinal de H tel que

(o n!NT) = (" o mn)(T) = T
on a éyidemmmt f“(TH) =T, £ (TH) = T , Soient ', 11" les isomorphisnes

de QGX(T') et &@X(T") sur Q@ X(Ty) associés ‘& h'', h" ; on a donc
V"o L(" - vn o \Pn , d'oh /\7n OKo\FV - r]n o \Pn et par suite V)l ° Xz ?n .
I1 résulte de la proposition 5 qu’il existe ume isogénie g : G! -3 G" telle que

g oh'=h", g(Tt) = T" et "que;l"isomorphisme de «&® X(T") sur Q x X(T*)
attaché & g soit X .0na f"ogoh'=f" oh" =f% o h' ; corme h' est sur-
jectif, ona f" o g = £f' . La seconde assertion de la proposition 6 résulte de la

proposition 5.



