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ESPACES HOMOGÈNES DE GROUPES ALGÉBRIQUES.

C. CHEVALLEY,

Séminaire C.  CHEVALLEY

E.N.S., 1956/57 Exposé n° 8

(Exposé de le 28.1.1957)

Soient U et V des variétés, f une fonction sur U à valeurs dans

V ; c’est un morphisme dans V d’une sous-variété ouverte D de U ; pour
toute partie A de U , nous poserons = f(D~A) . L’ensemble B = f (U)
est une partie irréductible de V ; nous désignerons par  son anneau

local et l’idéal premier maximal de  ;  est l’ensemble

de celles des fonctions numériques (i.e. à valeurs dans le corps de base

K ) v sur V qui sont définies en au moins un point de f(U) , et  est

l’ensemble des v E o tels que 0 pour tout y ~ f (U ) en lequel
v est défini. Soit g une fonction sur V à valeurs dans W ~ définie en au

moins, un points de f(U) ; l’ensemble U 1 des x.U tels que f soit défini

en x et g en f(x) est ouvert non vide~ et l’application x 2014~g(f(x))
de Ul dans W se prolonge d ~ une manière et d’une seule en une fonction

sur U à valeurs dans W ; nous désignerons cette fonction par g 0 f ~
et nous l’appellerons la fonction composée de g et de f . Nous exprime-
rons le fait que g est défini en au moins uri point de f (U) en disant que

g est composable avec f. Il en est toujours ainsi dans le cas où f (U) est

dense dans V . Appliquons ce qui précède au cas où W == K (le corps de base ) .
Les fonctions numériques (ou fonctions rationnelles) sur V composables
avec f sont celles qui appartiennent à  ; l’application v ~ v Qf de

o dans le corps Fu des fonctions numériques sur U est un homomorphisme

p qu’on appelle le cohamamorphisme de f (pour toute variété U , nous

noterons systématiquement F U le corps des fonctions numériques sur U ) ;
le noyau est  . Réciproquement, on montre que, si E est une

partie irréductible fermée de V ~ 0 son anneau local, l’idéal premier
maximal de 0 et - If un homanorphisme Q ~ F U de noyau  (il s agit
toujours à’hcznanorphismes des structures d’algèbre sur K ) , il y a une fonc-

tion f et une seule sur U à valeurs dans V de cohomomorphisme f ;
f (U) est une partie dense de E . Pour que f soit définie en un point
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il faut et il suffit qu’il y ait un y ~ E tel que ~ applique
l’anneau local 0 (y) de y (qui est automatiquement contenu dans 0 )
dans l’anneau local de x ; y est alors uniquement déterminé par cette

condition et on a f (x) = y . Si g est une fonction sur V à valeurs dans

W , composable avec f ~ et D son cohomomorphisme, l’application w o ([

prolonge le cohomomorphisme de g Qf et lui est égale si f (U) est dense

dans V .

PROPOSITION 1.- Soit f une fonction sur une variété U à valeurs dans une

variété V elle que f(U) soit dense dans V , et soit f son cohomomor-

phisme. Soit u une fonction numérique sur U :8 Les conditions .suivantes

s ont alors équivalentes :

a) u est radicielle .

b) il existe un ouvert non vide sz. de U contenu dans les ensembles de dé-

finition dè u et do f tel ue toute les fois que x,x’~03A9
sont tels que f(x)=f(x’) .

Supposons a) satisfaite ; soit q une puissance de l’exposant carac-

téristique telle que u~ = ~f(v) ~ v e R- . L’ensemble il des U tels

que f et u soient définies en x et v en f (x) est ouvert non vide ;
si x ~ sont tels que f(x) = r(xt) , on a uq(x) = v(f(x)) = uq(x’),
d’où u(x) = u (x’ ) . ..

Supposons réciproquement b) satisfaite. Soit h la fonction sur U

à valeurs dans V x K telle que h(x) = (f (x) , u(x) ) si f et u sont

définis en x ; est épais et contient une partie relativement ou-
verte non vide B1 de son adhérence. La projection de V x K’ dans V induit un

morphisme f ; de W dans V ; il est clair que f " est injectif et que
f’(W) est dense dans V , Il y a une partie relativement ouverte W’ de W ~
non vide, telle que, pour tout z’ ~= W’ f W t soit normale en z’ et V

normale en f1(Z’) : remplaçant au besoin W’ par une partie ouverte non
, vide plus petite, on peut supposer que f’ (W’ ) est une sous-variété ouverte

normale v ’ de V . Soit fi le cohomomorphisme de la restriction de f*

à W’ ; pour tout y’ ’ a V ~ (y) se compose d’un seul point ; . il résui-

te alors de ce qui a été dit dans un exposé antérieur (exposé 5~ corollaires 2
au théorème 2) que F.., est algébrique et radiciel sur En
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particulier, la projection de V x K sur K induit sur W’ une fonction

numérique qui est radicielle sur ~ ’ (F , ) . Il y a donc une fonction numé-

rique v sur V et une puissance q de l’exposant caractéristique telles
que pour tout xeU tel que f et u soient définis
en x et (f(x) ~ u (x) ) E W’ ; ces points x formant un ouvert non vide ,
on a par continuité.

DÉFINITION 1 a - Soient f un morphisme d’ une variété U dans une variété V

et lf son cohomomorphisme. Supposons les conditions suivantes satisfaites :
on a f(U)=V ; tout élément de Fv radiciel sur ~(F~) appartient à ce

corps ; si v est une fonction numérique sur V et si ’f(v) est définie en

un point x ~. U , alors v est définie en f (x) . On dit alors que V est une

variété quotient de U par f .

THÉORÈME 1.- S oit f un morphisme d’ une variété U dans une varié té V telle

que V soit variété quotient de U par f . Soit g une fonction sur U

à valeurs dans une variété supposons qu’il existe un ouvert .~~- ~ ~ de U

contenu dans l’ensemble de définition de g tel que les conditions x ; 

f(x) = f (x’ ) entraînent g(x) = g (xt ) . Alors il existe une f onction h et

une seule sur V à valeurs dans W telle que g = h 0 f ; si x s TI, h

est définie en f (x) si et seulement si g est définie en x .

Si .D est l’ensemble de définition de g ~ f (D) est épais et dense dans
V ; si donc h i h’ sont des solutions du problème, elles coïncident sur un
ouvert non vide, ce qui démontre l’unicité. Pour démontrer l’existence et la
dernière assertion, on peut supposer sans restriction de généralité que g (U)
est dense dans W. Soient et  les cohomomorphismes de f et g ; soit

W E FW ; Si x ~ x’ ~ n. sont tels que f(x) = f (x’ ) et que w soit défini
en g(x) = g (x’ ) , on a ( y(w))(x) = ( ~(w))(x’) ? tenant compte de la dé-
finition des variétés quotient et de la proposition 1 , on voit que

y (w) t il Y a donc un isomorphisme ij de FW sur un sous-corps

de Fv tel que ’B = ’P o n . C’est le cohomomorphisme d’une fonction h

sur V à valeurs dans W telle que g = h Q f . Si h est définie en

f (x) ~ g l’est en x.

Supposons réciproquement g définie en x ~ et soit z = g(x) ; soit w

une fonction de l’anneau local 0 (x) de z ; alors ’f( ’t} (w) ) = 

est déf inie en x y donc 1) (w ) est définie en f (x ) par la définition de s
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variétés quotient ; comme ; ( 0 (z)) est contenu dans l’anneau local de

f (x) , h est définie en f(x).

C0R0LllilIRE.- Les notations étant celles du théorème~ si g est définie en x ,

elle est définie en tout point de f (i (x) ) et est constante sur cet ensemble.

PROPOSITION 2.- Soit f un morphisme d’une variété U dans une variété V

tel que V soit variété quotient de U par f . Soit g un morphisme de V .

dans une variété et soit h = g 0 f . Pour que W soit variété quotient
de U par h , il faut et suffit que W soit variété quotient de V g o

Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration, qui est
facile.

THEOREME 2.- Soit f une fonction sur une variété U à valeurs dans une

variété V ; supposons que f(U) soit dense dans V et que, 03C6 désignant
le cohomomorphisme de f, tout élément de FU radiciel sur p soit

dans Il existe alors une sous-variété ouverte U’ da U 

f ’ désignant la restriction de f à lJf, f ’ (U ’ ) soit une sous-variété

ouverte V~ ,. V et que V 
1 soit variété quotient de U’ par 

Remplaçcnt U par une sous-variété ouverte, on peut supposer que f

est un morphisme. Tenant compte du théorème 4 du séminaire 1955/56 (exposé 8)
et de la remarque suit la démonstration de ce théorème, on voit qu’il y a

une sous-variété ouverte V 1 de V qui possède la propriété suivante :
si yE y "-= f(x) ~ x et si Y est une sous-variété fermée pas-
sant par y; il y a une sous-variété X de U passant par x telle que

f(X) soit dense dans Y . On peut de plus supposer V ’ normale et conte-

nue dans f(U) o Or on a le lemme suivant s

LEMME l q- Soient V une variété, y un point de V en lequel V est normale

et v une fonction numérique sur V non définie en y . Il y a alors une
sous-variété Y de V passant par y telle que v-l soit définie en au

moins un point de Y et prenne la valeur 0 en tout point de Y où elle

est définiec

Soit 0 l’anneau local de y ; les a E.. 0 tels que av ~ 0 forment

un idéal 0... f. o j soient ,)3 un idéal premier minimal de cL et &#x3E; son

anneau local. Si if 2 , ..., t r sont les idéaux premiers minimaux
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~ f il y a un exposant n &#x3E;0 tel que ... ~ 
d’où puisque = Àb si i) 1 . Soit donc k le plus

petit exposant ~ 0 tel que ~p~yC ~ ; on a k &#x3E; 0 . 
" 

v ~

v ,7’ =. ;jà’,Îb’ . Si on avait ip v’c la multiplica-
tion par v ’ t donnerait un endomorphisme du jà -module fini f ,1) ; v ’ 1 se-

rait alors entier mais c’est impossible, car, 0 étant normal, il

en est de même de ..6 et v’ n’est pas entier sur à5 puisque v’.;j; J~
Donc  v’ contient un élément inversible de et v’-1 ~ J.). On a

(f’!. j) , d’où p £:&#x3E; = v,-1j) puisque On voit alors

que vv’ 
~~ 

est un élément inversible de &#x3E;3 , d’où v~~ É à5 . Il corres-
pond une sous-variété Y de V passant son anneau local

est D ; puisque v -1 E 1) , v -1 est définie en au moins un point de Y ;
comme v-1 E ,t) ~ ~ v" est nulle en tout point de Y où elle est définie.

Ceci dit, démontrons le théorème 2. Soit y un point de VI et soit

v une fonction numérique sur V non définie en y .Soit Y une sous-varié-

té fermée de V passant par y qui possède les propriétés du lemme 1 ; soit

x un point quelconque Il passe par x une variété X telle que

f(X) soit dense dans Y c Soit u = il y a un ensemble X’ dense dans

X tel que u -1 soit défini et nul en tous les points de X ’ ; cela signifie
que u appartient à 1"idéal premier maximal de l’anneau local de X , ce

qui implique manifestement que u n’est pas défini en x. Ceci établit le

théorème 2.

REMARQUE.- On peut montrer que si x E. U est tel que V soit normale en

f(x) et que toute composante de passant par x soit de dimension

dim U - dim V , alors on peut prendre U’ contenant x ; nous n’utiliserons

pas ce résultat plue. précis.

Soit f une application d’une variété U sur un ensemble A . S’il

existe sur A une structure de variété qui soit variété quotient de U par

f , il n’en existe qu’une, comme il résulte tout de suite du théorème 1 ; on

dit alors qui il existe une variété quotient de U par f. Dans l’énoncé

suivant, nous appellerons partie tubulaire (pour f ) de U toute sous-va-

riété ouverte T de U telle qu’il existe une variété quotient de T par
la restriction de f à T .
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PROPOSITION 3.- Soit f une application surjective d’une variété U sur un

ensemble Supposons que, si x et, x’ sont des points quelconques de U ,

il existe ours une partie tubulaire de U (pour f ) contenant x et x’ .

Il y a alors une variété quotient de U par f.

Pour toute partie tubulaire T , soit f T la restriction de f à T ~
et soit 1~ensemble f (T) muni de sa structure de variété quotient de

T ; soient 03C6T le cohomorncrphisme de et GT =03C6T(FAT) . Montrons que les .

corps G T sont tous égaux. Soient T et T’ des parties tubulaires et

si D est ]J ensemble de définition de u ~ D r~ T rB T’ est un ou-

vert non vide~ et si x ~ x’ sont des points de cet ensemble tels que

f (x) = f(x’) ~ on a u(x) = u (x’ ) (corollaire au théorème 1 ) . Il en résulte ,
en vertu de proposition 1 et de la définition des variétés quotient, que

on a donc GT ce qui montre que les corps GT sont tous

égaux. Soit G leur valeur commune, et soit 03A3 l’ensemble des intersections

avec G des localités de F U qui appartiennent au schéma de U . Si E est

une partie Irréductible d’une partie tubulaire T ~ on a, en désignant par
et o les anneaux locaux de E et de fT(E) respectivement,

0 (fT(E))) == G . En effet, soit v une fonction numérique sur

si v est définie en au. moins un point de fT(E), ~ T w) est définie

en au moins un point de E , et la réciproque est vraie puisque AT est

variété quotient de T par frp . Les éléments de L sont donc des localités

de G e Comme U est un espace noetherien, il peut être couvert par un nom-

bre fini de parties tubulaires, ce qui montre que 03A3 est réunion finie de

schémas affines (on se rappellera que, si E est une partie irréductible

de U 9 0 (E ) ~ si E rencontre la partie tubulaire T ) . Soient

Y: ; ~:~ ; ~~ ~ ~ des éléments de ~ ~ E et E’ étant

des parties irréductibles de U ; il y a par hypothèse une partie tubulaire T

qui rencontre E et E’ ; ’1" et L t sont donc image s par 03C6T de localités

du schéma de et sont par suite identiques ou incompatibles ; 2~ est donc

un schéma o Si y E les intersections avec G des anneaux locaux des points

(y) sont toutes égales, comme il résulte immédiatement du fait que deux

quelconques de c e s points sont dans une même partie tubulaire ; si 0 
y 

est

la valeur commune de ces intersections, on vérifie immédiatement que y 2014~0-.
est une bijection de A sur l’ensemble des localités de dimension 0 de m. ~

cette bijection définit sur A une structure de variété, qui est évidemment

variété quotient de U par f .
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THÉORÈME 3.- Soit f une fonction sur une variété U à valeurs dans une

variété V : supposons que dim. Il = dira. V et que 1 (V) soit dense dans V .

Il y a alors des sous-variétés ouvertes de U , V qui possèdent les

propriétés suivantes : U’ e t V ’ sont normales ; la restriction f’ de f

à U’ est un morphisme ; on a V’ =f’(IT) ; pour tout y 5 V ’ , (y)
a toujours le même nombre d’éléments. .

On peut manifestement supposer U et V normales et affines, et que f

est un norphisme ; soient P et Q les algèbres affines de U et V ; si

03C6 est le cohomonorphisme de f, on f.l f’ (Q) C. P puisque f est un mor-

phisme. Comme dim.U = FU est algébrique sur le corps des fractions
de ’f (Q) . Comme P est à engendrement fini, il y a un élé-

ment v’ ~ 0 de Q’ tel que soit entier sur Q[v’" ~ . Remplaçant
U et V par des sous-variétés ouvertes, on peut supposer que P est entier

sur Q. La variété U est alors la variété dérivée normale de V relativement

. 
à l’isomorphisme 03C6 de FV sur un sous-corps de puisque P est la

clôture intégrale de . 9 (Q) dans Fu ; le résultat découle alors d’un ré-

sultat établi dans un exposé antérieur (exposé 5 , corollaire 2 au théorème 2) .

Soit f un morphisme d’une variété normale U dans une variété normale

V ; supposons de plus que, pour tout y le nombre n des points de

f-1 (y) soit fini et toujours le même. Soit f le cohomomorphisme de f ;

supposons d’abord FU séparable sur ~(FV). Soient y un point de V

0 (y) son anneau local, o’ t == ~f( 0 (y)) / Jb la clôture intégrale de

0’ 1 dans FU . Si 1? ’ 1 est l’idéal premier maximal de  ’ , p’ est

l’intersection de n idéaux premiers maximaux (1  i f n) dont les

anneaux locaux sont les anneaux locaux des points de f -1 (y) ; / 
est isomorphe à la somme directe de n corps identiques à K au moyen

d’un isomorphisme qui applique tout t Go L sur l’élément (t(xi),...,t(xn)) ,
où les x. sont les points de f" (y) (cf. exposé 5 ) . Il y a des éléments

h tels que t. (x.) = 8.., et ces éléments forment une base de Fu
sur Soit alors u une fonction numérique sur U définie en

... , x ; calculant la trace Tr u de u par rapport à au

moyen de la base (tl’...’ t ) , on voit tout de suite que (Tr u)(x.) =

= 03A3 u(x.) . On en conclut que, si u est une fonction numérique partout

définie sur U , la formule :
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définit une fonction numérique v partout définie sur V . Ce résultat doit

être modifié lorsque Fg n’est plus séparable sur 03C6 (FV) ; il Y a alors
une variété normale un morphisme f 1 de U dans IL et un morphisme

f2 de U1 dans V tels pour tout x G U! ’ f-11 (x1) se compose
seul pointa que, pour tout y se compose de n points ,

que FU soit radiciel sur l’image de FU 
1 

par le cohomomorphisme ’f 1 de

fi et séparable sur l’image de FV par le cohomomorphisme de f2’
Si q est le degré de Fu sur 03C61(FU1), et si u est une fonction nu-

mérique partout définie sur U , la formule v(y) = 03A3ni=1 uq(xi) définit
une fonction numérique partout définie sur V .

APPLICATION AUX GROUPES.

Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe fermé de G e Pour

tout t le cohomomorphisme de la translation à droite par t est un

autanorphisme t~ du corps soit R le corps des fonctions invarian-

tes par les ’t t . Les fonctions de R sont appelées les fonctions H-inva-

riantes. Nous nous proposons de montrer que, si s , s’ sont des points de
G tels que s ’H , il y a une fonction de R qui est définie en s et

s’ t et y prend des valeurs distinctes.

Soit H la composante connexe de l’élément neutre e dans H ; soient

g et h les dimensions de G et H. Il existe une sous-variété U de G

de dimension g - h passant par e telle que e soit un point isolé de
U ~ H . Pour le montrer, établissons le

LEMME 2.- Soient U une variété de dimension m , x un point de U ,
Tl ’ ... , Tr des sous-variétés de dimensions &#x3E; 0 de U passant par x ;
il existe alors une fonction numérique u sur U , définie en x , y prenant
la valeur 0 , qui n’induit 0 sur aucune des T..

Soient Ó l’anneau local de x , t i l’idéal premier de 6 corres-

pondant à puisque dim.T. 1 &#x3E; 0 , les , b , 1 sont tous distincts de

l’idéal premier maximal f de 0 . Les t i étant des sous-espaces de la

structure d’espace vectoriel de 1" sur K (qui est infini) , il y a un
U E p qui n’appartient à aucun des résultat.



8-09

Si U’ est une composante de l’ensemble des zéros de u passant par

x , U’ est de dimension m-1 et, pour chaque i, est de dimen-

sion  dim.Ti . Appliquons ceci à la situation qui nous occupe : on construit
inductivement au moyen du lemme 2 une suite (Vi)1  i  h de sous-variétés

i "3. ~ h

Ui de G passant par e telle que, pour tout i, toute composante de

Ho passant par e soit de dimension h - i ; U = Uh possède alors
la propriété requise. On peut de plus manifestement supposer que U est

affine. L’application (x , t) -~ xt est un morphisme de U x H dans G ,
soit f ; le point (e , e) est isolé dans f-1(e) ; on a donc 

dim,f (U x H ) = dim(U x = g - h + h = g , et f(UxH) est dense dans

G . Il y a alors une sous-variété ouverte normale W de U x H et une
o

xous-variété ouverte (donc normale) G’ de G telles que, pour tout z ~ G’ ,

f’(z) contienne le nombre n de points (1’ désignant la restriction
de f à M ). Soit u une fonction numérique partout définie sur U ; il

y a un exposant q , puissance de l’exposant caractéristique de K , telle que

la formule v(z) = ~ (où tl) , ... , (x , t ) sont les
-1 

~ il n n

points de f~(z)) définisse une fonction numérique v sur G , partout dé-
finie sur G’ . Cette fonction est toujours H -invariante. Soit en effet z

un point de G’ , et soient (x., tj (1  i $ n) les points de f’(z) ;
l’ensemble A des t E H tels que (x. , t.t) E. W (1  i  n) est mani-

festement ouvert et non vide ; si t G: A , on a z’t et f’(z’t) con-

tient les points (xi: qui sont en nombre n et qui sont par suite
-1 ~

tous les points de f’(zt) ; on a donc v(zt) = v(z) si t la fonc-

tion v est donc constante sur G’ (car zA est dense dans zH ) .
.. 

o 
~ 

0

Soit maintenant t un élément quelconque de Ho , et soit  t le cohomo-

morphisme de la translation à droite par t ; on a donc v(z) = ( 
pour tout z tel que z EG’ ~ zt e.G’ ; comme les points z ayant ces

deux propriétés forment un ouvert non vide de G , v = T-.(v) , Ceci étant,
soient ... , Z v des points de G’ 1 tels que les ensembles

zix (1 ~ i ~ ~ ) soient tous distincts ; soient tek) (1 ~ k ~ n)

les points de f’(zi) , d’où ’Z.H ; les points x.. (1  i  ,
l 1 k  n) sont donc tous distincts, et, comme U est affine, on peut trou-

ver une fonction numérique u partout définie sur U qui prend en ces points
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des valeurs arbitrairement données. On en conclut qu’il y a une fonction

numérique v sur G qui est H -invariante et qui prend en les z. des

valeurs arbitrairement données. Soient maintenant s et st des points de

G tels que sH # s ’H ; soient t , ... , t m des représentants des classes
de H suivant H ; les st.H , s ’t.H sont donc tous distincts. Les ou-

verts G’ (s ’t. ) -1 se renc ontrent, il y a un a ~.G tel que les
J 

’ 

J
ast . , as’t. soient tous dans G ’ . Il y a une fonction H -invariante vlJ J B 

0 

qui prend en tous ces points des valeurs arbitrairement données ; or, pour

toute fonction v1’ il est clair que t mj=1 t
J 

est

une fonction H-invariante ; choisissant convenablement les valeurs de vl
en les on voit y a une fonction numérique v2 
H-invariante , définie en as et et telle que v 2 (as) # v~(as’) . Soit
.,- le cohomomorphisme de la translation à gauche par a ; ~- commute donc avec

les cohomomorphismes des translations à droite , et v = o- (v2) est H-inva-

riante ; v est définie en s et s’ et y prend des valeurs distinctes.

THÉORÈME 4.- Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe fermé de

G ; soit f l’application canonique de G sur l’ensemble G/H . Il existe

alors une variété quotient de G par f ; G/H étant muni de cette structure

de variété~ et (p désignant le cohomomorphisme de f, If est le

corps R des fonctions H-invariantes sur G.

Il résulte immédiatement de la définition de R que tout élément de

F G qui est radiciel sur R est dans R . Soit X un modèle quelconque de

R ; c’est une variété munie d’un isomorphisme p’ de Fy sur R . On peut
considérer 1 comme un isomorphisme de Fy sur un sous-corps de FG;
comme tel, c’est le cohomomorphisme d’une fonction f ’ sur G à valeurs dans

X . Il résulte alors du théorème 2 que l’on peut choisir X de telle manière

qu’il y ait une sous-variété ouverte G’ de G telle que, la restriction de

f’ à G’ étant notée X soit variété quotient de G’ par f" . Soient

s et s’ des points de G’ t tels que f"(s) = fil (8 t) ; il est alors clair

que , pour toute fonction R définie en s et en s ’ , v(s) = v(s’)
(car v = y ’ (w) , où w est une fonction numérique sur X qui est définie
en f-t{s):: £’ (s’ ) - puisque X est variété quotient de G’ ) . Il en résulte

que aH = en vertu de ce qui a été établi plus haut. Soient réciproquement



8-11

s et s’ des points de G’ tels que sH==s’H : soit s ’ = st , 
Si v est une fonction de R définie en s’ ~ il résulte de la formule

v = t t (v) (où ’l:’ t est le cohomomorphisme de la translation à droite par
t ) que v est définie en s ~ Il en résulte que toute fonction numérique
w sur X est définie en f’ (s’ ) l’est en f’ (s ) ~ d 1 où £’ (8’) = f t (s) e
Il y a donc une bijection j de X sur une partie de G/H telle que

j 0 f" soit la restriction de f à G’ ; autrement dit, G’ t est une par-

tie tubulaire relativement à f . Il est clair que, pour tout a ~ G 9 aG’

est encore tubulaire relativement à f . soient s et s’ des points

quelconques de G ; comme 1= rjJ , il y a un a E. G tel que

as et as’ soient dans G’ ! de sorte que s et s’ sont dans une partie
tubulaire pour f 0 Il résulte alors de la proposition 4 qu’il y a une varié-

té quotient de G par f ; la dernière assertion du théorème 4 résulte immé-

diatement de notre construction de G/H.

notations étant comme on peut non seulement affir-

mer que tout élément de FG radiciel sur R e s t dans R i mais que F.,
est séparable sur R ~ en vertu du lemme suivant :

LEMME 3.- S oient F un c orps e t R le c orps de s invariants d’ un groupe

d’automorphismes de F ~ F est alors séparable sur R .

Soient en effet x.  ... , xn des éléments de R tels que les xi
Soient linéairement indépendants sur F (dans une clôture algébrique de ce

corps) ; nous voulons montrer qu’ils sont linéairement dépendants sur R.

On se ramené tout de suite au cas ou sont linéairement

indépendants sur F . Soit alors x1/p = Appliquant

un automorphisme Õ (qui se prolonge à et tenant compte de ce que
les x. (i  n) sont linéairement indépendants sur R , il vient
o (a-4) = a. (1  i  n - 1) ; les a. sont donc dans R , ce qui démontre
le lemme 3.

PROPOSITION 4.- Soient H’ , H" des sous-groupes fermés d’un groupe algé-

brique G tel que HIt c H’ . Si f est l’application canonique de G/H"
sur G/H’ , la variété G/H’ e s t variété quotient de G/H" par f .

Cela résulte immédiatement de la proposition 2.
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PROPOSITION 5.- Soit Gi (i = 1 ,2) un groupe algébrique, et soit Hi un

sous-groupe fermé àe G . ; soit f . l’application canonique de G. sur
~...._- ~ ~ 3. . - 

- ..----. , 
... 

;- , 
... - -..- 

-.--- 1 -

G./H.. Soit m un morphisme de G1 dans G2 tel que 

pour tout s E. G J l’application m* : G1/H1 -+ G2/H2 telle que

m’If 0 ii = f2 0 m 2Ét un morphisme.
Comme f2 0 m est Un morphisme, Cela résulte du théorème 1 .

Ia proposition 5 s’applique en particulier aux cas suivants:

a) m est un homomorphisme de Gl dans G2 tel que ~ H2 ;
b) on a Gl = G2 ’ Hl = H2 et m est la translation à gauche par un

élément de G ( Dans le cas b) , on voit que, si s est un élément d’un grou-

pe algébrique G et H un sous-groupe fermé de G , l’application x --+EeX

de G/H dans lui-même est un automorphisme de la variété G/H (s,x étant

par définition stH si x = tH ) . Il en résulte immédiatement que tous les

points de G/H sont simples.

Gi (i = 1 , 2) Ea ,groUPe algébrique et soit Hi un

àe G ; Soit fi l’application canonique Gi 
~ G:-= Gl ~~ G2 ’ H = H2 ’ ~~ 
G -,&#x3E;G/H ; l’application g de G/H sur x (G2/H2) telle que

g(f(sl ’ s2») = (f1 (sl) , f2(s2)) est un isomorphisme àe variétés.

Soit R. le corps des fonctions numériques H.-invariantes sur G. ’et
i - i 1

le corps des fractions de R2 . Comme FG. est séparable sur

R. , il est algébrique et séparable sur un corps S. qui est une extension
1 1

transcendante pure de R. ; il est alors clair que le corps des fractions
S de 81 lll 82 est une extension transcendante pure de R et que le corps

des fractions F~ de F~ E F~ est algébrique séparable sur S . Donc
1 2 

’

Fa est séparable sur R 
$ et tout élément de FG radiciel sur R est dans

. 
R o

Soit h l’application (s1 , 82) (Sl) , f2(s2)) ; il résulte du
théorème 2 qu’ il Y a une sous...variété ouverte G ’ de G telle que h (G t )
soit ouvert dans (G2/H2) et que, h t restriction

de h à G’ , h(Gi) soit variété quotient de G’ par h’ . Or g est un
. 

-1

morphisme (théorème 1 ) ; 1 (G ’ ) = g (h (G’ » est donc ouvert dans G/H et
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est variété quotient de G’ par la restriction de f à G’ . Il en résulte

immédiatement que g induit un isomorphisme de f(G’) sur h (G’) . Par

ailleurs, si a. E G. , l’application m de G/H sur lui-méme qui trans-

forme en D.2s2) est un automorphisme, et l’applica-
tion m’ de (G2/H2) qui transforme en

(fl (al Sl) , f {a s2) est un automorphisme . Comme g 0 m = m’ 0 g , on en

déduit immédiatement que g est un isomorphisme.

PROPOSITION 7.- Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe algébrique G .

L’application (8, x) ~ s.x de G x (G/H) dans G/H est un morphisme.

Soient f l’application canonique G -&#x3E;G/H et g l’application

(6 .’ t) ...~~ (s , f(t) ) . L’application (s , t) 2014~s.f(t) = f(st) est un

morphisme et G x (G/H) est variété quotient de G x G par g (proposi-
tion 6) ; la proposition 7 résulte alors du théorème 1.

PROPOSITION 8.- Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe distin-

gué f ermé de G . La s truc ture de gr oupe de G/H et sa structure de variété

quotient de G définissent alors sur G/H une structure de groupe algébri-
que.

On démontre que l’application (x , y) -&#x3E; xy de (G/H) x (G/H) dans

G/H est un morphisme en opérant comme dans la démonstration de la proposi-
tion 6 . Soit f l’application canonique G s ~(f(s)) = f(s" )
est un morphisme ; il en résulte (théorème 1 ) que x est un morphis-
me de G/H .

On notera qu’il a été établi que, si H est un sous-groupe distingué
fermé d’un groupe algébrique affine G ~ G/H est un groupe affine.


