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LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS
SUR LES CORPS DE FONCTIONS
[d’aprés Laurent Lafforgue]

par Gérard LAUMON

Lafforgue a récemment établi la correspondance de Langlands pour GL, sur un
corps de fonctions. Sa preuve suit la stratégie introduite, il y a plus de 25 ans, par
Drinfeld pour traiter le cas r = 2.

Apreés avoir énoncé le théoréme principal et ses conséquences, nous présenterons
les grandes lignes de la démonstration, en renvoyant pour les détails aux publications
de Lafforgue ([La 1] & [La 9]). Les sections 4 (Compactification de I'isogénie de Lang
pour PGL;) et 7 (Une variante d'un théoréme de Pink) sont de nature générale et
peuvent étre lues indépendamment du reste du texte.

Je remercie chaleureusement L. Lafforgue pour son aide dans la préparation de cet
exposé.

1. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

On fixe dans tout cet exposé une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini F; & ¢ éléments. On note | X| 'ensemble des points fermés
de X.

Soit F'le corps des fonctions de X . On identifie les places de F' aux éléments de | X|.
Pour chaque x € [X| on peut former le complété F, de F en la place z. C’est un corps
de valuation discréte complet. On notera encore z : FX — Z sa valuation. I’anneau
des entiers de F, est 'anneau de valuation discréte O, = {a, € FX | z(a,) > 0}U{0},
pe = {az € F* | z(az) > 0}U{0} est I'unique idéal maximal de O, et le corps résiduel
#(z) = Oz /p, est une extension finie de F, dont on notera deg(z) le degré.

L’anneau (topologique) des adeles de F' est le produit restreint

A = {a = (az)2¢|x| | a2 € O, pour presque tout z} C H F,
z€|X|
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208 G. LAUMON

ou l'expression « pour presque tout x » signifie « pour tous les z sauf un nombre
fini ». Le corps F' se plonge diagonalement dans A et ’anneau topologique compact
0= erlxi O, est un sous-anneau de A.

On dispose d’un homomorphisme de groupes deg : A* — Z défini par

degla) = 3 deg(a)a(as).
z€|X|
Cet homomorphisme est surjectif et est identiquement nul sur F'* et aussi sur O*.
Son noyau est compact modulo F* : en d’autres termes, pour tout a € A* de degré
non nul, le groupe quotient F*\AX/O*a” est fini.

1.1. Représentations automorphes cuspidales

Soit r un entier > 1. On consideére le groupe adélique GL,(A) des matrices inver-
sibles de taille 7 x r et & coefficients dans 'anneau A, et ses sous-groupes GL, (F)
et

K= ]] Ke=GL(0)= [] GL/(0.).
z€|X| z€|X|
On fixe une fois pour toutes une mesure de Haar dg sur GL,(A), et une décomposition
dg = Hze| x| dg, de cette mesure en produit de mesures de Haar locales. Il est com-
mode de normaliser dg et les dg,. par les conditions vol(K, dg) = 1 et vol(K,, dg,) = 1.

Une forme automorphe cuspidale (pour GL, sur F)) est une fonction ¢ : GL.(A) —
C ayant les propriétés suivantes :

1) ¢(v9) = ¢(g), Vv € GL.(F), Vg € GLr(A),

2) il existe un sous-groupe K, C K d’indice fini tel que p(gk) = ¢(g), Vg €
GL.(A), Yk € K,

3) il existe a € A tel que deg(a) # 0 et p(ga) = ¢(g), Vg € GL.(A),

4) pour toute décomposition non triviale r = ry+- - -+75 de r en entiers strictement
positifs, qui définit un sous-groupe parabolique standard P = MU C GL, de radical
unipotent U et de composante de Levi M = GL,, x -+ x GL,_, le terme constant

GL,(A) = C, g— p(ug)du,
U(F)\U(A)
est identiquement nul (ici du est n’importe quelle mesure de Haar sur le quotient
compact U(F)\U(A)).
Si I’on fixe un élément ag de degré non nul dans A*, on a
Lcusp = U Lcusp(ag)
n>1

ou, pour tout @ € A* de degré non nul, Leusp(@) C Leusp est le sous-espace défini en
imposant ce a particulier dans la propriété 3).
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(873) LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 209

Toujours pour a € A* de degré non nul, on montre que toute fonction ¢ € Leusp(a)
est & support compact sur GL,(F)\ GL,(A)/aZ, et on peut donc munir Lcysp(a) du
produit scalaire hermitien défini positif

(p1,2) = / ©1(9)p2(9)dg-
GL,(F)\ GL,(A)/aZ

Le groupe GL,(A) agit par translation & droite sur I’espace vectoriel complexe
Lcusp = Lcusp(GLT(F)\ GLT(A))

des formes automorphes cuspidales. Cette représentation est lisse (le fixateur de tout
vecteur dans Lcusp est un sous-groupe ouvert de GL,.(A)). Comme on a fixé une
mesure de Haar dg sur GL,(A), la donnée de cette représentation équivaut & celle
d’une structure de H-module sur Lcysp, oit 'algébre de Hecke

H = C(GLr(A))

est I'algebre de convolution des fonctions complexes, localement constantes et & sup-
port compact, sur GL,.(A).

Pour chaque a € A* de degré non nul, l'action de GL,(A) respecte le sous-espace
Lcusp(a). La représentation induite sur ce sous-espace est admissible (pour tout sous-
groupe K’ C K d'indice fini, I'espace vectoriel des invariants sous K’ dans Leysp(a)
est de dimension finie). Elle est de plus unitaire pour le produit scalaire défini ci-
dessus. La représentation de GL,(A) sur Lusp est donc semi-simple : elle admet une
décomposition isotypique

Leusp & @ Vw@m(n)
Ky

ou 7 parcourt un systéme de représentants des classes d’isomorphie de représentations
complexes irréductibles admissibles de GL,(A), ot V;: est I'espace de 7 (en général de
dimension infinie) et o1 les multiplicités m(7) sont des entiers > 0.

DEFINITION. — Une représentation automorphe cuspidale irréductible (pour GL, sur
F) est une représentation compleze admissible irréductible de GL,(A) qui est iso-
morphe a un facteur direct de Leysp.

On notera A, un systeme de représentants des classes d’isomorphie de ces repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles. Chaque 7 € A, admet un caracteére
central wy : F*\AX — C* qui est d’ordre fini puisque wy(a) = 1 pour au moins un
a € A* de degré non nul.

THEOREME (Théoréme de multiplicité un, [PS 2], [Sh]). — On a

Leusp = €D Vi

TEA,
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210 G. LAUMON

En d’autres termes, les multiplicités dans la décomposition isotypique de la représen-

tation Leysp de GL-(A) sont données par m(m) =1 si m est automorphe cuspidale et
m(7) =0 sinon.

Pour tout z € | X|, on définit aussi I’algébre de Hecke locale
Ha = C(GL,.(F)).

C’est l'algebre de convolution pour la mesure de Haar dg, sur GL,(F,). Lespace
de toute représentation lisse de GL,.(F}) est naturellement muni d’une structure de
‘H,-module.

On notera ek, € H, la fonction caractéristique de K, = GL,.(O,) dans GL,.(F,)
et on appellera algebre de Hecke locale non ramifiée la sous-algebre

He(Kz) = ek, * Hy xex, C Hy.

C’est une algebre commutative unitaire munie d’un isomorphisme, construit par Sa-
take,

Hy(Ky) & (C[zl,zl'l, A

r )

ou le groupe symétrique &, agit par permutation des indéterminées z1,...,2,. En
particulier, si (7., Vr,) est une représentation admissible irréductible de GL,.(F,) non
ramifiée, ¢’est-a-dire telle que VK= # (0), on a en fait

dim(VE=) =1

et le H(K,)-module VK= de rang 1 et aussi la représentation (., Vi) sont (i iso-
morphisme pres) uniquement déterminés par la donnée d’un r-uplet non ordonné

(Zl("ra;)v cee >zr(7T$))

de nombres complexes non nuls, appelés les valeurs propres de Hecke de 7.

L’algebre de Hecke globale H est le produit tensoriel restreint

= tim <®m> . (®m)
S €S z¢S
des algebres de Hecke locales, ot S parcourt I’ensemble des parties finies de | X|. Une
représentation admissible irréductible (, V;) de GL,.(A) admet donc, pour chaque z €
| X |, une composante locale (7, Vi, ) qui est une représentation irréductible admissible
de GL,.(F;) bien définie & isomorphisme prés. Pour presque tout x, 7 est non ramifiée
en z, c’est-a-dire admet une composante locale non ramifiée en z, et 7 est le produit
tensoriel restreint
T ®'7rm

z€|X|
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(878) LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 211

de ses composantes locales. (Une fois que ’on a fixé une base v, de V,,I:z pour chaque
place x non ramifiée pour 7, I’espace de la représentation du membre de droite est
par définition la limite inductive

(@) (@)

pour S parcourant I’ensemble des parties finies de | X | qui contiennent toutes les places
ramifiées pour 7.)
On définit la fonction L partielle de m comme le produit eulérien formel

1
L5 (7, T) L(my, T € C[[T)]
acg-n afg Hz 1 ]‘ —Zi ( I)Tdeg(a:)) [[ ]

ol Sy C |X| est I'ensemble fini des places ramifiées de 7. Godement et Jacquet ([G-
J]) ont démontré que le produit eulérien L (m,q~*) converge absolument dans un
demi-plan Re(s) > o pour un nombre réel o assez grand, et que la série formelle en
T définie par L5 (m,T) est en fait le développement d’une fraction rationnelle dans
C(T'), et méme d’un polynéme dans C[T] si r > 2.

2. Représentations du groupe de Galois

On fixe une cloture séparable F de F et on note 'z le groupe de Galois de F sur
F. Pour chaque = € |X| on choisit arbitrairement un sous-groupe de décomposition
D, C T'r en z. Ce groupe de décomposition est le groupe de Galois I'r, d’une certaine
cloture séparable ', de F,. On note I, C D, le sous-groupe d’inertie de ce groupe de
décomposition. Le groupe quotient D, /I, est isomorphe au groupe de Galois [y(z) de
k(z) sur £(z) pour une certaine cléture algébrique k() de k(z) et est donc isomorphe &

Frobf ol Frob; € I's(;) est 'élément de Frobenius géométrique (I'inverse de I’élévation
a la puissance |k(z)| = gd°&(®)).

Muni de la topologie de Krull, I'r est un groupe topologique pro-fini, dont les re-
présentations complexes continues et de dimension finie se factorisent nécessairement
par un quotient fini. Suivant Serre et Grothendieck, on obtient une catégorie plus
vaste de représentations de I' en remplagant le corps des coefficients C par un corps
f-adique. Fixons donc un nombre premier auxiliaire ¢, distinct de la caractéristique
de IFg, et fixons une cloture algébrique Q, de Q.

Une représentation ¢-adique o de I'r est un Q,-espace vectoriel V, de dimension
finie, muni d’un homomorphisme de groupes o : I'p — Aut@l (V5), ayant les propriétés
suivantes :

1) il existe une base de V,, identifiant Autg, (V5) & GL, (Qq), oL 7 est la dimension de
Vs, et une extension finie £ de Q; contenue dans Q, telles que o(T'r) C GL.(E)) C
GL, (@),

2) 0 :Tr — GL,(E)) est continu pour la topologie de Krull sur 'z et la topologie

l-adique sur GL,.(E)),
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212 G. LAUMON

3) pour presque tout x € |X|, o est non ramifiée en x, ¢’est-a-dire que la restriction
oz de o au sous-groupe de décomposition D, C I'p est triviale sur le sous-groupe
d’inertie I, C D,.

Ces représentations forment une catégorie abélienne ou tout objet est de longueur
finie.

Soit G, un systeme de représentants des classes d’isomorphie de représentations
¢-adiques irréductibles de rang r de I'r dont le déterminant (la puissance extérieure
maximale) est d’ordre fini. Pour chaque o € G, on note S, ’ensemble fini des places
de F ol o est ramifiée. Pour chaque = ¢ S,, on dispose de Pautomorphisme o, (Frob,.)
de V,, et on note

(z1(02), -y 2r(02))
les valeurs propres de Frobenius de o en x, c’est-a-dire le r-uplet non ordonné d’élé-
ments non nuls de Q, formé des valeurs propres de o, (Frob,). La fonction L partielle
de o est par définition le produit eulérien formel

So(g. T) = = ! Q .
Fried zelg—sa Hoe ) zelg—sa [Ti=1 (1 = zi(0,)Tdee@) € Q[T

Il résulte de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]) que cette
série formelle est le développement d’une fraction rationnelle dans Q,(T), et méme
d’un polynome dans Q,[T] si r > 2.

1.3. La correspondance de Langlands et ses conséquences

On fixe un isomorphisme de corps ¢ : Q, — C (il en existe d’apres 'axiome du
choix). On notera encore ¢ les isomorphismes de Q,(T") (resp. Q,[[T]) sur C(T) (resp.
C[[T]]) induits par ¢.

THEOREME PRINCIPAL. — (i) (Correspondance de Langlands) Il existe une unique
bijection
-A'r‘ ; gT*, = U(ﬂ)?
telle que, pour tout m € A, on ait I’égalité de facteurs L locaur
(L(o(m)s, T)) = L7, T),
pour presque tout T ¢ Sy(xy U Sx.

(ii) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour tout ™ € A, et toute place x ¢ S
on a

|zi(me)| =1, Vi=1,...,7.

Le cas 7 = 1 de ce théoréme est une reformulation de la théorie du corps de classes
abélien pour les corps de fonctions. Le cas 7 = 2 a été démontré par Drinfeld ([Dr 6],
[Dr 7]). Le cas général est di & Lafforgue ([La 9]).

Les conséquences de ce théoréme qui sont formulées ci-dessous étaient attendues.
et leur déduction du théoréme principal est bien connue.
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THEOREME (Compatibilité avec la correspondance de Langlands locale)

Pour tout T € A, et tout z € |X|, la représentation de Galois locale o(m)s de
D, =T, est l'image 0.(7z) de la représentation locale ., de GL,.(Fy) par la corres-
pondance de Langlands locale (cf. [L-R-S]). En particulier, m et o(m) ont les mémes
facteurs L locauz en toutes les places de F.

THEOREME (Conjecturé par Deligne, [De] (1.2.10)). — Soit o0 € Gr.

(i) Le sous-corps E = E(0) de Q, engendré sur Q par les coefficients des polynomes
[1i—,(1 — 2i(0.)T) pour tous les x & S, est un corps de nombres (une extension finie
de Q).

(ii) Pour tout mombre premier ¢ distinct de la caractéristique de Fq, fizons une
cloture algébrique Q, de Qp et notons Gy ¢ 'ensemble G, correspondant.

Il existe alors une unique famille de représentations op x € Gr o, indexée par les
couples (¢, X') formés d’un nombre premier €' distinct de la caractéristique de Fy et
d’un plongement X' : E — Qy/, et ayant les propriétés suivantes :

— 0 =04\ 0u X est linclusion de E dans Qy»
— chaque op v a le méme ensemble de places ramifiées que o et pour tout
z ¢ S, on a Uégalité

T T

H(l —zi(op v 0)T) =N (H(l - zi(ax)T)> € Qu[T).

i=1 i=1

THEOREME (Conjecturé par Deligne, [De] (1.2.10)). — Soient Y un schéma normal
de type fini sur le corps fini F, et £ un systéme local (-adique de rang v sur Y. On
suppose que L est irréductible et que sa puissance extérieure mazximale det(L) est
d’ordre fini (det(L)®N est isomorphe au faisceau €-adique constant de valeur Q, sur

Y pour tout entier N > 1 assez divisible). Alors L est pur de poids 0.

Une conséquence plus indirecte du théoréme principal est I’énoncé dit « de des-
cente » dans la premiére construction de Drinfeld (cf. [Dr 12], [F-G-K-V], [Lau 5],
[Lau 6]) des faisceaux automorphes partout non ramifiés pour GL, sur une courbe
lisse, projective et géométriquement connexe sur un corps arbitraire (éventuellement
de caractéristique nulle).

1.4. Historique

L’outil principal, inventé par Drinfeld et utilisé par Drinfeld et Lafforgue pour
démontrer le théoréme principal, est le champ modulaire des chtoucas. Avant de
découvrir ce champ, Drinfeld avait introduit des variétés modulaires sur les corps de
fonctions trés semblables aux variétés de Shimura sur les corps de nombres : les variétés
de modules elliptiques (ou de faisceauz elliptiques). L’utilisation de ces variétés avait
permis de construire o(m) sous certaines conditions sur la représentation locale 7
en une place donnée oo € | X|. Ainsi, Drinfeld ([Dr 9] et [Dr 10]) avait construit o ()
quand 7 = 2 et 7, est dans la série discrete, et Flicker et Kazhdan, puis moi-méme,
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214 G. LAUMON

avions généralisé cette construction de Drinfeld, pour r arbitraire, dans les cas oll 7
est soit supercuspidale ([F-K]), soit la représentation de Steinberg ([Lau 1], [Lau 2]).

L’assertion d’unicité du théoréme principal était connue depuis longtemps : elle est
en effet une conséquence immédiate du théoréme de densité de Cebotarev ([Se]). Il en
était de méme de l'injectivité de I'application @ — o () qui est automatique d’apres
le théoreme de multiplicité un fort de Piatetski-Shapiro ([PS 2]).

Deligne avait remarqué un principe de récurrence permettant de déduire la sur-
jectivité de 'application @ — o(7) de son existence. Plus précisément, si pour tout
r"=1,...,7 — 1, on a construit une application 7’ — ¢'(7") de A,» — G+ telle que,
quel que soit ' € A,/, on ait I’égalité de facteurs L locaux

UL(e'(1")a, T)) = L(my, T)

pour presque tout x & Sy (ry U Sy, alors 'équation fonctionnelle de Grothendieck
([Gr]), 1a formule du produit pour la constante de cette équation fonctionnelle ([Lau 7])
et le théoreme inverse de Hecke, Weil et Piatetski-Shapiro ([PS 1], [C-PS]) permettent
de définir une application

Gr — Ay, 0+ (o),

telle que, quel que soit o € G,, on ait I’égalité de facteurs L locaux
UL(7(0)2, T)) = L(02,T)
pour presque tout z ¢ Sy U Sr (o).

Lafforgue avait obtenu auparavant un énoncé trés proche de la conjecture de
Ramanujan-Petersson ([La 1]) comme une conséquence de la description adélique de
Drinfeld des chtoucas sur les corps finis ([Dr 6]), de la formule des traces d’Arthur-
Selberg ([Ar]), de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]), du

théoreme de pureté de Deligne ([De]) et des estimées de Jacquet-Shalika pour les
valeurs propres de Hecke des représentations automorphes cuspidales irréductibles

([J-S 1)).

1.5. La stratégie

La stratégie utilisée par Drinfeld et Lafforgue pour définir application 7 — o(m)
de A, dans G, est inspirée des travaux de Shimura, Thara, Deligne, Langlands, ... Sous
sa forme la plus naive elle peut se décrire comme suit :

On construit un schéma V sur F muni d’une action de I’algebre de Hecke H de
telle sorte que la cohomologie ¢-adique a supports compacts

H: (F_ Kr V7 @3)

soit une représentation du produit de GL,.(A) et du groupe de Galois I'p.

Puis on calcule la trace de cette représentation par la formule des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz.
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Enfin on compare cette formule des points fixes avec la formule des traces d’Arthur-
Selberg pour prouver que la représentation

de GL,(A) x T'r que P'on cherche est exactement la partie « cuspidale » de H} (F ®p
V,Qy).

En fait, comme la cohomologie ¢-adique ci-dessus est automatiquement définie sur
Q, il y a une obstruction (de rationalité) & mener & bien un tel programme (cf. [Ka])
et la stratégie doit étre légerement modifiée. Comme 1’a proposé Drinfeld, c’est plutdt
la représentation

@ T®o(n)’ @ o)

TEAr
du produit GL,.(A) xI'p xT'p, ol o(m)" est la représentation contragrédiente de o(7),
que I'on peut espérer obtenir comme la partie cuspidale de la cohomologie /-adique a
supports compacts d’un schéma sur F' ® F'.

2. CHTOUCAS DE DRINFELD

2.1. Le champ des chtoucas

Tous les schémas (ou champs) considérés seront sur Fy; on dira donc schéma (ou
champ) au lieu de Fy-schéma (ou F,-champ) et on notera simplement U x T' le produit
U xp, T de deux tels schémas (ou champs). Pour tout schéma (ou champ) U, on
notera Froby : U — U son endomorphisme de Frobenius relativement & F, : si
U est un schéma, Froby est donc l'identité sur I’espace topologique sous-jacent &
U et ’élévation a la puissance g-iéme sur le faisceau structural Op. Si M est un
Oux x-Module, on notera "M le Oy« x-Module (Froby x Idx)* M.

DEFINITION (Drinfeld). — Un chtouca & droite (resp. & gauche) € de rang r > 1 sur
un schéma U est un diagramme dans la catégorie abélienne des Oy« x -Modules

gl g (resp. 8#5“—]»’5)
ot :
- & et &' sont localement libres de rang r,
- j ett sont injectifs,
— les conoyauzx de j et t sont supportés par les graphes T'oo CU XX et T, CU x X

de deur morphismes co : U — X et o: U — X, et sont localement libres de rang 1
sur leurs supports.

Les morphismes 0o et o sont appelés respectivement le pole et le zéro du chtouca.
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216 G. LAUMON

En d’autres termes, un chtouca a droite de rang r est la donnée d’un fibré vectoriel
£ de rang r, d’une modification élémentaire supérieure j : £ — &£’ de £, d’une modifi-
cation élémentaire inférieure j' : £ «— &£’ de £ et d’un isomorphisme u : T - £".
On a bien siir une description similaire pour les chtoucas a gauche.

En faisant varier U, on définit de maniere évidente le champ Cht" des chtoucas
a droite de rang r, un morphisme (00,0) : Cht" — X x X et un chtouca & droite
de rang r universel sur Cht" xX de pole et de zéro les deux composantes de ce
morphisme. De méme, on a le champ "Cht des chtoucas a gauche de rang r, un
morphisme (00,0) : "Cht — X x X et un chtouca a gauche de rang r universel.

On a des morphismes de Frobenius partiels

Frobs. : "Cht — Cht" et Frob, : Cht" — "Cht

au-dessus deft(oo, 0) — (00, Frobx (0)) et (00, 0) — (Frobx (00),0), qui envoient £ sur
(& LirgoTEN et (€ «———>T€<——]—4TE’) respectivement.

Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous a
droite, et on dira simplement « chtouca » pour « chtouca & droite ». Les résultats
démontrés pour les chtoucas & droite ont bien entendu des analogues pour les chtoucas
a gauche.

PROPOSITION (Drinfeld). — Le champ Cht" est algébrique au sens de Deligne-
Mumford. Le morphisme (00,0) : Cht" — X x X est lisse, purement de dimension
relative 2r — 2.

Le champ Cht" s’écrit comme réunion disjointe
Cht" = J] cnt™
dez

ou Cht™? classifie les chtoucas de degré
d=deg€ = deg& — 1.

Ezemple. — Pour tout entier d, Cht"? peut étre défini comme le produit fibré

Cht''?* —— Fib'?

| o |

X x X — Fib'?

ot1 Fib"? est le champ algébrique des fibrés en droites de degré d sur X, J est 'applica-
tion d’Abel-Jacobi qui envoie (00, 0) € (X x X)(U) sur le fibré en droites Op x x (00 —0),
et L est l'isogénie de Lang qui envoie un fibré en droites £ sur U x X sur le fibré en
droites L7 ®oy .« "L

En particulier, Cht? est de type fini et admet un espace grossier qui est un reve-
tement fini étale galoisien de X x X.
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Mais, mis & part le cas r = 1, aucun des champs Cht™? n'est de type fini.

2.2. Troncatures
Soient k un corps algébriquenlfznt clos contenant Fy et & un chtouca sur (le spectre
de) k. On appelle sous-objet de &, et on note simplement
FCE,
la donnée de deux sous-Orgx-Modules F C £ et F' C &’ tels que £/F et &'/ F' soient

localement libres de méme rang et que j(F) C F’ et t("F) C F'; a un tel sous-objet
on peut associer son rang

g F =1gF =rgF'
et, pour chaque nombre réel «, son degré (d’indice «)
deg, F = (1 — o) deg F 4 ardeg F'.

Sio=F C Fi c---C F, = € est une filtration de £ par des sous-objets comme
ci-dessus, on peut lui associer son polygone (d’indice a) qui est la fonction affine par
morceaux

p:[0,7] > R
avec p(0) = p(r) = 0, dont les seules ruptures de pentes interviennent en les entiers
rgF,,0=1,...,8—1, et qui prend en ces entiers-1a la valeur
~ ~ F ~
p(rg F,) = deg, Fo — -t deg, £.
PROPOSITION. — Fizons un nombre réel a € [0,1]. Alors, parmi tous les polygones

attachés aux filtrations de £ comme ci-dessus, il en existe un plus grand que tous les
autres, et parmi toutes les filtrations qui définissent ce polygone mazimal il en existe
une moins fine que tous les autres.

Le polygone et la filtration dont la proposition ci-dessus assurent l’existence sont
appelés respectivement le polygone de Harder-Narasimhan et la filtration de Harder-
Narasimhan d’indice o du chtouca €.

Nous appellerons paramétre de troncature toute fonction continue, convexe, affine
par morceaux p : [0,7] — R>¢ avec p(0) = p(r) = 0 dont les points de ruptures de
pente ont des abscisses entieres.

PROPOSITION. — FEtant donnés a € [0,1] et un paramétre de troncature p, il existe un
unique ouvert Cht™ =P du champ Cht” tel qu'un chtouca sur un corps algébriguement
clos est dans cet ouvert si et seulement si son polygone de Harder-Narasimhan d’indice
« est majoré par p.

De plus, pour chaque entier d, [’ouvert

Cht"*%=e? ;= Cht"* <*P N Cht"*
du champ Cht™? est de type fini.
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On voit donc que, pour chaque entier d, le champ algébrique localement de type
fini Cht™? est réunion filtrante des ouverts de type fini Cht? % =P,

2.3. Structures de niveau sur les chtoucas

Comme les courbes elliptiques, les chtoucas admettent des structures de niveau.
Un niveau est ici un sous-schéma fermé fini

N = Spec(Oyn) C X.

Si £ est un fibré vectoriel sur U x X pour un schéma (ou un champ) U, on notera
simplement Ey la restriction de £ au fermé U x N C U x X . Si M est un Oy« n-Module

on notera encore "M le Oy« n-Module (Froby x Idy)* M. Pour tout fibré vectoriel
Esur U x X on a évidemment "(Ex) = ("E)n.

On considere le champ algébrique
Try
qui associe au schéma U la catégorie des couples (F,u) formés d'un fibré vectoriel de
rang r sur U x N et d’un isomorphisme de fibrés vectoriels u : "F —— F. Si I'on note
GLﬁV = Resn/ spec(r,) GLr le schéma en groupes sur IFy restriction a la Weil du schéma

en groupes linéaire GL, sur N et par h — 7(h) = Frobgy,, (h) son endomorphisme de
Frobenius (relatif & Fy), ce champ n’est autre que le quotient

v = [GLY /"Ad(GLY)]
de GLff’ par Paction de GL?’ sur lui-méme par la conjugaison tordue
"Ad(h)(g) = 7(h) ™" gh.
Comme 1'isogénie de Lang
L:GLY - GLY, h— L(h) =7(h)"'h,

est un torseur sous le groupe fini GL, (On) = GLY(F,) (pour son action par trans-
lation & droite sur GLY), Trly est canoniquement isomorphe au champ classifiant
[Spec(F,)/ GL, (On)].

On ne munira ici de structures de niveau que les chtoucas dont le pdle et le zéro
ne rencontrent pas N. Si

E=(Elog —57¢)
est un tel chtouca sur U on remarque que les restrictions
jN EN — SEV et ty :T(En) = (TN — 55\]

des fleches j et t sont des isomorphismes de Oy x y-Modules. On a donc un morphisme
de champs algébriques

Cht” X y»(X = N)2 — Trly, € = (En.in' o tn)-
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DEFINITION (Drinfeld). — Soit & un chtouca de rang r sur un schéma U dont le
péle et le zéro se factorisent par limmersion ouverte X — N — X. Une structure
(principale) de niveau N sur ce chtouca est la donnée d’un isomorphisme

. O ~
L'OUXN__)SN

tel que
t=(jy' otn) oL Oy — EN.

On définit de maniére évidente le champ Cht)y des chtoucas de rang r, dont le
pole et le zéro ne rencontrent pas N, et avec structures de niveau N. On a un carré

cartésien
Chty — Try
| 0|
Cht" X y2(X —N)? — Try
ot la fléche horizontale du bas est la fleche de restriction & N définie ci-dessus, ot Tr'y’
est le champ qui associe au schéma U la catégorie des triplets (F,u,¢) formés d’un
objet (F,u) de Tr’y (U) et d’un isomorphisme de Oy y-Modules ¢ : Of, y — F tel
que ¢ = u o "¢, et ou la fleche verticale de droite est oubli de la composante ¢. On
remarquera que la composante ¢ de (F,u,¢) détermine uniquement la composante u
et donc que Tr}y” est canoniquement isomorphe au champ [GLY / GLY] quotient de
GLY par I'action de GLY sur lui-méme par translation & droite, c’est-a-dire au schéma
réduit & un point Spec(F,). Par conséquent, la fleche verticale de droite du carré ci-
dessus se décrit encore, soit comme la fleche [GLY / GLY] — [GLY /7Ad(GLY)] in-
duite par I’isogénie de Lang L, soit comme le GL,.(O )-torseur canonique Spec(F,) —
[Spec(Fy)/ GL, (Ox))-
La fleche verticale de gauche est donc un GL,.(On)-torseur et Chty est un champ
algébrique, lisse purement de dimension 2r — 2 sur (X — N)2.

3. HOMOMORPHISMES COMPLETS ET CHTOUCAS ITERES

3.1. Homomorphismes complets

Soient k un corps et V et W deux k-espaces vectoriels de dimension r. On notera
H(V,W) le schéma des uplets

(u17"'7u7‘;A17-'-))\1‘—1)

ou, pour p = 1,...,7, u, est une application linéaire non nulle de AV dans A*W et
ol A1, ..., Ar—1 sont des scalaires. Les conditions

— w1 est un isomorphisme,

- A1,...,Ar—1 sont inversibles,

— APuy = XTI Ap—1Up pour p=2,...,r,
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définissent un sous-schéma localement fermé Q°(V,W) de ce schéma affine et la pro-

jection (u1;A1,..., Ar_1) identifie Q°(V, W) au schéma Isom(V, W) x, G} +. Nous
noterons

QV,W) c H(V, w)
'adhérence schématique de Q°(V, W) dans H(V, W).
Le schéma AT 1 est naturellement muni d’'un diviseur & croisements normausx,

réunion de r — 1 diviseurs lisses, & savoir les diviseurs {Ap=0}pourp=1,....,r—1.
Ce diviseur & croisement normaux définit de la maniére habituelle une stratlﬁcatlon
localement fermée de A} ™', indexée par les parties R de [r=1]={1,...,r—1} et de

R-iéme strate
Apr ={0n A1) [N =0 pe Ry 2GR,
Par construction, on dispose d’un morphisme
(/\1, ey /\r—l) . Q(V, W) - Ar_l.

et on peut relever & Q(V,W) le diviseur et la stratification de A7 que Pon vient
d’introduire. En particulier, pour tout sous-ensemble R C [r — 1], on notera

Qr(V,W) C Q(V, W)

I'image réciproque par ce morphisme de la strate localement fermée AT ! AT 1. On
vérifie que Qgu(V, W) = Q°(V, W).

PROPOSITION. — Pour chaque R = {ri,re,...,r1} C [r = Joul0=ry <r <
r2 <o <rsoy <rs =1, Qp(V, W) est isomorphe au schéma des uplets

(V" We, (Vo) o=1,....5-1; (Ap)pe[r—l]—R)

ou :

— les A, sont des scalaires inversibles ;

~Ve=(WV=V'2VID ... DV =(0)) est une filtration décroissante par des
sous-espaces vectoriels de codimensions 0 =rg, ri,..., 7y =7 ;

- We=((0) =Wy CWy - C Wy =W) est une filtration croissante par des
sous-espaces vectoriels de dimensions 0 =rg, rq,..., r¢ =1

~ v, VYV W, /W,y est un tsomorphisme d’espaces vectoriels.

A fortiori, le morphisme (Mo)pefr—1]-r : QrR(V,W) — GL’;‘_,:]—R est lisse de dimen-

sion relative r2.

Remarque. — L’écriture R = {ry,r,. caTsm1}oU 0 =10 <7 <Py < - < Ty <
rs = 1 identifie les parties de [r — 1] aux décompositions r = (ry —r¢) + (ro — ) +
-4 (rs —rs—1) de r en entiers strictement positifs.

COROLLAIRE. — Le morphisme (A, ..., Ar—1) est lisse purement de dimension rela-
tive 12 et Q°(V,W) C Q(V,W) est louvert complémentaire d’un diviseur a croise-
ments normauz, réunion des r — 1 diviseurs lisses {\, = 0} pour p=1,...,r — 1.
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Le tore GI} = {(p1, .., pr—1)} agit librement sur Q(V, W) par

-1 -2 1-r, 2—r
UL UL, U2 g TU2, U Uy THUSZ, ey Up Py g U —1 Uy

et
AL AL, Az plada, ey Apo1 2 o1 Ar1,
et le quotient
Hom(V, W) := Q(V,W)/G}
est un schéma quasi-projectif et lisse, qui contient comme ouvert dense Isom(V, W)
avec pour fermé complémentaire une réunion de r — 1 diviseurs lisses & croisements
normaux. C’est par définition le schéma des homomorphismes complets de V dans W.
Par construction, on a un morphisme représentable, lisse et purement de dimension
relative 2, de champs algébriques
Hom(V, W) — [A;™1/GL ],

et le diviseur & croisements normaux ci-dessus est 'image réciproque par ce morphisme
du diviseur & croisements normaux évident sur le champ algébrique [A] ™"/ G:n_,i]

SiV =W = k" on notera encore gl, ; le k-schéma Hom(£", k") des endomorphismes
complets de k™. La strate ouverte de gl,. ;. est bien entendu GL; .
Remarque. — (i) Le morphisme

uy : Hom(V, W) — Hom(V, W) — {0}
peut aussi étre obtenu comme le composé
Hom(V,W) =H,_, — --- — H; — Hy = Hom(V, W) — {0}

ou H; — Hy est I’éclatement de Hy le long du fermé des homomorphismes de rang 1 et
ou, pour p=2,...,7—~1, H, — H,_; est I'’éclatement de H,_; le long du transformé
strict du fermé de Hy formé des homomorphismes de rang < p.

(ii) Le groupe multiplicatif agit par homothétie sur les homomorphismes complets.
Le quotient gl, ;. /G x est un schéma projectif, isomorphe & la compactification de
De Concini et Procesi de PGL; .

Pour tout k-schéma U, la catégorie [A} '/ an_,i (U) a pour objets les uplets
(L1, A1),y (Lr—1,Ar21))

ol Li,...,L,_1 sont des Oy-Modules inversibles et o1 A1,..., \,—1 sont des sections
globales de ces fibrés en droites. On peut donc voir un U-homomorphisme complet de
V dans W, c’est-a-dire un U-point de Hom(V, W), comme un uplet

u = (ul, ey Upy (ﬁ],)\l), ey (L:T_l,)\r_l))
ot (L1, M), (Lr—1,Ar-1)) € 0b[ALT!/GL1(U) et ot

P P
Up : /\V Rk E?(p_l) ® L:?(p—Q) @ QL1 — /\W
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est un homomorphisme partout non nul de Op-Modules pour p=1,...,7r. Un homo-
morphisme complet u est donc bien un homomorphisme wu, complété par des données
supplémentaires et peut étre noté commodément u : V = W.

Soient maintenant S un k-schéma et V, W deux Og-modules localement libres de
rang constant r. Si U est un S-schéma, on peut considérer plus généralement les uplets

u = (Ul, vy Up; ([,1, )\1), ey (Er_l, )\r—l))
ott (L1, A1), -+, (L1, Ar=1)) € ob [AL7V/GI1](U) et on

p p
up: NV L8 Vordr e gL, - AW,

est un homomorphisme partout non nul de Oy-Modules pour p=1...,r. (On a
noté Vy et Wy les restrictions de V et W 4 U .) On dira alors qu'un tel uplet est un
U-homomorphisme complet de V dans W, et on utilisera la notation u : V = W, si,
pour toutes trivialisations locales V &2 V @) Os et W = W @y, Og, ce uplet est un
U-homomorphisme complet de V dans W.

On définit ainsi un S-schéma Hom(V, W), muni d’un morphisme représentable,
lisse et purement de dimension relative r2, de champs algébriques

Hom(V, W) — S xy, [A} ' /G 7}

m,k

Le S-schéma quasi-projectif Hom(V, W) contient le S-schéma Isom(V, W) comme un
ouvert dense, et le fermé complémentaire est un diviseur & croisement normaux relatifs
sur S, réunion de r — 1 diviseurs lisses.

3.2. Chtoucas itérés

DEFINITION. — Un pré-chtouca itéré de rang r sur un schéma U est la donnée :
- d’un diagramme ‘ ;
el g
et de deur morphismes 0o : U — X et o:U — X, ou € est un fibré vectoriel de rang
r surU x X, j est une modification élémentaire supérieure de € le long du graphe de
oo et j' est une modification élémentaire inférieure de £' le long du graphe de o,

- de Oy-Modules inversibles L1, ..., Lr—1 munis de sections globales A1, ..., A\r_1,
— pour chague entier p=1,...,r, d’un homomorphisme de Oy« x -Modules

uy : AP(TE) @ LYUTVETD @ £2@DE2) o g B, prgr
de telle sorte que le uplet
w=(ur, ..y up; (L2 AT (@D NThyy e o g

soit un homomorphisme complet.
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En faisant varier U, on définit de maniére évidente le champ C" des pré-chtoucas
itérés de rang r. Il n’est pas difficile de vérifier que c’est un champ algébrique (au sens
d’Artin), localement de type fini, muni d’un morphisme de champs

((O0,0), ((,Cl,)\l),. cey (,Cf_l,)\r_l))) T - X x X x [Ar_l/GTm_l].

En particulier, pour tout R C [r—1], on dispose de la strate localement fermée Cy, C C"
image réciproque de la strate [A% ' /GL € [ATT/GLY.

D’apres la proposition du paragraphe 3.1, si R = {r1,...,rs_1} ou 0 = rg <
ry < - < rs_1 <715 =r, la donnée d'un U-point de Cj au-dessus d’un U-point
((L1,M)s -5 (Lre1, Ar—1)) de [A% ! /GETY] équivaut aux données suivantes :

— un diagramme ' 3
£ L} & 17_, e
et deux morphismes oo : U — X et 0: U — X, ou £ est un fibré vectoriel de rang r
sur U x X, j est une modification élémentaire supérieure de £ le long du graphe de
oo et j' est une modification élémentaire inférieure de £’ le long du graphe de o;
— une filtration décroissante

TE=F2F' 2 2F I 2 F =(0)

de 7€ par des sous-Opyx x-Modules localement facteurs directs, de corangs 0 = ry,
Tlyee 0y Ts—1,Ts =T
— une filtration croissante

0) =& C& G- C&L,GE =¢E"

de £ par des sous-Op « x-Modules localement facteurs directs, de rangs 0 = rg, 71,. . .,
Ts—1,Ts =T
— une famille d’isomorphismes de Oy x x-Modules

vt (FOTHFO) @ <®c> = (e (@ .c) — 1,8

o’'=1 o’

Pour un tel U-point notons
=5(ENCE, E=YE)CE Vo=0,1,....,6 -1, et E. =&, & =€,
Gi=&,G =EetGo=E/E-1, G =F'N"E,, Yo=2,...,s
On dispose de ’'homomorphisme G; — G; induit par j et du composé

TG TE»TEJFY L gl —-+g1,

et, pour chaque o0 = 2,...,7, on dispose du composé
o—1 o—1 o—1

Gy ® <® L’) —>F e <® ﬁ) - (FYF)® (® E)
a’=0 a’=0 o’'=0

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



224 G. LAUMON

o—1
— (E7/€5_1) ((X) cr,) (& /8, (®6r0/>
o’'=0

o'=0

ot 7 est induite par j/, de ’homomorphisme

jzga@@(@ﬁr,) (& /€, ®<§cw)

o'=0 o’'=0

induit par j, et du composé

g;- — ng - ng/‘rgg_l = Tgo,'

On a donc des diagrammes

(31 = (Ql — g{ «— Tgl)

o—1
(8
o’'=0
gcr = l
o—1 o—1 o—1
(& /€)@ (@ c) =0, ® (@ L) =G ® (@ c)

o'=0 o’'=0 o’'=0

et

pour o =2,...,s.

LEMME. — Pour tout p =1,...,r, notons u, la restriction de u, a Uouvert de U x X
complémentaire des graphes des morphismes oo et o, et tdentifions les restrictions
de € et £ a cet ouvert a l'aide de j'' o j. Avec ces notations les deuz conditions
ci-dessous sont équivalentes :

(a) il n'existe aucun point géométrique de U tel que la fibre en ce point d’un des
ugy, soit nilpotente.

() pour tout o =1,...,s =1, on a (j)(F°)N7E. = (0) dans "E'.

De plus, si ces conditions équivalentes sont vérifiées, le plus grand ouvert de U x X
ol toutes les fleches des diagrammes G, ci-dessus sont des isomorphismes rencontre
chaque fibre de la projection canonique U x X — U suivant un ouvert dense.

La condition (a) a été introduite par Drinfeld en rang r = 2.

Suivant Lafforgue considérons les conditions supplémentaires suivantes :

(b) &£'/E! est un Oy xs-Module localement libre pour ¢ = 0, 1...,8—1,

(c) pour tout o = 1,...,s, ’homomorphisme composé £/ <2 &' — E'1F(E) est
surjectif,

(d) pourtout o =1,...,s—1,ona Fo~ ' 476, ="¢,
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La condition (c) assure en particulier que

3:ga®<®cr,) (EL/EL_1)® (@c)

o’=0 o’'=0

est un isomorphisme. On peut donc récrire les diagrammes G,, 0 = 2,...,s, sous la
forme

o—1 o—1 o1
G, = <ga ® <® L:rg,> —Gg ® (@ TETU,> TG, ® <® Tﬁra,>) )
o/=0 o'=0 o'=0

LEMME. — (i) Sous les conditions (a), (b), (c) et () le diagramme G, est un chtouca
a droite de rang Ty et de pole 00, les diagrammes Qg, ., Gs sont des chtoucas a gauche,
le zéro de ga est le pole de Q(,_H pourc=1,...,8 — 1 et le zéro de G est o.

(ii) Il existe un unique sous-champ ouvert Chtr C C" tel que pour chaque R =
{ri,...,rs—1} comme ci-dessus la trace de cet ouvert sur Cy soit définie par les condi-
tions (a), (b), (c) et (d).

Le champ Cht " est par définition le champ des chtoucas itérés de rang r. Il contient
comme ouvert dense le champ des chtoucas Cht". Tout comme un chtouca ordinaire,
un chtouca itéré admet un degré, a savoir le degré du fibré vectoriel sous-jacent &, et
on a un découpage de Cht" en composantes

Chi” =[] ™
deZ

indexées par ce degré. Bien siir, pour chaque entier d, Cht ™ est un ouvert dense de
Cht ™
Pour chaque R = {ry,...,7,_1} C [r — 1] on notera Chty, l'intersection de Cht

avec la strate Cf,. C’est un sous-champ localement fermé de Chtr, qui n’est autre que
Pouvert Cht” pour R = @, et Cht ' est la réunion disjointes des Cht;.

Il résulte du dernier lemme que I'on a un morphisme fini, surjectif et radiciel de
champs

Chty — Cht™ x x> " Cht--- X x "~ "*~1Cht.

De plus on a un morphisme de Frobenius partiel (au-dessus de I’endomorphisme
Idx XFI‘ObX de X x X)

Cht" xx™ " Cht--- xx "~ "-1Cht

— Cht® := Cht™ x x Cht"> ™™ X x Froby * -+ X X,Froby Cht™ 7*=!
qui envoie (g~1, g~2, e, 55) sur

(G1, Frobe(Ga), .. ., Frob,(Gy))
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qui est lui aussi fini, surjectif et radiciel. Par composition on a donc un morphisme
fini, surjectif et radiciel de champs

Chty, — Cht'.

Le but de ce dernier morphisme est un champ de Deligne-Mumford séparé et lisse
purement de dimension relative

@ri=2)+2(rz —71) = 2) 4+ + (2(rs —75_1) — 2) = 2r — 25

au-dessus de X x X*~! x X par le morphisme (0o = 0oy, 002, .. .,00s,05 = 0). Il se
décompose en

Chtf = H Cht e

de€Z°
ol
ChtR’d' = Chtrl’d1 X x Cht"2~"1d2 X X,Frobx *** X X,Frobx Cht"s—Ts-1ds .
On notera
raiwe . 7do
Chtp = [] Chty
de€Z*
la décomposition correspondante de la source. On vérifie que
= hd 7 =i hd =T de
Chtp" := Chtp,NCht "* = 1T Chtp,

de€Z°
di+--ds=d—s+1

(le décalage —s + 1 provient des Frobenius partiels).

3.3. Chtoucas itérés et troncature

Soient d un entier et p : [0,7] — R un parameétre de troncature. Pour chaque

p=0,1,...,7, notons p(p) 'unique entier appartenant a l'intervalle de longueur 1
p p
Ip(p) + ~d = 1,p(p) + ~d].
On définit alors des entiers dy, ..., ds par

di =p(r1) et do =p(ry) —P(ro—1) — 1, Vo =2,...,s,
et des parametres de troncature p; : [0,71] — R,...,ps : [0,75 — 75_1] — R en
imposant que
pi(p1) = p(p1) — %dl’ Vor=1,...,r1 —1,
et

—Ld(,, Voo =1,...,T — To_1.

Po(po) = D(ro—1 + Po) — p(ro—1) -1~
Toe —To—1

A décalage et normalisation pres, les p, sont essentiellement les restrictions de p aux
intervalles [ry—1,7,] comme dans la figure ci-dessous :
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On note
. < < —r1,d2; <
ChtR,d, Sp o Chtn,dlY <p1 X x Cht"2 1,925 P2 X X Frobx ***

- X X,Froby Cht™~7e=1%<P2 C Cht" .

DEFINITION. — Un paramétre de troncature p : [0,7] — R est dit p-conveze pour un
nombre réel p > 0 si l'on a

(p(p) —p(p—1)) = (p(p+1) =p(p)) > p, V1< p<r—1

Une propriété est dite vraie « pour tout parameétre de troncature assez convezxe »
s’il existe un nombre réel p > 0 tel que la propriété soit vraie pour tout parameétre de
troncature qui est p-conveze.

On remarquera que les parametres de troncature p, définis ci-dessus sont automa-
tiquement (u — 2)-convexes dés que p est y-convexe.

THEOREME. — Pour tout entier d et tout paramétre de troncature p : [0,7] — R qui
est 2-conveze, il existe un ouvert
T

Tt "= c Cm?

de la composante d-iéme du champ des chtoucas itérés ayant les propriétés suivantes :

~ pour tout R C [r—1], Chtj, h=p - ChtR NCht "4 =P est 1 image réciproque par
le morphisme fini, surjectif et mdzczel Cht R— Cht® de louvert ChtR disp.

— le morphisme de champs (00, 0) : Cht"=P = Cht "=’ nCTht ™ — X x X est
propre (et donc séparé et de type fini) ;

— st lon suppose de plus que p est assez conveze relativement au genre de la courbe

X, le morphisme de champs (00, 0) ci-dessus est lisse purement de dimension relative

d; < .

2r — 2 et le fermé complémentaire dans Cht"“ =" de la strate ouverte Cht" % <P =
,d; < . . ;.

Chtr P est un diviseur a croisements normauz relatif sur X x X, qui est réunion

r,d; <p

de r — 1 diviseurs lisses et dont la stratification canonique est celle par les Cht R
pour R parcourant les parties non vides de [r — 1].
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On posera

Cht" =" = J]Cm"" =" c Cht”
deZ
et

TR s ranwedl
Chty, = = ] Chep® ™ c The" ="
deZ

3.4. Structures de niveau « sans facteur carré » sur les chtoucas itérés
Soit
. y
j J
Ec &l g &=T¢,
un chtouca itéré sur un schéma U ;
_ L(r®(@=1) yq-1 ®(q—1) yq-1
u_(ula--'au’r"(‘cl 7/\? )7"‘7(‘CT—1 7>‘Z—1))

est donc un homomorphisme complet de "€ dans £”. Si le pole et le zéro de ce chtouca
itéré ne rencontrent pas NN, les restrictions

jN:ENﬂgjvetj}V:EK,—»ﬂV

des fleches j et j’ sont des isomorphismes de Oy « y-Modules localement libres de rang
r et la restriction

un = (U1 Ny« Ur N; (E?(q—l),)\‘{"l),...,(E?_(Tl),)\g:})) (TEN = EN
est un homomorphisme complet. Le morphisme de restriction a N
Cht” X y2(X — N)? - Tty
se prolonge donc en un morphisme
Cht" % y2(X — N)? = Try
oll _T—‘;;, est le champ qui associe au schéma U la catégorie des uplets
(Foutyoyur; (L1, A1)y ooy (Lr1, Aro1))

formés d’un fibré F de rang 7 sur U x N, de fibrés en droites Lq,...,L,_1 sur U
munis de sections globales A1, ..., A,—1 et d'un homomorphisme complet

w= (g, (2O N (29T N T = F
L’ouvert Tr}y de ﬁ;, est 'image réciproque par le morphisme
(L1, M), (Lro1, Ar1)) s Ty — [A71/GETY

de la strate ouverte Spec(F,) =[G ! /GL7Y C [A™1/GI ).
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THEOREME. — Considérons le morphisme de champs algébriques
Cht” X y2(X — N)? = Try x(X — N)?
de composante le morphisme précédant et la seconde projection canonique.

Pour tout entier d et tout paramétre de troncature p : [0,7] — R assez convere par
rapport & X et N, la restriction

Cht X x2(X — N)? = Try x(X — N)?

r,d; <p

r,d; <p
de ce morphisme & I'ouvert Cht C Cht" est lisse purement de dimension relative
2r — 2.

Supposons maintenant que N soit « sans facteur carré », c’est-a-dire réduit. Le cas
essentiel est alors celui d’un niveau N réduit & un seul point fermé de X que 'on
supposera ici rationnel sur le corps fini de base F, pour alléger les notations. Dans ce
cas, on a simplement GL?’ = GL, et le champ —”.[—Y:V est le produit fibré

Try = [gl, /"Ad(GL,)] x a1 /65 a1y (A7 /Grr g

ol g?l est le schéma des endomorphismes complets du F,-espace vectoriel Fy, ou le
morphisme [gl, /"Ad(GL,)] — [A™"1/G: '] est induit par le morphisme canonique
gl. — [A™1/G771] et ol (g — 1) est I'endomorphisme de [A"~!/G '] induit par
I’élévation & la puissance ¢ — 1 des coordonnées.

Lafforgue définit alors le champ Cht N =P de chtoucas itérés avec structure de
niveau N (sans facteur carré) par le carré cartésien

d; <
Chty"=" ———— Ty

l o

PESP (X — N2 —— Ty

Cht
ol la fleche verticale de droite
Try =gl / GLy] Xpuro1 6511y (A7 /Gl Y]
g [glr /TAd(GLT)] X[Ar_l/GTm_l],<q—1> [AT_I/G:‘H—ll = ﬁN
est induite par un morphisme projectif équivariant L : g~1: — g~lr qui prolonge I'isogénie
de Lang L : GL, — GL,.
Par construction, le schéma gl: est muni d’un morphisme lisse vers un « champ

torique » (voir la sous-section suivante) 777, qui releve le morphisme glr —
[A7~1/Gr~1]. On a donc un morphisme lisse de champs

T\I'N —>T Ar I/GT 1 q 1) [Ar I/Gr l]
et il résulte du théoréme ci-dessus que Cht v HEP st lisse sur le champ

(777 X s jsg 1 aony A 71/Gi 1) x (X = N)2
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En particulier, comme on sait résoudre les singularités d’un champ torique en raffinant

I’éventail qui le définit, on sait aussi résoudre les singularités du champ Chtjrvd =7

. . 7 N . ~T
La section suivante est consacrée a la construction de gl,..

4. COMPACTIFICATION DE L'ISOGENIE DE LANG POUR PGL,

4.1. Champ des pavages

Pour prolonger l'isogénie de Lang pour GL, au-dessus du schéma des endomor-
phismes complets, Lafforgue est amené & construire une famille de champs toriques
(T7™)p>0 qu’il appelle les champs des pavages.

Une variété toﬁque est un triplet formé d’un tore T', d’une immersion ouverte
T — T d’image dense de T dans un schéma de type fini normal T, et d’une action de T’
sur T qui prolonge I’action de 7" sur lui-méme par translation. Une telle variété torique
est associée & un éventail. Rappelons tout d’abord rapidement cette construction.

Soient Y un Z-module libre de rang fini et Yg = R®, Y. Un cone convere polyédral
rationnel est une partie localement fermée o de Y de la forme

oc=Rsoy1+ - +Rsoy, CYr
pour des vecteurs yi,...,y, € Y C Yg. L’adhérence G de o est le cone convexe fermé
o=Rxoy +--+Rsoyn C Yr.

On définit les faces de ¢ comme les cones convexes polyédraux rationnels 7 de la forme
7 = H N & pour un hyperplan H de Yg ne rencontrant pas o. Un €éventail est une
famille finie E de cones convexes polyédraux rationnels deux & deux disjoints, appelés
les cellules de E et ayant les propriétés suivantes :

— toute face d’une cellule de E est encore une cellule de E,

— tout couple (01,02) de cellules de E admet une face commune 7 € E telle que
01N0oy =T.

— le cone convexe polyédral rationnel {0} est une cellule de E.

Sioc=Rsoyi 4+ -+ Rsoyn C Yr est un cone convexe polyédral rationnel ne
contenant aucune droite vectorielle de Yg, la collection formée de o et de toutes ses
faces est un éventail. On associe & cet éventail particulier la variété torique affine

T =Y ®yGm = Spec(Fy[Y"]) = T(0) = Spec(F,[YY NaV])
ou YV := Homy(Y,Z) et
oV ={y’: Ya =Ry (n),....y" () 2 0} C V¥

est le cone fermé dual de o. On vérifie que YV NV est un monoide a engendrement
fini, saturé et contenant un systéme de générateurs du groupe YV. L’exemple type est
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bien entendu le plongement torique affine standard G7; ! < A"~1 qui est obtenu par
la construction ci-dessus pour Y = Z"" ! et 0 = (Rso)" ! CR™™! = Y.

Si 7 est une face de o, on a 0¥ C 7V et I'immersion ouverte T — T (o) se factorise
par I'immersion ouverte T' — T(7) en

T — T(1) — T(0).
En particulier, si o1 et o2 sont deux cellules de F et si 7 = &1 N2, on a une donnée
de recollement
T(01) < T(7) — T(02)
pour les variétés toriques affines T < T(a1) et T — T(as).

La variété torique T — T associée & I’éventail E est obtenue en recollant les variétés
toriques affines T — T(o) pour o € E & I’aide des données de recollements ci-dessus.

Les orbites pour ’action de T' sur T sont en nombre fini et forment une stratification
en parties localement fermées de T. On peut indexer ces orbites par les cellules de E :
Porbite T, est contenue dans la carte affine T'(c) et est en fait I'unique orbite fermée
pour l'action de T sur cette variété torique affine. L’orbite T, est dans ’adhérence de
I'orbite T', si et seulement si 7 est une face de . En particulier, T{o} =T est 'unique
orbite ouverte dans T. Chaque orbite T, a par construction un point marqué .

Le champ torique associé & I’éventail E est le champ algébrique quotient

T = [T/T).

Ce champ algébrique, qui est normal, de type fini et de dimension 0, n’a qu’un nombre
fini de points, & savoir les points définis par les #, € T. La gerbe résiduelle d’un tel
point est le classifiant du fixateur de f, dans 7. ‘

Soient maintenant k un corps et n un entier > 0. Considérons ’espace affine R™" =
{z = (z0,...,2n) € R™! | 2o+ 21+ -+ +z, = 7} et son réseau Z'™ = {z =
(zo,...,Tn) € Z" | 2o+ 21 + - + &, = 7}. On a le simplexe

Sp" ={x = (z0,...,7n) € Rs0)" ™ |20+ 214+ 2, = r} CR™"
et ’ensemble de ses points entiers
ST =7 N Sg".

On appelle pavé entier toute partie P de SHE’” d’intérieur P° non vide et de la forme

P={zeR™|> z; >d;, VJ}
jeJ
pour (d ) une famille d’entiers indexés par les parties J de {0,1,...,n} qui est convexe
au sens ou

dg =0, dpo,1,..ny =7 et dy +dyr <dyign +dypngm, YJ',J".
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On appelle pavage entier de Sp™ toute famille P de pavés entiers telle que

St= P

Pep
et que PP N Py = @ pour tous P, # P, dans P.

Une application S™™ — R est dite affine si elle est la restriction d’une application
affine R™" — R. Soient Y3 ™ le R-espace vectoriel quotient de RS™" = {S"™" — R}
par le sous-espace des applications affines, et Y™™ I'image dans ce quotient du réseau
ZST',n C Rsr,n .

Pour tout pavage entier P de Sp™, notons op C Yg l'ensemble des classes y de

fonctions S™™ — R qui, pour chaque pavé P € P, admettent un représentant yp :
S™™ — R a valeurs positives tel que

P={xeS" |yp(z) =0}
Le pavage entier P est dit admissible si op est non vide.
LeEMME (Lafforgue). — Pour chaque pavage entier admissible P de Sg", op est un

cone conveze polyédral rationnel dans Yr. De plus, oq est une face de op si et seule-
ment si le pavage entier admissible Q est plus grossier que P.

La famille des op, pour P parcourant l’ensemble des pavages entiers admissibles
de S, est un éventail.

On appellera champ des pavages le k-champ torique
T — [T"‘n/Trn]
associé & cet éventail. On vérifie que ’on a une suite exacte

1= Gux = G X Gy = Gy =T — 1

m
ou la deuxiéme fleche envoie z sur (z,...,2;2") et la troisiéme est donnée par
. io, i in -1
(U0, ULy vy Un; 2) = (Ul - Uy 27 )iesrn.

Par construction, le k-schéma T' " est normal de type fini et I'action de T™" sur
T " w’a qu’'un nombre fini d’orbites. Ces orbites sont indexées par les pavages entiers
admissibles de S™™ et chacune a un point marqué tp. Le champ des pavages 7""
est donc algébrique normal de type fini et n’a qu’un nombre fini de points définis par
les points tp. Le point défini par fp est dans I'adhérence du point défini par tq si
le pavage entier admissible P raffine le pavage entier admissible Q. Le point ouvert
correspond au pavage le plus grossier, c’est-a-dire au pavage trivial (un seul pavé).

Ezemple. — (i) Pourn = 0, Sg" = S™" = {0} et le champ des pavages est simplement
Spec(k). Pour n = 1 on peut identifier Sg™ a l'intervalle [0,7] C R et les pavés entiers
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sont précisément les intervalles [7, §] ol i < j sont des entiers compris entre Oetr. Un
pavage entier est donc une décomposition

[O,T‘] = [O,Tl]U[Tl,Tl +T’2]U"'U[7’1+"'+T's_1,’f'1—|---'+’l"3_1 +7's]

de lintervalle [0,7] ot 71 + -+ + 75 = r est une décomposition de 7 en entiers stric-
tement positifs. Le champ des pavages n’est autre dans ce cas que le champ torique
(AL /Gl

(ii) Pour n = 2 on peut identifier Sg™ & un triangle équilatéral dans R? dont les
trois cotés sont de longueur 7. On numérote les sommets so = 53, 51, S2 de ce triangle
et, pour ¢ = 0,1,2, on désigne par z; la distance au sommet s; d’un point du coté
s;8;41. Par tout point de " passent trois droites D12, D2o et Do1 paralléles aux
coOtés du triangle s1s2, S250 et SoS1, et on peut repérer un tel point par les coordonnées
Zo, T1 et T2 des intersections Di2 N SoS1, Doo N 8182 et Do1 N s280. Par définition,
ST C Sng’" est formé des points & coordonnées (2o, T1, x2) entieéres.

Appelons droite entiere toute droite qui est parallele a I'un des trois cotés du
triangle IE’" et qui passe par un point de S™" ; appelons segment entier tout segment
d’une droite entiere dont les deux extrémités sont des points de S™".

Si lon trace toutes les droites entiéres, on obtient un pavage constitué de petits
triangles équilatéraux de cotés de longueur 1 qui est entier admissible. Il est plus fin
que tout autre pavage entier : tout pavé entier est une réunion d’une famille de ces
petits triangles équilatéraux et est un hexagone, eventuellement dégénéré, dont les
cotés sont des segments entiers. La variété torique 7" — T"" est donc affine (Cette
derniere propriété n’est plus satisfaite dés que n > 3).

Des deux pavages entiers ci-dessous, seul celui de gauche (qui joue un role dans la
compactification de I'isogénie de Lang) est admissible.

S92 52

S0 81 S0 S1

(iii) Si r = 2, le champ torique 7™ est lisse, mais ce n’est plus le cas des que n > 2
et r>3.
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Pour chaque entier 0 < m < n et chaque application injective {0,1,...,m} —
{0,1,...,n}, on a une identification induite de Sg™ & une face de Sg™ et tout pavage
entier admissible de Sg™ induit par restriction un pavage entier admissible de Sp™.

Dualement, on en déduit des projections 77" — T, T " =T ™ et T™" — T™™.

4.2. Compactifications toroidales des PGL""! / PGL, pour n < 2

Considérons un espace vectoriel V' de dimension r sur un corps k, que l'on verra
aussi comme un k-schéma affine isomorphe a A, et notons G = GL(V) le k-schéma
des automorphismes linéaires de V. Pour tout entier n > 0, le k-schéma en groupes
G™*1 agit de maniere évidente sur V™! et donc sur A" V7L

On peut décomposer la représentation A" V"' de G"*! en la somme directe de
représentations irréductibles
r io i in
Avitt= P AveAve e AV
esmn
olt S™™ est ’ensemble des points entiers du simplexe introduit dans la sous-section
précédente. Le tore Grsr:,: agit sur A" V"*! par

(t = (ts)iesrn, T = Digsrn®;) = BiesrntiTi,
et cette action commute & celle de G™!. On en déduit une action du k-schéma
en groupes produit G™"*! x G5'," sur l'espace projectif P(A\" V") des droites de
N VL ’
On envoie le produit G x G x Gy dans G™H x G} par

(g5 u0, U1, ..., Un; 2) — (uglg,ul‘lg, .. .,u;lg; (uf]ou’i‘ . --ui{‘z'l)iesr,n).

L’homomorphisme ainsi défini n’est pas injectif (il admet pour noyau G, x plongé par
2+ (21dy; 2,..., z,2")), mais on notera quand méme (G™ ! x G5'")/(G x Gt x
Gm.x) le quotient de G™ ! x Gﬁ:kl par I'image de cet homomorphisme.

Le plongement diagonal V — Vn+1 induit un plongement

/T\V s Avn—kl

et définit un point w € P(A” V") dont le fixateur est précisément I'image de G x
Gptl X G dans G™H x G5,. On a donc un plongement localement fermé de
k-schémas

T

(G % G )/ (G X G X Grg) = P (/\ v"“) . (9,1) — (g,t) - w.

Par construction 'image de ce plongement est contenue dans I’ouvert
io 5 in T
[ 11 ((/\V@/\V@-~®/\V> ~ {0})} /Gm,k cP (/\V"+1) .

1eESTM
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des droites de A" V™*! dont la projection sur chaque facteur direct AN VRN Ve
---® A" V n’est pas nulle.
Considérons alors le morphisme

(G™1 x GE7)/(G X G X G )

T X [ 1T ((}O\V®7\V®-~®7\V> —{0})} /(Gm,;c

iEST’"
dont les composantes sont le composé de la projection
(G %k GS) /(G x G X G k) = G /(G X Gua) =TT

et de I'immersion ouverte
=r,n

T T,

et 'immersion localement fermée ci-dessus. Ce morphisme est une immersion locale-
ment fermée. Notons

Q" (V) c ([ 11 ((/()\V@p/l\v@...@/"\v> —{0})} /Gm,k> <y T
iesmn
I’adhérence schématique de son image. et
Q- [ P (}O\V®7\V®-~®7\V>
iesmn

le quotient de Q™ (V) par l’action libre du tore (Gg:,: /G k (ot G i est plongé dia-
gonalement dans G5, ;).

THEOREME. — La premiére projection
io i in
o' (v) - | 11 ((/\V®/\V®---®/\V) - {0}>] /Gm,;c
iesr,n

et son quotient par les actions libres du tore Grsnr’,: /G k

Q'v)—- ] P(?\V@}\V@m@?\V)

iesrn
sont projectives. Le k-schéma U (V) est donc une compactification projective de
—Cfnﬂ/é, ot on a noté G = PGL(V).
La seconde projection
QuVv)-T"
est équivariante relativement au morphisme de tores Gf:,: /G, — TT™ et induit par
passage au quotient un morphisme de k-champs algébriques

G (V) = (V)/(GE s [Cane) — [T /T = T
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Plus généralement, pour tout entier 0 < m < n et toute application injective

{0,1,...,m} = {0,1,.. .,n}, Pinclusion §™™ < §™7 et 1a projection G*t! — Ggm+1

correspondantes induisent un épimorphisme de tores 77" —» T™™, un prolongement
. 7rn 7rm . . . .

torique T — T de cet épimorphisme, un morphisme de champs toriques

Trm — {TT’"/Tr,n] N [_T’hm/Tr’m] — Jrm
et des morphismes de k-schémas Q" V) - Qm(V) et Q" (V) — Q"(V), dits de face.
au-dessus de T " = T et Trm — 77 respectivement.
En particulier, les Q" (V) et les morphismes de face Q" (V) — Q™ (V) sont sous-

jacents a un k-schéma simplicial ﬁ'(V) qui contient comme ouvert dense le k-schéma
simplicial classifiant G 1" /G.

THEOREME. — Pourn =0,1,2, la seconde projection
QnVv)-T™"
est lisse, purement de dimension relative nr?, et le morphisme de champs qu’on en
déduit par passage au quotient
Q(V)—-T1mn
est lisse, purement de dimension relative n(r? — 1).
Plus généralement, pour tous entiers 0 < m < n < 2 et toute application injective
{0,1,...,m} — {0,1,...,n}, les morphismes « de face »
Q"V) = Q™V) xgrm T et Q' (V) = Q" (V) Xgrom TT7

sont lisses, purement de dimensions relatives (n — m)r? et (n —m)(r? — 1) respecti-
vement.

Remarques. — (o) Dans [La 8], Lafforgue a cru avoir démontré ce dernier théoreme
quel que soit I'entier n > 0, mais la preuve de 'assertion (i) du lemme 3 de loc. cit.
contient un erreur. En fait la projection Q"(V) — T ™ n’est pas lisse en général (le

plus « petit » contre-exemple intervient pour n = 3 et r = 4).

(i) Pour n =0, Q"(V) n’est autre que Spec(k). Pour n = 1, le carré commutatif
(GL(V)? xx G ) /(GL(V) xy, G2k ¥k Gmy) —— GL(V) x4 Giix
+

G:nfli/(G?n,k Xk Gm,k) = (Gyrﬁl

m,k

ol les deux fleches horizontales

251 —1 MHoM2 UT—2FL1">
) ) 0=0,..., r)— —go9g ) 90y
(90, 1 (Mp); 0.....r) (No 091 M% ug_l

et

Hopt2 Hr—2 [y
H ) =0,1,...,r ( Yty )
(o)om01.... I 1y
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sont des isomorphismes, se prolonge en un carré commutatif

Quv) — QWv,V)

|+
—T-r,l ~

-1
A
o, de nouveau, les deux fleches horizontales sont des isomorphismes. (La premiere
fleche verticale est celle du théoréme ci-dessus et la seconde Q(V,V) — A’,;_l a été
construite dans la section 3.) En particulier, on peut identifier le k-schéma End(V')
des endomorphismes complets de V' a un quotient de QY(V) par un tore Gl x €t en
divisant en plus par les homothéties, on en déduit un isomorphisme
Q' (V) =5 End(V) /G

qui échange les projections

Q'(V) = T et End(V)/Gum — (AL /Gl A,
Le k-schéma projectif ﬁl(V) est donc la compactification de De Concini et Procesi
de PGL(V).

(i) Le morphisme Q" (V) — (ﬁl(V))"*'1 produit des morphismes induits par les
applications injectives {0,1} — {0,1,...,n} données par {0,1} — {0,1},{0,1} —
{1,2},...,{0,1} — {n,0}, envoie 5n+1/5 sur le fermé d’équation gogi---gn = 1
dans (62 JG)nt1 G"*. Ainsi, Q" (V) réalise une « compactification » du morphisme
de multiplication de n éléments dans G.

Rappelons que le k-schéma T est stratifié par les orbites de T™™ et que ces orbites
sont indexées par les pavages entiers admissibles P de S]]E’" et possedent chacune un
point marqué tp € T"". L’image réciproque par la projection Q*(V) — T"" de cette
stratification est évidemment une stratification de Q™ (V') par des parties localement
fermées Qp(V), indexées elles aussi par les pavages entiers admissibles P de Sg".
L’inclusion dans la strate Qp (V) de la fibre Q"(V);, de Q*(V) — T"" en Tp induit
un isomorphisme de schémas

Q" (V)ge %k G )/ (G Vo — (V)

m,k
olt (G} )z, est le stabilisateur de tp dans G, ;.

En particulier, si P est le pavage trivial, Q"(V);, = G"*1/G et Qf est Pouvert
(GMH X G /(G X G X G i) de Q™(V).

Lafforgue appelle k-schéma des graphes recollés dans V™! associé & un pavage en-
tier admissible P de Si™, et note Grp (V), le schéma de modules des familles (Wp) pep
de sous-espaces de dimension r dans V%! indexés par les pavés P de P telles que :
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— pour tout pavé P € P et tout J C {0,1,...,n},0on a

dim(WpNVY) = ‘erni? E iy,
i n
JjeJ

— pour tous pavés P, P” € P ayant en commun un bord d’équation djesti=d;
pour un certain J C {0,1,...,n} et

dy = min E i’ ¥ = max E i
i'eP'NSTn J i€ Pl J
jed jed
on a
.—1 -—1
iy (Wpr) =pr;(Wpn) et prye(Wpr) =i (Wpn)
- ot J est le complémentaire de J dans {0,1,...;n} et iy : V/ — Vvl e
c < . .
VI VL et pr; o vl o,y prje : V™ — V7% sont les inclusions et
projections canoniques.

THEOREME. — Pourn = 0,1,2 et pour chaque pavage entier admissible P de Sp", les

coordonnées de Pliicker induisent un isomorphisme du k-schéma des graphes recol/("
Grp (V) sur la fibre Q"(V); Ip -

4.3. Compactification de I’isogénie de Lang
Le corps de base est de nouveau Fy. On notera encore simplement 7 I’endomor-
phisme de Frobenius d’un schéma.

Rappelons que 1'on a défini un éventail (op)p dans l'espace vectoriel réel Yy 2
quotient de RS™* = = {S™2 — R} par le sous- -espace des applications affines et que 1’on
——)
anoté T™2 — T~ la variété torique correspondante.
Sr,2 , . .
Considérons maintenant le sous-espace de R formé des applications

Y ST2 = {(io,il,iz) e N3 l 19+ 11 +ig = r} — R
telles que
y(0,41,42) = qy(ir,0,42), V(0,i1,4p) € S™2,
et son image Yp'" dans YH{"z. On remarquera que la donnée d’une telle application y
équivaut & la donnée de sa restriction a
T = {(io,i1,%2) € N | ig +141 + iz = 7 et ig # 0} C ™2

Appelons pavage entier g-admissible tout pavage P de S&’Q tel que le cone convexe
polyédral rationnel op C Yy ' rencontre le sous-espace Yy'". La famille des intersec-
tions op := op NYR"" pour P parcourant ’ensemble des pavages entiers g-admissibles
est un éventail dans Yp'" et définit donc une variété torique normale

T

7 — T
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De la méme fagon que I’on a une suite exacte
1 - (G X Gp)/Gm — G - T7% - 1

on a une suite exacte
T, T
1_"Gm—’G§, - Th" 51

ol la deuxiéme fleche envoie u sur (u®+91),.gr-. On vérifie que le plongement
T 7,2
Gn <Gy

qui envoie (t;)icgmr sur (t;);csr2, O L i, ip) = tgihoﬂ.?) siip # 0et tgo,r = 1, induit
un plongement T™" < T™2 qui se prolonge en une immersion fermée
Tr,r . T—T,Q
On identifiera dans la suite T & Iimage de cette immersion fermée.
On a vu que les trois applications strictement croissantes {0,1} — {0,1,2},
. . . . . =72 =1
(0,1) — (1,2),(0,2),(0,1), induisent trois morphismes toriques po,p1,p2 : T~ — T
et trois morphismes de face 7o, 7y, T : Q™2 — Q™! au-dessus de ceux-ci. Par construc-
tion, la relation
Po=Topi

Y , =TT —r,2
est vérifiée sur le fermé T’ de T .

Soit alors

T

QT C Q"2 X2 T
le sous-schéma fermé défini par I’équation mg = 7 o m; dans Q™. L’action évidente
\T 2 —_r,T oy ,
du sous-tore G5"" € G5 sur Q"2 x-2T ' stabilise ce fermé. On notera w7, 77 les
m T 1,2
. . . Y N . . _7‘77-
restrictions des morphismes 71, m2 & 27 Elles relevent les restrictions p],p3 : T~ —
=r,1 T, . .
T de p1,p2 et sont G5 -équivariantes.
b1, p m q

, \ . . =TT T . . . .
THEOREME. — La seconde projection Q7 — T " est G5 -équivariante et lisse pu-
2

rement de dimension relative .

La stratification par les T"-orbites de T~ induit par image réciproque une strati-
fication de Q™7 dont les strates Qp" sont indexées par les pavages entiers g-admissibles.
Un tel pavage P induit des pavages entiers convexes admissibles Qo = Q; et Qg sur
les cotés {zo = 0}, {z1 = 0} et {2 = 0} de S identifiés & Sy et on a des mor-
phismes de face p; : Qp" — le pour ¢ = 0,1,2. Ces strates et ces morphismes de
face admettent des descriptions en termes des schémas de graphes recollés Gr;;2 et
Gral.

En particulier, pour le pavage trivial, on vérifie que la strate ouverte Qp" est
isomorphe au fermé

({(90,91,92) 1 9195 = 7(9095 ")} x G 7)/(GL, xGyn) C (GLE XGE™")/(GL, XGyy)
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ou le quotient est pris pour le plongement (g,u) — ((u™lg,u"9g,g), (W09 );cgr.r).
On peut identifier ce fermé au schéma

GL, x(GJ"" /Gy)

par le morphisme ((go, g1, 2), t) — (9295 ', t). Si I'on identifie Q™! 4 GL, x (G5 /Gy,
par le morphisme ((go, 1), t) — (9195 ', 1), les projections p1, ps : aQp" — le, onQ =
Qo = Q1 = Q2 est le pavage trivial de Sug'l, sont induites par les morphismes GL, —
GLrlqui envoient g sur g et sur 7(¢g)~'g respectivement et les morphismes GISI:"T —
GS"" qui envoient t sur (t(i0.0,ir) Jiesm1 (avec t 0,0y = 1) et sur (t,.4,.0))iesmt (avec
t(0.r,0) = ty0,0) Tespectivement.

Soit S™7° = §™7 — {(1,0,r — 1)}. L'inclusion G ™° < G3™" est une section de
I’épimorphisme Gg: T T
THEOREME. — Le quotient gl: de Q"™ par Uaction libre du tore GS™° contient GL,
comme un ouvert dense. Il est lisse sur le champ torique T™™ = [T~ JT™7] et il est
munt de deux morphismes projectifs sur le schéma des homomorphismes complets g~1,,.
qui s’insérent dans les deux carrés commutatifs

GL, —— gl GL, — gl
Idl + l et Ll + l
GL, «—— gl GL, —— gl

ou L:g— 7(9)"'g est lisogénie de Lang.

Remarque. — En passant au quotient par l'action libre du tore G;” tout entier, on

obtient un schéma projectif ﬁm, muni d’'un morphisme vers la compactification de
De Concini et Procesi de PGL, qui prolonge I'isogénie de Lang g — 7(g)~'g de ce
schéma en groupes.

5. ALLURE DES NOMBRES DE LEFSCHETZ

On fixe dans toute cette section un niveau arbitraire N = Spec(On) — X.

5.1. Correspondances de Hecke et endomorphismes de Frobenius partiels
Tout élément g € GL,(A) définit une correspondance dite de Hecke
c= (01,62) : Cht;v(g) — Cht}v X(X-N)2 Cht;\/

ot Chty(g) est un champ de Deligne-Mumford et ¢1, ¢y sont des morphismes repré-
sentables étales. Cette correspondance ne dépend que de la double classe KygK  oll
K est le sous-groupe d’indice fini Ker(GL,(O) - GL,(On)) de K = GL,(0). Si S,
est la réunion du support |[N| C |X| de N et de ’ensemble fini des places z de X telles
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que gz ¢ FX KN, C GL-(F:), c1 et ¢z sont finies au-dessus de Pouvert (X — Sy)? de
(X — N)Z

Si a € A, la double classe F*aKer(O* — Of) dans FX\A*/Ker(0* — O)
est la classe d’isomorphie d'un Ox-Module inversible £ muni d’une trivialisation de
sa restriction & N. Si g € aKy C GL,(A), on a Chtiy(g) = Chty, c1 est lidentité
et co est 'automorphisme de Chtly qui envoie un chtouca £ muni d’une structure de
niveau N sur le produit tensoriel £ ® £ muni de la structure de niveau N évidente.
On notera simplement a cet automorphisme.

Soit Ax le schéma intersection de tous les ouverts de X x X complémentaires
des images réciproques de la diagonale par les endomorphismes Frob’y x Idx et
Idx x Frob%y de X x X pour tous les entiers n > 0. Au-dessus de Ay, il n’y a plus
de différence entre chtoucas a gauche et chtoucas 4 droite : un chtouca a droite
g1, 157E dont le couple pole-zéro (00,0) se factorise par Ax C X X X dé-
finit un chtouca & gauche & Sognd 7€ de pole 0o’ = oo et de zéro o' = o, ol
" =€ xjg,"E et t',j sont les deux projections, et vice versa. Au-dessus de Ax,
les morphismes de Frobenius partiels introduits en 2.1 peuvent donc étre vus comme
des endomorphismes, dits encore de Frobenius partiels,

Frob., et Frob, : Ax X x2 Chtly — Ax X x2 Chtly

au-dessus de Frobx x Idx et Idx x Frobx respectivement.

On fixe dans la suite un élément a € A* de degré deg(a) > 0 et on considere le
quotient
rdeg(a)
Chtly /a2 J[ Chty’.
d=1
Les correspondances de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels que nous

venons d’introduire passent au quotient par a”.

Pour tout paramétre de troncature p : [0,7] — R et tout a € [0, 1], a” stabilise
Pouvert Chtly=*? de Chtly et I'ouvert quotient

Chty=*? /a® C Chty /a®

est de type fini. Par contre, cet ouvert n’est stabilisé ni par les endomorphismes de
Frobenius partiels Frobs,, Frob,, ni par les correspondances de Hecke (sauf celles
qui sont associées a des g € AXK). Clest la difficulté majeure qu’a dit surmonter
Lafforgue.

5.2. Nombres de Lefschetz

Si 0o et o sont deux points fermés de X le sous-schéma fini co x 0 C X x X a
exactement 0(co,0) points fermés, ou §(co,0) est le plus grand commun diviseur de
deg(oo) et deg(o). Le corps résiduel x(§) de chaque £ € oo X o est une extension
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composée de k(00) et #(0), et son degré deg(£) sur Fy est le plus petit commun
multiple

(00, 0) = deg((scgooldj)g(o)

de deg(oo) et deg(o). Pour chaque £ € 0o X o, les suites de points fermés de X x X,
n — (Frob x Idx)(€) et n — (Idx x Frob’y)(¢)
sont en fait a valeurs dans oo x o et sont périodiques de périodes deg(co) et deg(o)

respectivement.

Fixons g € GL,(A), deux points fermés distincts oo et 0 de X — S, un entier ,
deux entiers no,n, > 1 tels que deg(o)n, — deg(oco)n. = t, un point fermé & de
00 X 0, un parametre de troncature p : [0,7] — R et un nombre réel a € [0, 1].

On note Cht'y ¢ /a” la fibre en ¢ de la projection canonique Cht}y /a* — (X — N)2.
C’est un champ algébrique de Deligne-Mumford lisse purement de dimension relative
2r — 2 sur le corps fini k(£). On note

ce = (61:5,0275) : Cht}nvyé(g)/az — Cht}ﬂv’g /CLZ X k() Cht;vyg /aZ

la fibre en £ de la correspondance de Hecke définie par g. Les deux composantes c; ¢
et ca ¢ sont représentables finies étales.

Puisque oo et o sont distincts, le point fermé ¢ est dans Ay C X?2. Les puissances
Frob2°&(>) et Frobd®t(®) des endomorphismes de Frobenius partiels sont donc définies
sur la fibre Chtly ¢ / a” et elles la stabilisent.

DEFINITION. — Le nombre de Lefschetz
Lefe(g % Frobg:;’g(o")""" X Frobgeg(")"",ChtR}S""’ /a%)
est la somme 1
 TAut(y)]

ot y parcourt 'ensemble des classes d’isomorphie de points dans Chtly ((g)/a® munis
d’un isomorphisme

c1,6(y) 2 (Froble® )™= o Frobg*8()) (c ¢ (y))
(1) = (Frob ()" o Froble8(™") (¢ ¢ (y))
et tels que

c1e(y) € Cht?\},%"p Ja® C Chtly ¢ /a?,
et ot Aut(y) est le groupe fini des automorphismes du point fize y.
En utilisant

— la description adélique de Drinfeld des points de Chty . ([Dr 5], [La 1]),

— le cas particulier du « Lemme Fondamental » prouvé par Drinfeld ([Lau 1]),
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~ la décomposition spectrale de Langlands ([Lan 2], [Mo-Wa]) et la formule des
traces d’Arthur-Selberg ([Ar], [La 1]),

_ la formule de Cauchy pour calculer les intégrales qui apparaissent dans la formule

des traces,

Lafforgue démontre alors :

THEOREME. — Si deg(co) et deg(o) sont assez grands en fonction de la double classe
KngKn et de lentier t et si p est assez conveze en fonction du niveau N et de la
double classe KngKn, la moyenne de chacune des deuz suites périodiques

k = Lef (probk Idx)(g)(g X E:obggg<°°)"°° X F‘robgeg(o)"",Cht;}S“p /aZ)

et

k — Lef (10 x probl (6 (9 % Froblss(>)me= x Frobdes(©)ne Chtli=e? /a?),

de période le p.g.c.d. de deg(o), deg(oo) et r!, est égale a ’expression spectrale suivante

ST Tra(lkugaey)g o8 a0 S G e ()

€A (KN)
wnr(a)=1

(2) + Z Z Tr;fjf:,, (IkngKn deg(00)noo ) S (") S (")
1<r’<r 7n'€A (KN)
157‘”<7‘ Tr”GA,.H(KN)

ol

~ A (KN) C A, est un systéme de représentants des classes d’isomorphie de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL,(A) qui admettent au moins
un vecteur non nul fire sous Ky,

~ Ikngky €St la fonction caractéristique de KngKn C GLr(A) et Trr(1kygry)
est la trace de Uopérateur m(1kygky ),

—- pour T = 00,0 et Vv un entier positif, Sg(g")(ﬂ) = 21(mz)" + -+ + 2z (mz)" est la
somme des v-iémes puissances des valeurs propres de Hecke de la composante locale
non ramifiée m, de T,

-V Trf,‘ff:,/(lKNgKN,l/) est une fonction complexe de Uentier v, qui ne dépend
pas des places 0,00 € | X| — Sy, qui est de la forme

Z P,(v)z¥
z€Cx

pour une famille d support fini de polynémes P,(u) € Clu], z € C*, et qui est identi-
quement nulle sauf pour un nombre fini de couples (', n"").
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6. REPRESENTATIONS GALOISIENNES

6.1. Représentations de Galois r-négligeables

Rappelons que F est le corps des fonctions rationnelles sur la courbe X et que l'on
a fixé une cloture séparable F' de F. On désignera par Fq la cloture algébrique de
F, dans F. On identifiera le groupe de Galois Iy, := Gal(F,/F,) & Z en choisissant
pour générateur topologique de I'p, 1'élément de Frobenius géométrique ('inverse de
I'élévation a la puissance g-ieme dans F,).

Notons E le corps des fractions de F'® F', c’est-a-dire le corps des fonctions ration-
nelles sur la surface X x X, et fixons une cloture algébrique E de E et un plongement
F ®?q F — E au-dessus du plongement F ® F < E. On a donc défini un point géo-
métrique § : Spec(E) — X x X localisé en le point générique & = Spec(F) de X x X
et tel que ses images par les deux projections canoniques de X x X se factorisent par
le point géométrique 7 : Spec(F) — X localisé au point générique 1 de X.

Pour tout ouvert non vide U de X, le groupe fondamental de Grothendieck 1 (U, 7))
est le quotient de I'r = Gal(F/F) qui classifie les extensions finies de F' dans F qui
sont non ramifiées en toutes les places z € |U|. Il admet comme quotient le groupe
de Galois I'y, = Z. De meéme, pour tout ouvert non vide V de X x X, le groupe

fondamental de Grothendieck m; (V, ) est un quotient du groupe de Galois Gal(E/E)
et admet Z comme quotient.

Soit V un ouvert non vide de X x X de la forme U; x Uy pour des ouverts Uy et Us
de X. Cet ouvert est stable par les endomorphismes Frobx x Idx et Idx x Frobyx de
X x X et les foncteurs « images réciproques » par ces endomorphismes sont des équi-
valences, quasi-inverses 'une de autre, de la catégorie des revétements finis étales
de V sur elle-méme (le foncteur image réciproque par Froby = Froby, x Froby, est
canoniquement isomorphe a 'identité). On peut donc considérer la catégorie des reve-
tements finis étales V/ de V munis d’un isomorphisme (Froby, x Idy,)*V’ - V' ou,
ce qui revient au méme, d’un isomorphisme (Idy, x Froby,)*V’ — V’. Le foncteur
fibre en § identifie cette catégorie & la catégorie des ensembles finis munis de I’action

d’un groupe pro-fini 71 (U; x Us, d) qui s’insere dans un diagramme commutatif

1 — mUy xUs,d) — 7 (U xUs,8) — Z — 0

l | I

Z 72 Z — 0

0 — Z

3 lignes exactes et & fleches verticales surjectives. Tout revétement fini étale V' de
V = U; x Uy de la forme V' = Uy x U} ol chaque U/ est un revétement fini étale
de Uj;, est canoniquement muni d’un isomorphisme (Froby, x Idy,)*V’ V. Ona

donc un homomorphisme de 7, (Uy x Uz, §) dans m (U, 7) x m1(Usz,7) qui prolonge

I’homomorphisme 7 (U3 XUz, §) — m1(Ur,7) x 71 (Usz,7) défini par les deux projections
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canoniques de U; x Uz, et qui induit I'identité entre les quotients 72 de sa source et
de son but.

PRrOPOSITION (Drinfeld). — L’homomorphisme défini ci-dessus
T1(Ur x Uz,8) — m1(U1,7) x m1(U2,7),
est un isomorphisme.

On a fixé dans la section 1 un nombre premier ¢ distinct de la caractéristique de
F, et une cloture algébrique Q, de Q.

Rappelons que, pour tout ouvert non vide U de X (resp. V de X x X), le foncteur
fibre en 7 (resp. 0) est une équivalence de la catégorie des systemes locaux /-adiques
(c’est-a-dire des Q,-faisceaux lisses) sur U (resp. V) sur la catégorie des représen-
tations ¢-adiques de w1 (U,7) (resp. mi(V, 8)). Pour tout systeme local £-adique L
sur U (resp. M sur V) et tout point fermé z de U (resp. y de V), la classe de
conjugaison dans m (U, 7) (resp. m1(V, 0)) des éléments de Frobenius géométriques en
x (resp. y) définit donc une classe de conjugaison d’endomorphismes de Lz (resp.
M5). On note Tr(Froby, L) (resp. Tr(Froby, M)) sa trace et det(1 — T Frobg, L) (resp.
det(1 — T Frob,, M)) son polynéme caractéristique.

Soient U un ouvert non vide de X et M un systéme local ¢-adique irréductible sur
U x U. On consideére les propriétés suivantes :

— M est de la forme L; ® Ly pour des systémes locaux £-adiques (irréductibles) Ly
sur Lo sur U et, en particulier, il existe des fonctions Ay, Ay : [U x U| — 1+ TQ,[T)
telles que

det(1 — T Frobg, M) = A1(00) * Az(0)
pour tout & € |U x U| de projections 0o,0 € |U|, ot 'opération * est définie par
T1 r2

H (1 - aulT) * H (1 - CYQ’Z'ZT) = H (1 - 01171‘10[272'2T).

=1 ig=1 i1,i2

~ 1l existe un isomorphisme (Froby x Idy)*M —— M et, en particulier, la fonction
¢ > det(1—T Frobg, M) est constante sur |00 x o] pour chaque couple (oo, o) de points
fermés de U.

La propriété (i) implique évidemment la propriété (ii) et il devrait résulter de la
proposition de Drinfeld que les propriétés (i) et (ii) sont en fait équivalentes.

Lafforgue démontre un résultat partiel dans cette direction.

PROPOSITION. — On suppose de plus que M est ponctuellement pur au sens de [De]
et qu’il existe des fonctions Ay, Ag : U x U| — 1+ TQ,[T) telles que

det(1 — T Frobg, M) = A1(00) * Az(0)

pour tout £ € U x U| dont les projections oo, 0 € |U| sont distinctes.
Alors, la propriété (ii) implique la propriété (i).
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DEFINITION. — Si U est un ouwvert de X, un systéme local (-adique sur U x U est
dit r-négligeable si tous ses sous-quotients irréductibles sont des facteurs directs de
systemes locaux de la forme Ly X Ly ot Ly et Lo sont des systémes locauz £-adiques
irréductibles de rangs <r — 1 sur U.

Si A est une unité ¢-adique, on notera par @E/\) le Q,-faisceau sur Spec(F,) défini
par le caractere 7 — @Z , 1 = A, du groupe de Galois I'r,. Si F' est un faisceau
E—adique‘sur un (Fg-)schéma S, on notera suivant Deligne F® le produit tensoriel
de F' par 'image réciproque sur S de @EA). En particulier, F (@) pest autre que la
torsion a la Tate F(1) de F. Rappelons que tout systéme local ¢-adique L sur un
schéma S normal de type fini peut s’écrire sous la forme L = M®™ olt X est une

unité ¢-adique et M est un systeéme local ¢-adique dont le déterminant (c’est-a-dire la
puissance extérieure maximale) est d’ordre fini.

Remarque. — Comme 71(X x X,0) differe du produit 71(X,%) x m1(X,7) par une
copie de 2, il arrive que, pour deux systémes locaux f-adiques irréductibles L; et L,
sur X, le systéme local L1 X Ly sur X x X ne soit pas irréductible. C’est le cas si
on a L; & L(l’\) et Lo = L(Q)‘_l) pour une racine de 'unité A # 1 d’ordre divisant
a la fois le rang de L; et celui de Ly. Cependant un tel systeme local L; X Ly est
toujours semi-simple et ses facteurs irréductibles sont images les uns des autres par
les puissances de Frobyx x Idx.

6.2. La récurrence

Soient N C X un niveau « sans facteur carré », p : [0,7] — R un parameétre de
troncature assez convexe par rapport au genre de la courbe X et a N, et d un entier.
On a vu dans la section 3 comment Lafforgue construit un morphisme de champs
algébriques

Chtp =" - Ty x(X — N)?2
lisse purement de dimension relative 2r — 2, dont le composé avec la projection sur
(X — N)? est propre, et dont la restriction au-dessus de Pouvert Spec(F,) = Tr}y" C
Try” est le morphisme pdle-zéro Chty® Spf\/—: gX - N)2.

Par construction (cf. 3.4), le champ Try est lisse sur 777 X (ar=1/G657 Y, (g—1)
[AT=1/Gr~1] ot 7™7 est un champ torique. On sait donc construire des résolutions
des singularités ﬁ;,T — ﬁ;}T. Fixons-en une et notons

CTth;d; <p _ C_ht-;}d; <p Xpr ﬁ;vf )

Le morphisme de champs

——rd; <
Chty " — (X — N)?2
prolonge le morphisme pdle-zéro Cht?\}d; SP _, (X — N)? et est encore propre. Il est de

plus lisse purement de dimension relative 2r—2, et le fermé complémentaire de 'ouvert
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. —— rd; < . N . .
Cht;}d’ =P c Cht;, " est un diviseur & croisements normaux relatif sur (X = N)?
qui est réunion de diviseurs lisses sur (X — N)2.
—— 7,d; <p .
En prenant la réunion disjointe sur les entiers d des champs Cht et en divisant
par I’action de a%, on obtient un morphisme de champs
—— <
Chty ' Ja* — (X — N)?
qui prolonge le morphisme poéle-zéro Cht’;\}sp Ja® — (X — N)?, qui est propre et lisse
purement de dimension relative 2r — 2, et pour lequel le fermé complémentaire de
. T < .. N . .
I'ouvert Chtly P /a® C Cht;\, ? /a” est un diviseur & croisements normaux relatif sur
(X — N)? qui est réunion de diviseurs lisses sur (X — N)2.
Le théoréme suivant est une description partielle de la cohomologie ¢-adique des
variétés de chtoucas compactifiées.

THEOREME. — Pour tout niveau « sans facteur carré » N et tout paramétre de tron-
cature p assez convere par rapport au genre de la courbe X et a N, les images

directes supérieures du faisceau constant de valeur Q, par le morphisme canonique
—— ;< . Py
Cht,TV g /a% — (X —N)? sont toutes des systémes locauz €-adiques (r+1)-négligeables.

Lafforgue prouve le théoréme principal de la section 1 et le théoréme ci-dessus
(convenablement généralisé & des niveaux N arbitraires) par une récurrence simultanée
sur 7. Plus précisément, pour tout entier v’ > 1, il considere les propriétés suivantes :

— P1(r") Quel que soit ©’ € A, il existe o(1’) € G, tel que l'on ait I’égalité de
facteurs L locaux

L(L(O'(ﬂ'/)m’T)) = L(T";’T)
pour presque toute place x ¢ So(nry U Spr.

= Pa(r’) Quel que soit ¢’ € G, il existe m(c’) € A, tel que l'on ait Pégalité de
facteurs L locaux

L(m(0")e, T) = «(L(0%,T))
pour presque toute place z & Sy ;) U Sy

= P3(r’) Quels que soient n’ € A,/ et x € |X| — Sy, les valeurs propres de Hecke
z1(n'), ...,z (') sont toutes de valeur absolue 1.

— P4(r") Le théoréme ci-dessus (convenablement généralisé & des niveaux N arbi-
traires) est démontré en rang r'.

Et il prouve :

THEOREME. — Fizons un entier r > 1. Alors les propriétés Py (r'), P3(r") et Pa(r')
pour v’ =1,...,7 — 1 impliquent ces mémes propriétés pour ' =r.
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Comme on I’a déja signalé en 1.4, les propriétés P1(1),...,P1(r — 1) impliquent les
propriétés Po(1),...,Pa(r—1),Pa(r), et en particulier la correspondance de Langlands
en tout rang r’ < r. Le théoréme ci-dessus implique donc bien le théoréme principal
de 1.3. Ces mémes propriétés impliquent aussi des propriétés renforcées ot I’'on impose
que Sy(r) = Sy et les égalités de facteurs L locaux pour toutes les places 2 ¢ Sy/.

Nous terminerons cet exposé en esquissant la preuve du théoreme ci-dessus. Nous
nous restreindrons aur niweaur N « sans facteur carré » et auz représentations auto-

morphes 1 € A.(Kn) C A,. Dans la suite de cette section nous nous concentrerons
sur les aspects galoisiens.

6.3. Les strates du bord sont r-négligeables

On fixe pour toute la suite de la section 6 un niveau N « sans facteur carré ».

Pour tout parametre de troncature p : [0,7] — R assez convexe en fonction du
genre de la courbe X et de N et pour tout entier v, on note

r<p,v prr;<p,v 7T <p,v
Hy , Hy et HN,a

les v-iémes images directes supérieures & supports compacts du faisceau constant Q,
par les morphismes de champs

ChtSP Ja® — (X — N)?, Chty " Ja% — (X — N)?

et
;< .
(ChtN . cm;v’ﬁp) Ja - (X — N)2.
Ce sont des systémes locaux f-adiques sur (X — N)? nuls pour v ¢ {0,1,...,4r — 4}
(et méme pour v ¢ {0,1,...,4r —6} dans le cas de Hﬁ’g”’ “), et on a une suite exacte
longue

__}HIT;;SPYV_)H]Q;SPTV_,H&igpw_)lev;Sp,uH_é.,__

Le diviseur & croisements normaux relatif m;sp - Cht;}sp Ja® sur (X — N)?
est réunion d’une famille finie de diviseurs lisses. Il est donc muni d’une stratification
canonique. Une strate fermée du bord est une intersection d’une sous-famille non vide
de cette famille. La relation d’inclusion définit une relation d’ordre sur les strates
fermées du bord. Une strate ouverte du bord est le complémentaire dans une strate
fermée du bord de la réunion des strates fermées du bord strictement plus petite.
Par exemple, pour N = &, les strates ouvertes du bord sont les m}; =P /a” pour
@ # R={ri,...,rs_1} C [r — 1] définies en 3.3, et les strates fermées du bord sont
les adhérences des strates ouvertes du bord.

Toute strate du bord (fermée ou ouverte) est lisse sur (X — N)?, et les images
directes supérieures a supports compacts de Q, par la restriction & une telle strate du
morphisme pole-zéro sont toutes des systemes locaux f-adiques sur (X — N )2, qu'il
est commode d’appeler images directes supérieures de la strate.
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PROPOSITION. — Supposons que les propriétés P1(1)...,P1(r — 1) soient vérifiées.
Alors, les systémes locauz (-adiques

— images directes supérieures des strates fermées du bord,

— images directes supérieures des strates ouvertes du bord

~ HF5PY, 0< v <d4r -6,

sont tous r-négligeables.

Esquissons la preuve de cette proposition pour N = @. On procede par récurrence
sur r. Compte tenu de la suite exacte longue ci-dessus, les hypotheses de la proposition
et de récurrence assurent que les images directes supérieures par les morphismes

Cht™ 45 <P" 5 X x X

sont toutes (r’ + 1)-négligeables quels que soient les entiers 1 < v’ < r et d’ et le
parametre de troncature p’ assez convexe par rapport au genre de X.

Chaque strate mﬁd; Sp, @ # R={ry,...,rs—1} C [r — 1], est finie et radicielle
sur un champ Cht®% <? et lui est donc équivalente du point de vue de la cohomologie
¢-adique. Par hypothese de récurrence, tous les sous-quotients irréductibles des images
directes supérieures par le morphisme

(00 = 001,01 = 02,...,05-1 = 005,05 =0) : ChtP4sP , X x X571 x X
sont des facteurs directs de faisceaux de la forme
s—1
I x (EI(L}’ ® L;H)) %L

pour des systémes locaux ¢-adiques irréductibles L', LY de rangs < r; < r, L}, LY

de rangs < ry —r; <r, .. et L, L7 de rangs < r —r,_; < r sur la courbe X. Par
. . . - . e <
suite, les images directes supérieures par le morphisme (c0,0) : Chtp " — X x X se

décomposent en systemes locaux ¢-adiques qui sont des facteurs directs de faisceaux
de la forme
/ ™ -1 sl
(LR LYy ® HY (]Fq ®F, X° ,El(L;’ ®L,)),
et tous leurs sous-quotients irréductibles sont des facteurs directs de systémes lo-
caux de la forme (L} B LY )™ ot A est une valeur propre de Frob, agissant sur
H" (Fy @, X°71, &;;%(L;’ ® L},,)); la proposition s’en suit.

Le cas général est un peu plus difficile mais similaire en utilisant le fait essentiel que
TS S TSP N . —
les Chtp, =" /a” et Cht ~ /a” sont construits & partir des Cht =P /a* en formant un
produit fibré au-dessus du champ Tr;,. On a besoin d’une formule de comptage sup-
plémentaire ou interviennent les fonctions d’Euler-Poincaré introduites par Kottwitz
(cf. [Lau 1]) et un argument inspiré de [Ha-Ta).
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6.4. Séparation de la partie cuspidale de la cohomologie

Soit S un schéma de type fini sur F;. Un systéme local ¢-adique virtuel M sur
U x U est une combinaison linéaire formelle M = 3", mp(L)[L] ol L parcourt
un ensemble de représentants des classes d’isomorphie de systémes locaux ¢-adiques
irréductibles sur S (fixé une fois pour toute) et ot L — mps(L) est une fonction sur
cet ensemble a valeurs rationnelles et a support fini. Le coefficient mp (L) € Q est
appelé la multiplicité de L dans M. On dit que L intervient dans M ou encore que
L est un constituant de M si mp(L) # 0. Un systéme local ¢-adique M définit un
systeme local ¢-adique virtuel [M] : mps(L) est la multiplicité de L dans n’importe
quelle filtration de Jordan-Holder de M.

On dira qu'un systéme local ¢-adique virtuel M = 3", mp/(L)[L] sur S est effectif
si mps(L) > 0 quel que soit L. On dira qu'il est pur de poids un entier w si tous les
L qui interviennent dans M sont ponctuellement purs de poids w. On dira qu’il est
mizte de poids contenus dans un ensemble W d’entiers si chaque L qui intervient dans
M est ponctuellement pur de poids appartenant a W.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X. Un systeme local ¢-adique virtuel
M sur U x U est dit r-négligeable si tous les L qui interviennent dans M sont
r-négligeables. Si M =3, ma(L)[L] est un systeme local £-adique virtuel sur U x U,
on appelera morceau non r-négligeable de M et on notera Mcysp = Y1 MM, (L)[L] le
systeme local ¢-adique virtuel sur U x U défini par my,,., (L) = 0si L est r-négligeable
et mag,,,, (L) = mpr(L) sinon.

En confrontant la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr])
deg(§) _ i<p,v
Lef¢ <Fr0bc(;i§;;’ /a2> = Z(—l)V Tr(Frob?, HY<P")
v
et le cas particulier g = 1 et deg(co)ne = deg(o)n, = deg(&)n de la formule pour la
moyenne de nombres de Lefschetz énoncée en 5.2, on voit que sans changer la valeur
de I’expression

<abP (—::;f((i»))n) ’ (335%3") "
> > Troo (L, deg(§)n)Sao (") So (")
1<r’'<r €A (KnN)
1STH<T W’,E.AT//(KN)

on peut y remplacer les fonctions v +— ’[&:f,’? (1 y,v) par des fonctions de la forme
> .ccx cz2” pour une famille & support fini de scalaires ¢, € Q, z € C*.
L’hypothese de récurrence permet de remplacer les 7’ et 7" qui interviennent dans
cette méme expression par des systémes locaux ¢-adiques irréductibles et purs de poids
0 sur X — N. Compte tenu du théoréeme de pureté de Deligne ([De]) on en déduit :

PROPOSITION. — Si p : [0,7] — R est un paramétre de troncature assez conveze en
fonction du genre de la courbe X et de N, il existe un systéme local {-adique virtuel

ASTERISQUE 276



(873) LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 251

migte de poids entiers H K,icsu’;p sur (X — N)? tel que la différence

IrT; 1 - v * 77T <p, Vv
50, = = 30 3 (~1)" [(Frob x Idx)” Hy <]
k=1 v

soit r-négligeable et que, pour tout couple (00, 0) de points fermés distincts de X — N,
tout point fermé & € oo x o et tout entier n > 1, on ait

~ . _ deg(§) deg(€)
rI\r(F\rObn,HI(“,:iZ;p) — Z q(T‘—l)deg(&)n TTﬂ(lKN)Sgo deg(oo)")(ﬂ_)sg deg(o) n)(ﬂ.)
7r€A(r()KN)
wr(a)=1

L’encadrement de Jacquet et Shalika ([J-S 1])

0% < |zi(m)|™® < g¥, Vi=1,...,r, Yz € |X — N|,
pour les valeurs propres de Hecke de tout 7 € A,(Ky) assure que H 17\‘/;,CSUI;p est mixte
de poids contenus dans {2r — 3,2r — 2,2r — 1} et qu’il a des constituants de poids
2r — 3 si et seulement si il en a de poids 2r — 1.

Par des arguments de fonctions L pour les systéme locaux f-adiques sur la surface
(X — N)?, Lafforgue déduit de la proposition ci-dessus, du théoréme de pureté de
Deligne et des résultats de 6.3 :

COROLLAIRE. — (i) Le systéme local ¢-adique virtuel FI;&ZP sur (X — N)? est ef-
fectif, pur de poids 2r — 2 et n’admet aucun constituant r-négligeable.

(if) Les systémes locauz £-adiques fI]\} SV Yy £ 90 — 2, sont tous r-négligeables et

H If,‘fﬁp est exactement le morceau non r-négligeable du systéme local £-adique virtuel

7!

! T T e
5 D _l(Frobl x Idx)" Hy =n2 2],
k=1

Pour tous parametres de troncatures p < q qui sont assez convexes par rapport au
genre de X et au niveau N, on a un carré commutatif

r; <, * 7T <q, %
HN ? HN

+
HIT\J; <p,* ﬁ;} <p, *
ou les deux fleches horizontales et la fleche verticale montante de gauche sont les
. —— 7 < . —— ;<
prolongements par zéro pour les inclusions de Cht'y; SPc Cht;, p, Cht;\}sq - Cht;, 7
et Chty=? C Chty =7 et la fleche verticale descendante de droite est induite par la
TSP —~—r1;<¢q . , . .
correspondance dans Cht ~ x Chty =~ qui est ’adhérence du graphe de l'inclusion
Chty SP ¢ Cht}"\}sq. La proposition de 6.3, le corollaire ci-dessus et I’existence de ce
carré commutatif impliquent facilement le lemme suivant qui est crucial pour la suite.
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LEMME. — Pour tous paramétres de troncatures p < q qui sont assez convezes par

rapport au genre de X et au niveau N, les noyau et conoyau de I’homomorphisme de
prolongement par zéro

r; <p,2r—2 r;<q,2r—2
Hy — Hy

sont r-négligeables.

En utilisant ce lemme, Lafforgue prouve que le ind-systéme local /-adique « de rang
infini » sur (X — N)?
H](,’ 2r—2 = lim H;\; <p,2r—2
b
ou p parcourt 'ensemble des parameétres de troncature qui sont assez convexes par
rapport au genre de la courbe X et & N, a la propriété suivante :

)

LEMME. — Il existe une unique filtration finie
F* :((0) =F0 C Fl gFQ _,C,_ ~’C‘_FZu+1 ngu g "'QFTZH](;ZT_Q
telle que :

— pour tout entier u > 0 tel que 2u+ 1 < T, FZFTY/F2¢ est o somme de tous les
sous-systémes locauz (-adiques (de rang fini) r-négligeables de Hy *" %/ F2v,

— pour tout entier u > 0 tel que 2u+2 < T, F?u+2 | [2u+1 et lg somme de tous les
sous-systemes locauz £-adiques (de rang fini) H ar—2 JF?FY dont aucun sous-quotient
n’est r-négligeable,

~ sip est un parametre de troncature assez convexe par rapport au genre de X et
au niveau N et si on note FSP:* la filtration sur Hy S22 induite par F*, alors.
pour tout entier u > 0, le plongement

FSP2ut2 psp 2utl o, put2 ) plutl
est un isomorphisme.

Considérons alors le systéme local ¢-adique (de rang fini) sur (X — N)?

T _ 2u+2 2u+1
HN,cusp - @ F /F .
u>0

Rassemblant les résultats de cette sous-section, on obtient finalement :

PROPOSITION. — (i) Pour tout paramétre de troncature p assez convexe par rapport
au genre de X et au niveau N, on a l’égalité de systéemes locaux £-adiques virtuels

r!
3 Ul 1 * T
H;\ﬂf:csu;’;p = F Z[(FrObl)c(‘N X IdX*N) HN,cusp]'
T k=1

(ii) Le systéme local £-adique HY cusp €51 ponctuellement pur de poids 2r — 2.
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(iii) Pour tout couple (00, 0) de points fermés distincts de X — N, tout point fermé
& de oo x 0 et tout entier n, on a

r!

1 * T
— > Tr(Frobg, (Frobk _y x Idx—n)" HY cusp)
T k=1
_ deg(§) deg(§)
— q(r—l)deg(f)n E Hn(lKN)Sgo deg(OO)n)(,R_)SS deg(o) n)(ﬂ.)
€A (KN)
wr(a)=1

7. UNE VARIANTE D’UN THEOREME DE PINK

7.1. Le cas des schémas

Soient S un schéma de type fini et lisse (sur Fy) et p : X — S un morphisme de
schémas propre et lisse purement de dimension relative d. On se donne un diviseur
Y C X & croisements normaux relatif sur S qui est réunion ¥ =Y U---UY,, de

m diviseurs lisses sur S. Pour toute partie I de {1,...,m} on note Y7 = (\;¢; Vi
et Xr =Y —J,;5;Ys. Onadonc Xg = X =Y C Yy = X et X est la réunion
disjointe de ses parties localement fermées X;. De plus, pour chaque I C {1,...,m},

la restriction pr de p & Y; est propre et lisse purement de dimension relative d — |I|,
et X est un ouvert dense de Y7.
On considére un endomorphisme f : S — S et un morphisme fini de schémas

Fg—PZQZZXg Xf’SXgCXgXXz

oll « X g » est une notation abrégée pour « X, of,5,p, » On suppose que la pre-
miére projection pry ; : I'g — Xy est étale. Le S-schéma est donc lisse purement de
dimension relative d sur S. En particulier il est normal.

Alors, si s est un point fermé de S et si n > 1 est un entier tel que
Frobg(f(s)) = f(Frobg(s)) = s,
la fibre I'g s — Zg s C X f(s) X Xoz,s en s de 'y coupe transversalement la fibre
Xo 1(s) = Xos X Xg f(s) en (s, f(s)) du graphe 03 = (Froby ,Idx,) : Xg —
Xz X Xg. On note
Lefs(Fg X F‘I‘Ob}z y Xg)
le nombre des points d’intersection.

OnnoteI' = Z := X x5 5 X C X x X le morphisme fini de schémas obtenu par
normalisation de Z dans I'y. On se propose de donner une interprétation cohomolo-
gique de Lefs(I'y x Frob’y, X ) sous une hypothése de « stabilité de I'ouvert Xy C X
au voisinage des points fixes de I" ».
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7.2. Stabilité au voisinage des points fixes

On note pry,pry : I' — X les deux projections canoniques de I' et, pour chaque
entier n > 0, 0" le graphe (Frob’y,Idx) : X — X x X.

DEFINITION. — On dira que I stabilise X au voisinage de ses points fizes s’il existe
un ouvert U C X x X contenant toutes les intersections de l'image de I dans Z C
X x X avec les images des graphes de Frobenius 6™(X) C X x X, n >0, et tel que

prl(prg—l(Xg) NUr) C Xg
ou Ur C T estlatrace de U surT.

LEMME. — Pour que I' stabilise Xg au voisinage de ses points fizes, il faut et il suffit
que T satisfasse au critére valuatif suivant :

() Pour tout anneau de valuation discréte A de corps des fractions K et de corps
résiduel k et pour tout point y : Spec(A) — T tel que pr,(y(Spec(K))) € Y(K) et
pry(v(Spec(K))) € Xo(K), l'image de y(Spec(k)) € I'(k) dans Z C X x X n'est dans
l’image d’aucun des graphes de Frobenius 6™, n € N.

Comme l'a fait Pink dans [Pi], Lafforgue introduit éclatement 7 : Z — Z de
Z = X %55 X le long du fermé réunion des Y; x5 Y;, 1 < i < m. Cet éclatement
est aussi le produit fibré au-dessus de Z des éclatements Zi— 7 ,1<i<m,de Zle
long des Y; x ¢ Y;. Il est donc muni de diviseurs E;, 1 <4 < m, qui sont les images
réciproques dans Z des diviseurs exceptionnels dans les Z Pour toute partie non vide
I c{1,...,m}, on vérifie que

Er = n E; C ﬂ 71'_1(Yi Xf.8 Yz) = 7T—1(Y1 Xf.8 Y]),
i€l i€l
que E; est le produit fibré sur Z des diviseurs exceptionnels dans les Zi pour ¢t € [
et des Z,- pour i ¢ I, que E; est lisse sur S purement de dimension relative 2d — |1
et que la restriction de 7y : By — Y7 X5 g Y7 au-dessus de 'ouvert X X g X est un
fibré projectif de rang |I|. Les F; sont donc des diviseurs lisses sur S et leur réunion
E=E,U---UBE,, est un diviseur & croisements normaux relatif sur S.

Par construction 7 : Z — Z est un isomorphisme au-dessus de Zgz. On notera
I' — Z la normalisation de Ty dans 7. Bien entendu 7 « envoie » I dans I'.

Pour tout point fermé s € S la fibre 7 : Zs — Zs en s de 7 est ’éclatement de
Z, le long de la réunion des fermés Y; s X r(s) Yi f(s) de Zs = X X f(s) Xf(s)- Pour
tout point fermé s € S et tout entier n > 0 tel que Frobg(f(s)) = f(Frobg(s)) = s, la
fibre 07, )y 1 Xf(s) = Zs C X x X5 en (s, f(s)) du graphe de Frobenius se releve
canoniquement en un morphisme

s, 1(s))  Xf(s) = Zs
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puisque, pour chaque ¢ = 1,...,m, I'image réciproque par 6&7“3)) du fermé Y; s X5 ¢(s)
Yi,f(s) C Zs est le diviseur Yi,f(s) C Xf(s)-
La proposition suivante prolonge un résultat de Pink ([Pi]).

PROPOSITION. — Supposons que I' stabilise X au voisinage de ses points fizes.
Alors, quitte a remplacer f par

f(m) .= Frob% of = f o Froby’

etI'g par

(no) ._
g = (Xo X X&) Xprob™ x 1dx XoxXg Ig.
X o z

pour un entier ng > 0 assez grand, la normalisation r vérifie la propriété sutvante :
pour tout point fermé s € S et tout entier n > 0 tel que Frobg(f(s)) = f(Frob(s)) =
s, limage de 5:}“3) dans Zs ne rencontre pas l'image de I's en dehors de Zg s C Zs.

7.3. Formule des points fixes

Rappelons que I’on a fixé un nombre premier ¢ distinct de la caractéristique de IF,.
Considérons la cohomologie ¢-adique de X et Z au-dessus de S

Rp.Qq et Rq.Qq € DE(S,Qy)

oliq: X x5 X — Sest laprojection canonique, et plus généralement les cohomologies
{-adique des Y7 au-dessus de S

Rpr,.«Qe et Rqr Qe € DE(S,Qp)

ol gqr : Y7 X 5,5 Yy — S est la projection canonique. La formation de ces cohomologies
commute aux changements de base S’ — S. En particulier, la fibre en un point
géométrique 5 de S de Rpy Qg est la cohomologie ¢-adique RI'(Y7 3, Q) de la fibre
de p; en ce point.

Nos hypothéses assurent que les faisceaux de cohomologie R’p;.Qs (resp.
RIq; «Qq) sont tous lisses sur S et qu’ils sont nuls pour les j qui ne sont pas dans
I'intervalle [0,2(d — |I])] (resp. [0, 4(d — |I]]).

Soient I C {0,1,...,m}, n un entier > 1 et uy € H(S, R2(4~g; .Q,)(d — |1|)
une classe de cohomologie. Alors :

~ 'endomorphisme de Frobenius Froby, qui releve Froby, induit un homomor-
phisme

Froby, : (Frobs)*Rp;«Q¢ — Rpr,«Qq,

— d’apres la formule de Kiinneth et la dualité de Poincaré, u; peut étre vu comme
un homomorphisme

ur : f*Rpr «Q¢ — Rpr . Qy,
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— les homomorphismes composés
Froby, o(Frobg)*(uy) : (Frobg)” f*Rpr Qe — Rpr . Q
et
ur o f*(Froby,) : f*(Frob%)*Rp;.Q; — Rp; .Q,

coincident.

On notera

uy x Froby, : (Frobd)* f*Rp; .Q, = f*(Frobg)*Rpy .Q, — Rpr..Qp

ces homomorphismes composés. Pour tout point géométrique 3 de S qui vérifie
f(Frobg(s)) = Frob%(f(3)) = 3, us x Froby, induit un endomorphisme de la
cohomologie RI'(Y; 5,Qy) de la fibre en 5 de pr: Y; — S dont on notera

tr(ur x Frob;ﬁl,RF(Y]_g,Qg)) € Qy

la trace.

Le « cycle de codimension d » I" sur X x ;¢ X admet une classe de cohomologie
cl(T') € H(S, R*q,Qy)(d).
De méme, si on note § = gor : 7 — S, T admet une classe de cohomologie
cl(T) € HO(S, R*q,Q,)(d).
Pour chaque I C {1,...,m} non vide, on a un homomorphisme de faisceaux
R*G.Qu(d) — R*'q1.Qu(d) — R 1"Vq; ,Qu(d - |1])

olt g7 : Er — S est la projection canonique, o la premiere fleche est ’homomorphisme
de restriction au fermé E; C Z et ou la seconde fleche est duale de I’homomorphisme

f o RYg; . Qu(d — 1)) — R, .Qy(d — |1)).

On note cl(T'); 'image de cl(I') par cet homomorphisme composé.

Plus généralement on peut refaire cette construction aprés avoir remplacé f par
f(m0) et 'y par ng°> pour un entier ng > 0 (cf. la proposition de 7.2). Pour chaque I C
{1,...,m} non vide, on obtient une section globale (™)), de R2(d_|”)q§7ff)(@g(d —
|1]), ol q?n“) 1 YT X pno) g Y1 — S est la projection canonique. L'image directe de cette
section globale par le morphisme radiciel Frob’{,‘l’ x Idy, : Y7 x Fno) g Y =Y xps Yy

est une section globale notée cl(F)([n‘)) de R =1Dq; . Qu(d — |1]).

Avec ces notations, Lafforgue prouve la généralisation suivante de la formule des
points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]).
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THEOREME. — Supposons que I' stabilise l'ouvert X o au voisinage de ses points fizes
et soit ng > 0 un entier vérifiant la conclusion de la proposition de 7.3.

Alors, pour tout point fermé s de S et tout entier n > ng tels que Frobg(f(s)) =
f(Frobs(s)) =s, on a

Lef,(I'y x Frobk, , Xg) = tr(cl(T") x Frob, RI'(Xs, Qr))

3)
+ Z (=) r(el(1){™) x Froby, , RT(Y75,Qe)).
Ic{1,...,m}
142

7.4. Extension a certains champs algébriques

Comme le montre Lafforgue, les résultats de cette section valent encore apres avoir
remplacé le S-schéma p : X — S, le diviseur Y = Y; U---UY,, et le morphisme de
schémas 'y — Zg par un S-champ algébrique p : X — S, un diviseur ) dans X et
un morphisme de champs algébriques I'g — Z qui vérifient les propriétés suivantes :

— le morphisme p: X — S est de type fini,

— au voisinage de chacun de ses points le champ X admet un recouvrement fini et
plat par un espace algébrique muni de I’action d’un groupe fini qui agit transitivement
sur les fibres de ce recouvrement,

- le morphisme p satisfait au critére valuatif de propreté,
— le morphisme p est lisse purement de dimension relative d,

— Y est une réunion de diviseurs ), ..., YV, qui sont lisses sur S et est & croisement
normaux relatif sur .S,

- Xz est un S-champ algébrique de Deligne-Mumford, le morphisme 'y — Z5 =
Xo Xf,5 Xy est représentable fini et la premiere projection de I'y sur Xy est étale.

8. FIN DE LA RECURRENCE

8.1. Ce qu’il reste 4 démontrer

Soit N C X un niveau « sans facteur carré ». Pour tout g € GL,(A) la correspon-
dance de Hecke

c= (c1,c2) : Chtly(9)/a” — (Chtly /a”) x(x _ny2 (Chtly /a”)

envoie Cht;}gp /a% dans Cht?{,sq /a% dés que q — p est assez convexe en fonction de
KngKn. Par conséquent, le ind-systéme local ¢-adique H =2 4éfini en 6.4 est muni
d’une action de la Q,-algebre de Hecke H(Kn) = C.(GL.(A)//Kx) des fonctions &
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valeurs dans Q,, Ky-invariantes & gauche et & droite et & supports compacts sur
GL,(A).
De méme, les morphismes de Frobenius partiels induisent un isomorphisme
(Frobx _n x Idx_n)* Hy > 72 =5 HY* 2
qui commute & P’action de H(Kn).

Comme la construction faite en 6.4 du systéme local (-adique Hp ., & par-
tir de HIT\}%_Q est canonique, HY ., est lui aussi muni d’une action de l'algebre
de Hecke H(Ky) et d’un isomorphisme (Frobx_n X Idx-~N)*H cusp — Hi cusp:
Dans ’énoncé de la derniére proposition de la section 6.4, on peut donc remplacer la

1 ! k *
moyenne Elrczl{(FrObX——N X IdX—N) H;V,cusp] par [H;V,cusp}'
Dans cette derniére section nous allons montrer :

PROPOSITION. — Pour tout g € GL(A), tout couple (00, 0) de points fermés distincts
de X — Sy (0t Sy D |N| est Uensemble fini de points fermés de X défini en 5.1), tout
point fermé £ de oo X o et tout entier n, on a

Tr(lKNgKN X FI‘ObZ’ H;/,cusp)

_ deg(8) deg (&)
= q(r—l)deg(g)n Z T\rﬂ'l'(lKNgKN)S(go deg(oo)")(ﬂ.)s(g deg(o) n)(ﬂ_)'
TEA(KN)
wx(a)=1

Cette proposition généralise la partie (iii) de la derniére proposition de la sous-
section 6.4 et des arguments standard permettent d’en déduire les propriétés P(r),
Py(r) (pour les m € A.(Kn)) et P3(r) (pour les N « sans facteur carré »).

8.2. Trace des opérateurs de Hecke sur H ](,ii’;p

LEMME. — Soient U un ouvert non vide de X et M un systéme local £-adique sur
U x U muni d’un endomorphisme h : M — M. Alors, une fois fizé un ensemble de
représentants des classes d’isomorphie de systémes locauz ¢-adiques irréductibles sur
U x U, il existe une unique application & support fini L — Ar de cet ensemble dans
Q, telle que

Tr(h oy, Mz) = )_ AL Tx(7, Ly)
L
pour tout vy € m (U x U, 9).

Si [M] =3, mm(L)[L] est le systéme local £-adique virtuel sur U x U associé a M
et $i Mousp = 37, MM, (L)[L] est son morceau non r-négligeable (cf. 6.4), on notera

MM, (L)
Tty (hoy) = Y m)—)\L Tr (v, Lg)
mn (L)#0

pour tout y € (U x U, d).
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Bien entendu, on va appliquer ceci au morceau non r-négligeable H ﬁ’csuzp de la
cohomologie ¢-adique H SP* et A I'endomorphisme de H N SP2r=2 induit par une
correspondance de Hecke.

Plus précisément, soit p : [0,7] — R un parametre de troncature assez convexe par
rapport au genre de la courbe X et & N et soit g € GL,(A). D’une part, on a déja vu
que la correspondance de Hecke ¢ : Chtly(g9) — Chtly x(x—ny2 Chtly envoie Cht} =P
dans Cht;}gq pour un parameétre de troncature q > p convenable et qu’elle induit
un morphisme entre les cohomologies & supports compacts h : Hy <P'* — Hp<%*,
D’autre part, cette correspondance induit par restriction un cycle

=P : Chty =P (g) — Cht )y =? x (x_n)2 Cht}y =P,

puis par normalisation une correspondance

—r < <
&= . Chty " (g) — Chtn " X (x_ny: Chtn ",

et donc un endomorphisme noté hdela cohomologie ¢-adique H N =P, *, d’ot1 une trace

rIYI'_'I'r;Sp (ﬁofy)

N,cusp
pour tout vy € m ((X — N)2,9).
Quitte a agrandir g, on peut supposer que g est assez convexe par rapport au genre
de la courbe X et & N. On alors un diagramme commutatif

HJTV; <gq,* ﬁ;f <gq, *
h T +
HJT\; <p, * i_j}rv <p,* ﬁ;f <p,*
h

ot les fleches h et h sont celles définies ci-dessus et les autres fleches sont les mémes
que dans le carré commutatif de 6.4. Par un argument facile utilisant les résultats de
6.4, Lafforgue en déduit :

PROPOSITION. — Pour tout paramétre de troncature p assez conveze en fonction de
N, tout point fermé & de (X — N)? et tout entier n, on a
Tr(1k gk X Froby, Hy o) = Tt <o (ho Froby).

N,cusp
8.3. Application de la variante du théoréme de Pink

Fixons un parametre de troncature p : [0,7] — R assez convexe par rapport au
genre de la courbe X et & N, et un élément g € GL,(A). On a défini un ensemble fini
Sg D |N| de points fermés de X.

On cherche & appliquer les résultats généraux du chapitre 7 &

S=(X-8,)>% f=Idg:S— S,

. - ;<
Xy = (X - Sg)2 X (X —N)2 (Chty\}sp /aZ) C (X - Sg)2 X (X —N)2 (ChtN p/aZ) =X,
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(01,62) : (X—Sg) X(X N)2 (ChtN(g)/a ) Fg — Xg Xs Xg,
et

' - X xgX

la normalisation de Xz x g Xz dans I'y. Le fermé complémentaire Y = X — Xy est un
diviseur & croisements normaux relatif sur (X — Sg)z, qui est réunion Y = Y1 U---UY,,
de diviseurs lisses sur (X — S,)2.

Pour chaque entier ng > 0, on dispose des classes de cohomologie suivantes :

— ¢l(T") dans la cohomologie de X x g X' au-dessus de (X — S;)?,

- cl(I‘)(I"") dans la cohomologie de V; xg Yy au-dessus de (X — S,)? pour tout
I c{1,...,m} non vide.

Pour tout ouvert U de X notons Ay le schéma intersection de tous les ouverts
de U x U complémentaires des images réciproques de la diagonale par les endomor-
phismes Froby; x Idy et Idy x Froby; de U x U pour tous les entiers n > 0, c’est-a-dire
I'intersection de Ax C X x X avec U x U.

Nous avons besoin du théoreme suivant de Lafforgue, qui prolonge en rang arbitraire
un résultat établi par Drinfeld en rang 2 ([Dr 7]).

THEOREME. — Supposons que p est assez convexe et U C X — Sy est assez petit
relativement & N et a KnygKn. Il existe alors un ouvert de Zariski V. C U x U.
contenant Ay, tel que, aprés avoir remplacé S = (X — S,;)? par V et Xg C X et
Ty C T par leurs restrictions a cet ouvert de S, la correspondance I' stabilise I’ouvert
Xy au voisinage de ses points fizes.

En d’autres termes, I’hypotheése du théoréme de la sous-section 7.3 est vérifiée au-
dessus de V O Ay. Par conséquent, si ng > 0 est I'entier de loc. cit., pour tout point

géométrique & localisé en un point fermé € de Ay et tout entier n tel que deg(§)n > no,
on a la formule de points fixes

Lefe(Ty x Frobi® €™, xp) = tr(cl(T) x Froby® ", RD(X, Qo))

(4)

+ Z DU tr(el(T )("") X Frobckg(g)n RU(Y; Q)
I£0

On remarquera que, pour chaque I C {1,...,m} non vide, il existe une famille
(my(L))r de scalaires dans Qy, indexée par un ensemble de représentants des systemes
locaux ¢-adiques irréductibles sur (X — S,)?, & support fini, telle que

tr(cl(T){™) x Frob$ ™ RT(Y; 7, Qe)) ZmI(L (Frob?, L),

et que my(L) = 0 pour tout L qui n’est pas r-négligeable d’apres 6.3.
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Dans la suite de cette sous-section, on identifie Q, a C par Uisomorphisme fizé en
1.3.

Dans la formule de points fixes ci-dessus, on peut remplacer € par (Frob% x Idx)(€)
pour k = 1,...,7! et faire la moyenne des r! expressions obtenues. Le premier membre

de cette moyenne est égal a
deg(f) .o

(r—1) deg(&)n (—%.%n) (Wo_) )
Z Trﬂ'(lKNgKN)q Sso (7")50 (71')

€A (KN)
wr(a)=1

Sap (_.;:gg((ci)) n) / (j:iéi;n) "

(5) + Z Z 'I‘r;'(jﬂ”(lKNgKNadeg(&)n)soo (71' )So (71' )
1<r'<r w'€A(KN)
1S’"”<T WIIE.A,,//(KN)

d’aprés 5.2. Compte tenu de la proposition de la sous-section précédente et de I'hypo-
these de récurrence Py (r’) pour tout 7’ < r (cf. 6.2), on a donc une expression pour
la différence

n T
Tr(lgngkn X Frobg, HN&usp)
(_ deg(€) n deg(§)

_q(r—l)deg(ﬁ)n Z TTw(lkNgKN)Soo deg(o0) )(W)S,Sdew’")(w)

neA(KnN)
wr(a)=1

de la forme
3" Pu(n deg(£)) Te(Froby, L)
L

ol (v — Pr(v))L est une famille & support fini de fonctions complexes de l'entier v
de la forme

PL(Z/) = Z PLyz(I/)ZU

pour une famille & support fini de polynémes Pr ,(u) € Clu], z € C*, qui sont
identiquement nuls quand L n’est pas r-négligeable.

En développant les polynémes Pr, .(u) et en utilisant I'indépendance linéaire des
fonctions v — v*2¥ de Dentiers v pour k € Z et z € C*, on voit tout d’abord que ’on
ne perd rien en replagant chaque Py, ,(u) par son terme constant Py, ,(0).

En utilisant la correspondance de Langlands et la conjecture de Ramanujan-
Petersson déja connues en les rangs < r et un dernier argument de fonctions L,
Lafforgue conclut alors la preuve de la proposition de 8.1 et la récurrence.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



262

G. LAUMON

REFERENCES

Travaux de L. Lafforgue

[La 1]

[La 2]

[La 3]

[La 4]

[La 5]

[La 6]

[La 7]
[La 8]

[La 9]

L. LAFFORGUE — Chtoucas de Drinfeld et conjecture de Ramanujan-
Petersson, Astérisque, 243 (1997).

L. LAFFORGUE — Sur la conjecture de Ramanujan-Petersson pour les corps
de fonctions. I : Etude géométrique, C. R. Acad. Sci. Paris 322 (1996).
605-608.

L. LAFFORGUE — Sur la conjecture de Ramanujan-Petersson pour les corps
de fonctions. II : Etude spectrale, C. R. Acad. Sci. Paris 322 (1996), 707-
710.

L. LAFFORGUE — Sur la dégénérescence des chtoucas de Drinfeld, C. R.
Acad. Sci. Paris 323 (1996), 491-494.

L. LAFFORGUE — Compactification de I'isogénie de Lang et dégénérescence
des structures de niveau simple des chtoucas de Drinfeld, C. R. Acad. Sci.
Paris 325 (1997), 1309-1312.

L. LAFFORGUE — Chtoucas de Drinfeld et applications, dans Proceedings
of the International Congress of Mathematicians, Vol. II (Berlin, 1998),
Doc. Math., (1998), 563-570.

L. LAFFORGUE — Une compactification des champs classifiant les chtoucas
de Drinfeld, J. Amer. Math. Soc. 11 (1998), 1001-1036.

L. LAFFORGUE — Pavages des simplexes, schémas de graphes recollés et
compactification des PGL"*! / PGL,., Invent. Math. 136 (1999), 233-271.

L. LAFFORGUE - La correspondance de Langlands sur les corps de fonc-
tions, manuscrit final, (2000).

Articles de V.G. Drinfeld sur les chtoucas

[Dr 1]
[Dr 2]
[Dr 3]

[Dr 4]

[Dr 5]

[Dr 6]

V. G. DRINFELD — Commutative subrings of certain noncommutative
rings, Funct. Anal. and its Appl. 11 (1977), 9-12.

V. G. DRINFELD — Proof of the global Langlands conjecture for GL(2)
over a function field, Funct. Anal. and its Appl. 11 (1977), 223-225.

V. G. DRINFELD — A proof of Petersson’s conjecture for function fields,
Uspehi Mat. Nauk 32 (1977), 209-210.

V. G. DRINFELD — Langlands’ conjecture for GL(2) over functional fields,
dans Proceedings of the International Congress of Mathematicians (Hel-
sinki, 1978), Acad. Sci. Fennica, (1980), 565-574.

V. G. DRINFELD — Moduli varieties of F-sheaves, Funct. Anal. and its
Appl. 21 (1987), 107-122.

V. G. DRINFELD — Proof of the Petersson conjecture for GL(2) over a

global field of characteristic p, Funct. Anal. and its Appl. 22 (1988), 28-
43.

ASTERISQUE 276



[Dr 7]

[Dr 8]

(878) LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 263

V. G. DRINFELD — Cohomology of compactified moduli varieties of
F-sheaves of rank 2, J. of Soviet Math. 46 (1989), 1789-1821.

V. G. DRINFELD — On my paper : “Cohomology of compactified moduli
varieties of F-sheaves of rank 2”, Zap. Nauchn. Sem. Leningrad. Otdel.
Mat. Inst. Steklov. (LOMI), Anal. Teor. Chisel i Teor. Funktsii. 9 168
(1988), 45-47.

Autres publications sur la correspondance de Langlands

[Ca]

[D-H]

[Dr 9]
[Dr 10]

[Dr 11]

[F-K]

[H-K]

(Ka]

[Lau 1]

[Lau 2]

[Lau 3]

[Lau 4]

[L-R-S]

H. CARAYOL — Variétés de Drinfeld compactes, d’apres Laumon, Rapoport
et Stuhler, dans Séminaire Bourbaki 1991/92, Astérisque 206, (1992), 369-
409.

P. DELIGNE, D. HUSEMOLLER — Survey of Drinfeld modules, dans Cur-
rent trends in arithmetical algebraic geometry (Arcata, 1985), Contemp.
Math. 67, (1987), 25-91.

V.G. DRrRINFELD — Elliptic modules, Math. USSR Sbornik 23 (1974), 561-
592.

V.G. DRINFELD - Elliptic modules II, Math. USSR Sbornik 31 (1977),
159-170.

V. G. DRINFELD — Number of two-dimensional irreducible representations
of the fundamental group of a curve over a finite field, Functional Anal.
and its Appl. 15 (1982), 294-295.

Y. FLICKER, D. KAZHDAN — Geometric Ramanujan conjecture and Drin-
feld reciprocity law, dans Number theory, trace formulas and discrete
groups, Academic Press, (1989), 201-218.

G. HARDER, D. KAZHDAN - Automorphic forms on GLs over function
fields (after V. G. Drinfeld), Proc. Sym. Pure Math. 33, Part 2 (1979),
357-379.

D. KAZHDAN — An introduction to Drinfeld’s “shtuka”, Proc. Sym. Pure
Math. 33, Part 2 (1979), 347-356.

G. LAUMON - Cohomology of Drinfeld modular varieties, Part I (Geome-
try, counting of points and local harmonic analysis), Cambridge University
Press (1995).

G. LAUMON — Cohomology of Drinfeld modular varieties, Part II (Auto-
morphic forms, trace formulas and Langlands correspondence), Cambridge
University Press (1996).

G. LAUMON - Drinfeld Shtukas, dans CIME Session “Vector bundles on
Curves. New Directions” (Cetraro, juin 1995), Lecture Notes in Mathe-
matics 1649, (1996), 50-109.

G. LAUMON - The Langlands Correspondence for Function Fields fol-
lowing Laurent Lafforgue, dans Current Developments in Mathematics
Conference (Harvard University, novembre 1999).

G. LAUMON, M. RAPOPORT ET U. STUHLER — D-elliptic sheaves and the
Langlands correspondence, Inv. Math. 113 (1993), 217-338.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



264

G. LAUMON

Sur la correspondance de Langlands géométrique

[Dr 12]

[Dr 13]

[F-G-K-V]

[Lau 5]

[Lau 6]

V. G. DRINFELD — Two-dimensional ¢-adic representations of the fun-
damental group of a curve over a finite field and automorphic forms on
GL(2), Amer. J. Math. 105 (1983), 85-114.

V. G. DRINFELD — Two-dimensional ¢-adic representations of the Galois
group of a global field of characteristic p and automorphic forms on GL(2),
J. of Soviet Math. 36 (1987), 93-105.

E. FRENKEL, D. GAITSGORY, D. KAazHDAN, K. VILONEN — Geometric

realization of Whittaker functions and the Langlands conjecture, J. Amer.
Math. Soc. 11 (1998), 451-484.

G. LAaumoN — Correspondance de Langlands géométrique pour les corps
de fonctions, Duke Math. J. 54 (1987), 309-359.

G. LAUMON — Faisceaux automorphes pour GL,, : la premiére construction
de Drinfeld, prépublication électronique, réf. alg-geom/9511004.

Autres références de géométrie algébrique

[De]

[DC-P]

P. DELIGNE — La conjecture de Weil. II, Publ. Math. IHES 52 (1980).
137-252.

C. DE Concini, C. ProcesI — Complete symmetric varieties, dans CIME
Session “Invariant Theory” (Montecatini), Lecture Notes in Math. 996.
Springer-Verlag, (1982), 1-44.

G. FALTINGS - Explicit resolution of local singularities of moduli-spaces.
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 483 (1997), 183-196.
A. GROTHENDIECK — Formule de Lefschetz et rationalité des fonctions
L, Sém. Bourbaki 1964/65, exp. n° 279, collection hors série Astérisque 9
(1995), 41-55, et dans Diz exposés sur la cohomologie des schémas, North
Holland, (1968), 31-45.

G. HARDER, M.S. NARASIMHAN - On the cohomology groups of moduli
spaces of vector bundles on curves, Math. Ann. 212 (1975), 215-248.

M. HARRIS, R. TAYLOR — On the geometry and cohomology of some
simple Shimura varieties, Institut de Mathématiques de Jussieu, Prépu-
blication 227, (1999).

D. Laksov — Completed quadrics and linear maps, dans Algebraic geome-
try, Bowdoin, 1985 (Brunswick, Maine, 1985), Proc. Sympos. Pure Math..
46, Part 2, Amer. Math. Soc., (1987), 371-387.

G. LAUMON — Transformation de Fourier, constantes d’équations fonc-
tionnelles et conjecture de Weil, Publ. Math. I.H.E.S. 65 (1987), 131-210.
G. LauMoN, L. MORET-BAILLY — Champs algébriques, Springer-Verlag
(1999).

R. PINK — On the calculation of local terms in the Lefschetz-Verdier trace

formula and its application to a conjecture of Deligne, Ann. Math. 135
(1992), 483-525.

ASTERISQUE 276



[SD]

[Se]

(873) LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS 265

B. SAINT-DONAT — Affine Embeddings, dans Toroidal Embeddings I, Lec-
ture Notes in Math. 339, Springer-Verlag, (1973), 1-40.

J.-P. SERRE - Abelian {-Adic Representations and FElliptic Curves,
Addison-Wesley (1988).

Autres références automorphes

(Ar]
[C-PS)
(G-J]
[J-PS-9]
(3-8 1]
[J-S 2]

[Lan 1]

[Lan 2]
M-W]
[PS 1]
PS 2]

[Sh]

J. ARTHUR - A trace formula for reductive groups I : terms associated to
classes in G(Q), Duke Math. J. 45 (1978), 911-953.

J. W. COGDELL, I. I. PIATETSKI-SHAPIRO — Converse theorems for GL,,,
Publ. Math. THES 79 (1994), 157-214.

R. GODEMENT, H. JACQUET — Zeta functions of simple algebras, Lecture
Notes in Math. 260, Springer-Verlag, (1972).

H. JACQUET, I. I PIATETSKI-SHAPIRO, J.A. SHALIKA — Rankin-Selberg
convolutions, Amer. J. Math. 105 (1983), 367-464.

H. JACQUET, J.A. SHALIKA — On Euler products and the classification
of automorphic representations I, Amer. J. Math. 103 (1981), 499-558.
H. JACQUET, J.A. SHALIKA — On Euler products and the classification
of automorphic representations II, Amer. J. Math. 103 (1981), 777-815.
R.P. LANGLANDS — Problems in the theory of automorphic forms, dans
Lectures in modern analysis and applications III, Lecture Notes in Math.
170, Springer-Verlag, (1970), 18-61.

R.P. LANGLANDS — On the functional equations satisfied by FEisenstein
series, Lecture Notes in Math. 544, Springer-Verlag (1976).

C. MOEGLIN, J.-L. WALDSPURGER — Décomposition spectrale et séries
d’Eisenstein, Une paraphrase de I’Ecriture, Birkhiuser (1994).

I.I. PIATETSKI-SHAPIRO — Zeta functions of GL(n), prépublication de
l'université du Maryland, (1976).

I.I. PIATETSKI-SHAPIRO — Multiplicity one theorem, Proc. Sym. Pure
Math. 33, Part 1 (1979), 209-212.

J.A. SHALIKA — The multiplicity one theorem for GL,,, Ann. of Math. 100
(1974), 171-193.

Gérard LAUMON

Université de Paris-Sud

et CNRS, UMR 8628

Mathématiques, Bat. 425

F-91405 Orsay Cedex (France)

E-mail : Gerard.Laumon@math.u-psud.fr

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



