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Séminaire BOURBAKI Mars 2000
52¢ année, 1999-2000, n°® 870, p. 137 & 159

THEORIE DES MODELES
ET CONJECTURE DE MANIN-MUMFORD
[d’aprés Ehud Hrushovski]

par Elisabeth BOUSCAREN

1. INTRODUCTION

Je vais présenter ici I'une des applications récentes de la théorie des modeles a la
géométrie diophantienne, la nouvelle démonstration, due & E. Hrushovski ([Hr2]), de la
conjecture de Manin-Mumford (généralisée) qui est basée sur ’étude, du point de vue
de la théorie des modeles, des corps algébriquement clos munis d’un automorphisme.

THEOREME 1.1 (Conjecture de Manin-Mumford). — Soit G un groupe algébrique
commutatif connexe défini sur un corps de nombres k et X une sous-variété de G.

Alors il y a un nombre fini de points de torsion de G, a1,...,ap, et de sous-groupes
algébriques de G, G1,...,Gu tels que pour chaque i, a; + G; est contenu dans X et
M

X (k9N Tor(G) = U a; + Tor(G;).
i=1
De plus on peut borner de facon effective le nombre M de translatés : il existe c,e
deux constantes ne dépendant que d’invariants liés & G (et non ¢ X) et du choiz de
deux premiers de bonne réduction pour G, tels que M < cdeg(X)®.

En utilisant des méthodes de calcul assez grossieres, on obtient que les constantes
c et e sont doublement exponentielles.

La démonstration de Hrushovski passe par une premiere étape ou il prend un
premier de bonne réduction pour G, de caractéristique résiduelle p, et montre le
résultat pour la torsion premiére & p, c’est-a-dire pour le sous-groupe Tory (G) des
éléments de torsion de G dont I’ordre n’est pas divisible par p. On obtient dans ce cas

que
N

X (k)N Tory (G) = U ai + Tory (Gy),

i=1
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138 E. BOUSCAREN

ou il est facile de montrer directement que N < a deg(X)?, avec a doublement
exponentiel (en la dimension de A, le degré de Paddition dans A et la cardinalité du
corps résiduel) et b exponentiel en la dimension de A.

Le but de cet exposé, en présentant la démonstration de Hrushovski, est d’essayer
d’expliquer pourquoi la théorie des modeles a quelque chose & dire sur ce type de
questions et aussi de donner une idée des résultats qu’on montre et des outils qu’on
développe en théorie des modeles.

Nous passerons donc rapidement sur les parties purement « géométrie algébrique »
de la démonstration.

De méme, la trés breve présentation historique et bibliographique qui suit n’a, cela
sera visible tout de suite, aucune prétention d’exhaustivité.

1.1. Petit historique et conjecture de Lang

La conjecture de Manin-Mumford originelle porte sur 'intersection d’une courbe
avec les points de torsion d’une variété abélienne. Elle a été tout d’abord démontrée
par M. Raynaud ([Ral]), puis R. Coleman ([Col]) en a donné une autre démonstration
par des méthodes tres différentes; Raynaud a ensuite ([Ra2]) démontré le résultat
pour une sous-variété quelconque, puis M. Hindry ([Hil]), en s’inspirant d’une idée
de S. Lang ([Lal]) pour le cas des courbes, a démontré le résultat général pour un
groupe algébrique commutatif.

On trouve une autre approche de ces questions dans les travaux sur la conjecture
de Bogomolov, on se contentera ici de renvoyer a I'exposé de A. Abbes sur le sujet
dans le cadre de ce séminaire ([Ab]) et aux travaux récents de S. David et P. Philippon
([DaPh]).

En revanche, nous allons dire quelques mots de la conjecture de Lang (dite aussi
conjecture de Mordell-Lang), énoncée par Lang dans [Lal] et qui regroupe dans un
cadre général la conjecture de Manin-Mumford et la conjecture de Mordell (voir aussi
par exemple [La2]).

Nous ’énoncons ici pour la caractéristique zéro :

CONJECTURE DE LANG (ABSOLUE). — Soient K un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique zéro, A une variété abélienne définie sur K, X une sous-variété de A
définie sur K et T’ un sous-groupe de A(K) de rang fini. Alors il existe y1,...,9m € r
et By, ..., By sous-variétés abéliennes de A tels que v; + B; C X et

X(K)YNT = Ul v + (Bi(K)NT).

Cette conjecture a finalement été démontrée par G. Faltings ([Fa]) aprés de nom-
breux travaux entre autres de Manin, Vojta, Laurent, Hindry et Faltings lui-méme.
On peut trouver des bibliographies récentes, commentées et complétes, dans [Hi2]

ou [Maz]. L’extension au cas des variétés semi-abéliennes est due a Vojta([Voj]) et
McQuillan ([McQ]).
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Si on veut étendre cette conjecture au cas de caractéristique non nulle, il faut
se contenter d’une version relative, dite aussi conjecture de Lang pour les corps de
fonctions. En voici un énoncé un peu simplifié :

CONJECTURE DE LANG POUR LES CORPS DE FONCTIONS. — Soient Ky < K deux
corps algébriquement clos, A une variété abélienne définie sur K de K/Ko-trace zéro,
et X une sous-variété de A définie sur K. Soit T' un sous-groupe de rang fini de
A(K). Alors il existe v1,...,%n €T et Bi,..., By, sous-variétés abéliennes de A tels
que v; + B; C X et

X(K)NT =V v + (Bi(K)NT).

On rappelle que T' est de rang fini si il existe un groupe I'g finiment engendré
tel que, pour chaque v € T', il y a un entier n > 1 tel que ny € I'yp. Si on est en
caractéristique p > 0, on demande que l’entier n ne soit pas divisible par p. Dire
que A est de K/Ky-trace zéro est équivalent & dire que A n’a aucune sous-variété
abélienne homomorphe a une variété abélienne définie sur K.

Dans [Hrl], Hrushovski a donné une démonstration modele-théorique de la conjec-
ture de Lang pour les corps de fonctions en toute caractéristique (on peut trouver
une présentation de ces résultats dans 'exposé [Go] de ce séminaire, ou dans [Pi3],
et une exposition plus détaillée dans le livre [Bo]). Pour la caractéristique p > 0, il
s’agissait de la premiere démonstration du cas général, les résultats précédents (voir
[AbrVo]) nécessitant des hypotheses supplémentaires. Un peu auparavant, A. Buium
([Bu]) avait donné une nouvelle démonstration du cas de caractéristique zéro, dont
I'idée de départ était de passer a un corps différentiellement clos et de remplacer le
groupe I' par un groupe A-fermé (ou différentiellement algébrique) de dimension finie.
C’est cette idée qui est I'inspiration des démonstrations de Hrushovski, pour les deux
résultats, Lang pour les corps de fonctions et Manin-Mumford.

1.2. Le rapport avec la théorie des modéles

L’idée qui est a la base de ces deux démonstrations est donc la suivante : on veut
remplacer le sous-groupe I' (T'or(G) dans notre cas) par un sous-groupe « fermé » ou
« algébrique », pour lequel on montrera le résultat. On ne peut pas le faire sans, d’'une
maniere ou d’une autre, rajouter des « fermés » supplémentaires (c’est-a-dire de la
structure supplémentaire), puisque, quand G par exemple est une variété abélienne,
la torsion est dense dans G. C’est exactement ce que fait Buium dans [Bu], quand
il passe dans un corps différentiellement clos, remplace le groupe I' par un groupe
A-fermé de dimension finie et utilise ensuite ’arsenal des outils développés dans ce
cadre. Or c’est 1a une méthode qui rentre tout & fait dans la problématique dévelop-
pée en théorie des modeles et pour laquelle nous disposons d’un cadre systématique,
d’outils et de résultats déja existants. En effet, puisant son inspiration dans la géomé-
trie algébrique et les géométries combinatoires, la théorie des modeles développe dans
un cadre abstrait des notions d’indépendance, de dimension et de géométrie. Cela a
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permis d’isoler une notion qui va se retrouver au centre de toutes ces applications
récentes : la notion de modularité qui caractérise, & partir du comportement de la
relation d’indépendance, les groupes dans lesquels les seuls sous-ensembles qu’on peut
définir sont les (combinaisons booléennes finies de) translatés de sous-groupes. Mon-
trer que le groupe Tor(G) satisfait ’énoncé de Manin-Mumford, c’est exactement,
une fois qu’on s’est placé dans le bon cadre, montrer que c’est un groupe modulaire,
nous le verrons dans les sections 2.2 et 2.3; et I'on a des outils pour cela.

1.3. Le cadre dans lequel on travaille

On a donc un groupe algébrique, G, défini sur un corps de nombres k. On va
considérer un automorphisme o dans Gal(k%9 /k), judicieusement choisi, de maniére
a ce que la torsion soit contenue dans le sous-groupe S, des solutions, dans G(k9),
d’une équation faisant intervenir o (ce qu’on appelle traditionnellement une équation
de différence) qu’on peut explicitement calculer. On plonge alors (k*9 o) dans un
gros corps K sur lequel o se prolonge et qui est clos en ce sens qu’il contient déja
des solutions pour toute équation de différence qui a une solution dans une extension.
C’est ce qu’on appellera un corps de différence générique. Et, de méme qu’on a la
topologie de Zariski sur un corps algébriquement clos ou la A-topologie sur un corps
différentiellement clos, on définit une o-topologie sur K. La théorie des modeles permet
d’analyser la structure de K avec ces nouveaux ensembles géométriques. Cette analyse
a été faite par Z. Chatzidakis et E. Hrushovski dans [ChHr] qui montrent qu’on
peut y définir une bonne notion d’indépendance et de dimension. En particulier, ils
démontrent en caractéristique zéro un théoréme de dichotomie, qui dit & peu pres
que les seuls ensembles de dimension finie qui ne sont pas « modulaires » se trouvent
dans le corps fixé par 0. A partir de cette analyse et de ce théoréme de dichotomie,
Hrushovski trouve un critére « effectif » pour distinguer, parmi les sous-groupes de
G(K) définis par des équations de différence, ceux qui sont modulaires. I ne reste
plus qu’a vérifier que le sous-groupe S, judicieusement choisi plus haut est du bon
type, puis a borner le nombre de translatés qui vont intervenir par des calculs simples
& partir de 'équation qui définit S,.

C’est exactement, comme cela que cela se passe dans le cas de la torsion premiére a
p- Pour la torsion totale, c’est un peu plus compliqué, car, s'il est facile, en travaillant
a partir de deux premiers de bonne réduction distincts, de montrer qu'il existe une
o-équation qui s’annule sur la torsion toute entiere et est du bon type, on ne sait
pas le faire de maniere effective. Donc, si on veut garder des bornes sur le nombre de
translatés, il faut travailler un peu plus, en gardant deux équations distinctes, 1'une
pour la torsion premiere & p, 'autre pour la p-torsion puis combiner les deux.

Dans une premiere partie, nous allons présenter le cadre modele théorique, ¢’est-
a-dire les corps de différence génériques et les groupes que 'on peut y définir avec
des équations de différence (section 2). Ensuite nous expliquerons comment utiliser
les résultats ainsi obtenus pour démontrer la conjecture de Manin-Mumford (section
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(870) THEORIE DES MODELES ET CONJECTURE DE MANIN-MUMFORD 141

3). En fait, nous traiterons le cas de la torsion premiere & p et ne dirons que quelques
mots sur le passage 4 la torsion totale. Enfin nous terminerons en mentionnant d’autres
applications de la méme méthode (section 4).

Merci & celles et ceux qui ont bien voulu relire tout ou partie de ce texte, ou ré-
pondre aux nombreuses questions auxquelles je ne pouvais manquer d’étre confrontée,
puisqu’il me faut parler ici non seulement de théorie des modeéles mais aussi de géomé-
trie algébrique, domaine qui n’est pas le mien. En particulier, merci & Z. Chatzidakis,
F. Delon, D. Bertrand, M. Hindry et aussi & E. Hrushovski. Je suis évidemment seule
responsable des erreurs qui se seraient ici glissées dans un énoncé de théoreme ou dans
une esquisse de preuve, a la suite d’une tentative indue de simplification.

2. LES CORPS DE DIFFERENCE GENERIQUES

2.1. Définition et existence

Nous appellerons corps de différence un corps K muni d’un automorphisme distin-
gué o. On peut par exemple considérer K = k%9, la cloture algébrique d’un corps k,
muni d’un automorphisme o € Gal(k*9/k) ou encore, si K est un corps parfait de
caractéristique p > 0 et n > 1, K muni de ’automorphisme de Frobenius z — z?" .

Les corps de différence ont été a l'origine étudiés par Ritt dans les années 30; on
peut trouver tous les résultats algébriques de base dans le livre de R. Cohn [Coh]
(dans ce livre, un corps de différence est un corps avec un monomorphisme distingué ;
quand il s’agit d’un automorphisme, le corps est appelé corps de différence inversif).

Il était naturel pour des théoriciens des modeles de s’intéresser a la classe des corps
de différence ezistentiellement clos c’est-a-dire tels que tout systeéme fini d’équations
de différence ayant une solution dans une extension du corps en a déja une dans le
corps. C’est ’analogue, pour les corps de différence, des corps algébriquement clos pour
les corps, des corps différentiellement clos pour les corps différentiels, ou bien encore
des corps réels clos pour les corps ordonnés. Les premiéres propriétés (axiomatisation,
décidabilité etc) ont été étudiées par A. Macintyre, L. van den Dries et C. Wood (voir
[Mal]). Ensuite, une étude plus compléte de la structure de ces corps du point de
vue de la théorie des modeles a été faite par Z. Chatzidakis et E. Hrushovski dans
un premier temps ([ChHr]), puis par les mémes avec un troisieme auteur, K. Peterzil
([ChHrPe]). C’est dans le premier de ces deux articles que se trouvent les résultats
qui sont utilisés pour la démonstration de Manin-Mumford, notamment le résultat
de dichotomie en caractéristique zéro qui est crucial. Enfin, dans Particle ol il donne
sa démonstration de la conjecture de Manin-Mumford ([Hr2]), Hrushovski commence
par pousser plus loin I’étude des groupes commutatifs définissables dans ces corps de
différence. Des la prochaine section, pour simplifier les énoncés, nous nous limiterons
a la caractéristique zéro et aux résultats ayant un rapport direct avec les applications
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dont nous voulons parler. Pour en savoir plus sans se plonger dans les articles eux-
mémes, on pourra consulter [Ch2].

Commengons par décrire ces corps, que nous appellerons ici pour simplifier corps de
différence génériques (au départ, dans [ChHr], ils apparaissent comme modéles d’une
théorie appelée ACFA, « algebraically closed fields with an automorphism » ; on les
appelle aussi souvent corps algébriquement clos avec un automorphisme générique).

Convention et notation. — Nous utiliserons le terme de variété uniquement dans le
cas irréductible. Si X est une variété affine définie sur K, X7 est la variété affine
définie en appliquant o aux coefficients des équations qui définissent X.

DEFINITION 2.1. — Soit (K, o) un corps de différence. On dit que (K, o) est un corps
de différence générique si K est un corps algébriquement clos vérifiant la propriété :

(*) Soient X une variété affine définie sur K et Y une sous-variété de X x X°
définie sur K, dont les projections sur les facteurs X et X7 sont denses. Alors il
existe a € X(K) tel que (a,0(a)) € Y(K).

Les corps algébriquement clos satisfaisant (*) sont bien exactement les corps de
différence existentiellement clos et tout corps de différence se plonge dans un corps de
différence générique.

Ces corps, comme on va le voir dans la suite, sont munis d’une structure plus riche
que celle induite uniquement par la topologie de Zariski mais que 'on sait quand
méme analyser!

Commengons par quelques propriétés élémentaires :

Premiéres propriétés. — Soit (K,0) un corps de différence générique. Le corps K
est de degré de transcendance infini sur le corps premier. Le corps fixé par o dans
K, Fiz(o), est un corps pseudo-fini. Le seul invariant nécessaire pour obtenir les
complétions (au sens de la théorie des modeles) de la théorie des corps algébriquement
clos est la caractéristique; pour les corps de différence génériques, il faut préciser en
plus la classe de conjugaison de o dans le groupe des automorphismes de la cloture
algébrique du corps premier.

Enfin, mentionnons un résultat frappant qui vient confirmer I'importance de cette
classe de corps. Cela faisait plusieurs années que se posait la question de ce que pouvait
bien étre la théorie d’un « Frobenius non-standard », par exemple la limite des corps
de différence (F;lg,x > zP), pour p tendant vers l'infini. Il s’agit de I’analogue, pour
les automorphismes de Frobenius, de la question résolue par Ax quand il a montré que
la théorie élémentaire des corps finis était exactement la théorie des corps pseudo-finis
[Ax]. La question précise ici était de savoir sil s’agissait des corps de différence zé-
nériques. Une réponse positive a été indépendamment donnée par Hrushovski ([Hr3])
et Macintyre ([Ma2]) : la théorie des corps de différence génériques est exactement la
théorie de tous les ultraproduits non principaux de (]Fq“lg, x — x?), quand g varie sur
I’ensemble des puissances de nombre premiers.
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2.2. Ensembles définissables, indépendance

A partir de maintenant, (K,o) sera un corps de différence générique de caracté-
ristique zéro. Les résultats des sections 2.2 et 2.3 ont été démontrés dans [ChHr].

Comme d’habitude en Théorie des modeles (voir par exemple le chapitre d’intro-
duction de [Bo]), on considére un corps de différence générique (K,o) comme une
structure du premier ordre. Cela veut dire que ’on étudie les ensembles que l'on peut
définir & partir des opérations et des fonctions de base, dans ce cas {+,—,-,0,1,0},
en prenant la cloture par intersection et réunion finies, par complémentaire et par
projection.

Dans un « pur » corps algébriquement clos K, il est naturel de commencer par
considérer les sous-ensembles de K™ définis par des équations polynomiales, les fer-
més de Zariski. Ici il est naturel de considérer les o- polynémes : K[X1,...,X,]o,
Panneau des polynomes de différence (ou o- polynémes) est ’anneau des polynémes
sur K en une infinité de variables, X1,..., X, 0(X1),...,0(Xyn), 02(X1),...,0%(X,),
... Un o-fermé de K™ est ’ensemble des zéros d’un nombre fini de o- polynomes de
K[X1,...,Xnlo. Un o-idéal I de K[Xy,...,Xn], est un idéal clos par o et on dit
que I est parfait si chaque fois que a’o’(a) € I, i,j € N, alors a appartient & I. Les
o-fermés correspondent exactement aux o-idéaux parfaits et comme on a la condi-
tion de chaine ascendante sur les o-idéaux parfaits (voir [Coh]), on définit ainsi une
topologie noetherienne contenant strictement la topologie de Zariski.

On peut alors considérer les o-constructibles, les combinaisons booléennes finies de
o-fermés. Mais la, contrairement & ce qui se passe avec la topologie de Zariski sur un
corps algébriquement clos ou bien avec la A-topologie sur un corps différentiellement
clos, la classe des o-constructibles n’est pas close par projection. On clét donc aussi
par projection et on obtient ce qu’on appelle la classe des ensembles o- définissables.
Si V est une variété affine définie sur K, ’ensemble V(K des points K-rationnels de
V est un o-fermé dans un produit K™. Pour une variété V définie sur K et donnée
par un recouvrement fini de cartes affines, V(K) est un ensemble o-définissable. Le
corps Fiz(o) (défini par 'équation o(z) = z) est un exemple de o-fermé qui n’est pas
de la forme V(K). Nous dirons qu’une application est o-définissable si son graphe est
o-définissable. ‘

Bien que cela ne soit pas évident a priori, la classe des o-définissables est également
close, & bijection o- définissable pres, par quotient. Cela veut dire précisément que
si F© C K™ est o-définissable et que R C K™ x K™ est une relation d’équivalence
o-définissable sur K", alors il existe une bijection o-définissable entre I’ensemble quo-
tient F'/R et un sous-ensemble o-définissable de K™ pour un certain m. On dit des
structures qui ont cette propriété qu’elles éliminent les imaginaires.

On sera amené a s’intéresser & la structure induite par (K, o) sur les sous-ensembles
o- définissables : si D C K™ est o-définissable, la structure induite sur D est D, muni,
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pour tout m > 0, de la trace sur D™ de tous les sous-ensembles o-définissables de
K'Ilm‘

On montre que la structure induite sur le corps Fiz(o) se réduit (une fois qu’on a
fixé un certain nombre de constantes dans Fiz(o)) & la pure structure de corps : si D
est un sous-ensemble o-définissable de K", alors D N Fiz(o)" est un sous-ensemble
de Fiz(o)" définissable dans le pur langage des corps (c’est-a-dire constructible au
sens habituel du terme, combinaison booléenne de fermés de Zariski).

I est classique maintenant en théorie des modeles de regarder s’il est possible de
définir une bonne notion d’indépendance dans les structures qu’on étudie, du type de
I'indépendance algébrique dans les corps algébriquement clos. C’est bien le cas ici :

DEFINITION 2.2. — 1. Si A est un sous-ensemble de K, la o-cloture algébrique de
A, acls(A), est égale a la cloture algébrique (au sens habituel des corps) du sous-
corps de différence de (K, o) engendré par A, c’est-a-dire a la clture algébrique de
Q({c'(a);a € A,i € Z}).

2.8 A,B,C C K, on dit que A et B sont indépendants au-dessus de C si
acl,(AC) et acl,(BC) sont linéairement disjoints au-dessus de acly(C).

3. St E est un sous-corps de différence de K et si a est une suite finie d’éléments
de K, on définit le o-degré de a au-dessus de E, dy(a/E) comme étant le degré de
transcendance de E(a),, le corps de différence engendré par E(a), au-dessus de E. Si
D C K™ est un sous-ensemble o-définissable, on définit le o-degré de D comme étant
le mazxzimum des degrés des éléments de D.

Le corps Fiz(o) est de o-degré égal & un; en revanche si V est une variété (de
dimension positive) définie sur K, V(K) est de o-degré infini. Quand il est fini, le
o-degré est une bonne notion de dimension, en particulier il est clair que si F =
acly(E) et si dy(a/E) est fini, alors a et b sont o-indépendants au-dessus de E si et
seulement si d,(a/E) = dy(a/acly,(E(D)). Il est possible (et indispensable) de définir
d’autres notions de dimension ou de rang dans (K, o) pouvant prendre des valeurs
ordinales non finies, mais nous n’en parlerons pas ici. Ce qui est important pour nous.
c’est que pour un a donné, ces différentes dimensions sont simultanément finies.

2.3. Modularité, le théoréme de dichotomie

Comme nous ’avons dit dans I'introduction, cela fait plusieurs années que la per-
tinence de la notion abstraite d’ensemble « modulaire » (cette notion apparait hélas
dans la littérature sous plusieurs noms : localement modulaire, un-basé (one-based)
etc.) s’est imposée & travers les conclusions tres précises que I'on peut déduire sur les
propriétés algébriques des structures modulaires.

Nous allons donner les définitions et les résultats sous une forme adaptée a notre
contexte précis. Mais il s’agit de cas particuliers ou d’adaptations de résultats valables
dans un contexte beaucoup plus général.
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Si E = acl,(E) C K et si a,a’ sont deux éléments de K™, on dit que a et a’
ont méme type (d’isomorphisme) au-dessus de E si il existe un isomorphisme ¢ :
acl,(E,a)) — acl,(E,a’) qui fixe E, envoie a sur a’ et commute avec o.

DEFINITION 2.3. — Un sous-ensemble o-définissable D de K™ est

- stable si, pour tout E = acl,(E) C K, pour toutes suites finies a,a’ d’éléments
de D ayant méme type au-dessus de E, pour tout F = acl,(F),E C F C K, sia et
F sont indépendants au-dessus de E et si a' et F' sont indépendants au-dessus de E,
alors a et a’ ont aussi méme type au-dessus de F';

- modulaire si pour tout E = acl,(E) C K, pour toutes suites finies a,b d’éléments
de D, acl,(Ea) et acl,(Eb) sont indépendants au-dessus de acly(Ea) N acly (ED).

La stabilité veut donc dire que, si E C K est o-algébriquement clos, et si a,b € K
alors il n’y a (& isomorphisme pres) qu’une seule fagon pour a et b d’étre indépendants
au-dessus de E.

Il y a des corps stables : les (purs) corps algébriquement clos, les corps sépara-
blement clos ou encore les corps différentiellement clos. Mais les corps pseudo-finis
([Du]), donc en particulier Fiz(o), ne sont pas stables. On le voit ici facilement : on
peut trouver E = acl,(E) C K et a,b,c € Fiz(o) \ E, tels que a et ¢ d’une part, b et
¢ d’autre part sont indépendants au-dessus de E, mais tels que v/a — ¢ € Fiz(o) et
Vb —c ¢ Fiz(o).

Le corps Fiz(c) n’est pas modulaire : on prend trois éléments de Fiz(o), a,b,c
transcendants sur Q et algébriquement indépendants. Alors acly(a, b) = Q(a,b)™? et
acly(c,ac + b) = Q(c,ac+ b)alg s’intersectent en Q9. et pourtant ils ne sont pas
algébriquement indépendants au-dessus de Q9. En fait, la non-modularité est la
traduction « abstraite », dans le cas d’un ensemble de dimension un, de I'existence
d’une famille de courbes planes (ici la famille des courbes y = ax + b) de dimension
deux. En particulier, si un ensemble D est modulaire, alors cela entraine que dans la
structure induite par (K, o) sur D, on ne peut pas définir de corps infini. On va voir
un peu plus loin (2.6) qu’avec ’hypothése de stabilité, cela entraine beaucoup plus.

Mais ce qui est particulierement intéressant dans le cas des corps de différence
génériques, c’est que toute la non-modularité et la non-stabilité sont concentrées dans
le corps fixé. C’est ce que nous dit le théoreme de dichotomie en caractéristique zéro.

On dit que deux ensembles o-définissables D et F' de (K, o) sont orthogonauz si
pour toute suite finie d d’éléments de D, pour toute suite finie b d’éléments de F,
pour tout sous-corps E = acl,(F) de K, d et b sont indépendantes au-dessus de E.

THEOREME 2.4. — Théoréme de dichotomie : Soit D C K" un sous-ensemble

o-définissable de o-degré fini, alors D est stable et modulaire si et seulement si D et
le corps fixé Fiz(o) sont orthogonauz.
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La démonstration de ce théoréme passe par une analyse des ensembles de dimension
finie en termes de sous-ensembles de dimension un. Le méme type de résultat avait
été montré précédemment pour les corps différentiellement clos (avec le sous-corps
des constantes, [HrSo]) et pour les corps séparablement clos de caractéristique p > 0
(avec le sous-corps des éléments infiniment p-divisibles, [Hr1]) mais par des méthodes
différentes. Dans ces deux autre cas, la preuve utilise la théorie des géométries de
Zariski, version abstraite de la topologie de Zariski introduite par Hrushovski et Zil’ber
([HrZi], voir aussi [Mr]).

De facon générale, la dichotomie modulaire/non-modulaire est particulierement
utile dans le cas des groupes. En effet la modularité caractérise les structures de
groupes stables de maniere tres précise. A nouveau nous énoncons dans 2.6 un résultat
qui est vrai dans un contexte beaucoup plus général.

DEFINITION 2.5. — Soit G C K™ un groupe o-définissable. On dit que G est de
type abélien si pour tout m et pour tout sous-ensemble o-définissable X de K™™,

X NG™ est une combinaison booléenne finie de translatés de sous-groupes connexes
(o-définissables) de G™.

11 s’ensuit que le groupe G a un sous-groupe (o-définissable) abélien d’indice fini
et donc en fait que la structure induite par (K, o) sur G se réduit & une structure de
type « module généralisé ».

PROPOSITION 2.6 ([HrPil]). — Soit G C K™ un groupe o-définissable stable. Alors
G est modulaire si et seulement si G est de type abélien

On voit maintenant le rapport entre la modularité et les questions de type conjec-
ture de Manin-Mumford ou plus généralement conjecture de Lang. On a d’ailleurs bien
une équivalence formelle de la conjecture de Manin-Mumford avec I'énoncé de théorie
des modeles suivant : pour tout groupe algébrique commutatif connexe G défini sur
Q%9 la structure (Q*9, Tor(G)), dans le langage des anneaux avec un prédicat pour
le groupe T'or(G), est stable et le groupe Tor(G) (qui est maintenant définissable dans
cette structure) est modulaire (voir [Pil]). Mais savoir cela ne nous donne pas pour
autant une méthode pour montrer que cela est vrai. L’intérét de passer par les corps
de différence génériques c’est que 13, on a un vrai critere utilisable pour reconnaitre
quand un groupe est modulaire grace a la dichotomie.

2.4. Les sous-groupes o-définissables des variétés abéliennes

Nous résumons ici les conséquences de I'étude des groupes commutatifs o-définis-
sables et en particulier des sous-groupes o-définissables des points K-rationnels des
variétés abéliennes faite par Hrushovski dans [Hr2]. On peut aussi en trouver une
exposition détaillée dans [Chl].

L’une des étapes essentielles de cette étude est ’analyse de 'anneau des endomor-
phismes o-définissables de A(K) pour A une variété abélienne définie sur K.
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DEFINITION 2.7. — Soit G un groupe algébrigue défini sur K. Un endomorphisme
o-définissable de G(K) est une application o-définissable de G(K) dans G(K) qui est
un homomorphisme du groupe G(K).

Les endomorphismes du groupe algébrique G qui sont définis sur K induisent des
endomorphismes de G(K) au sens de la définition ci-dessus. Il y en a en général
beaucoup d’autres mais Hrushovski montre par exemple :

PROPOSITION 2.8. — Soient A wune wvariété abélienne simple définie sur K,
End,(A(K)) Uanneau des endomorphismes o-définissables de A(K') et Endaig(A(K))
le sous-anneau des endomorphismes qui sont induits par les endomorphismes (algé-
briques) de la variété abélienne A.

(1) Si A n'est pas isogéne a A", alors
Q® End,(A(K)) = Q® Endqy(A(K)).

(2) Sinon, Q ® End,(A(K)) est isomorphe & un anneau de polynémes tordu au-
dessus de Q ® Endag(A(K)) (que nous ne décrirons pas ici précisément). Il s’ensuit
en particulier que End,(A(K)) est dénombrable, comme Endqq(A(K)).

(3) Pour chaque sous-groupe o-définissable G de A(K), il existe f € End,(A(K))
tel que G est un sous-groupe d’indice fini de Ker(f). Il s’ensuit qu’il n’y a qu’un
nombre dénombrable de sous-groupes o-définissables de A(K).

Des résultats similaires sont montrés pour A = G,,, le groupe multiplicatif. On a
alors Q ® End, (Gm(K)) ~ Qo,071].

Soit A une variété semi-abélienne définie sur Fiz(o) et F[T] € Z[T] un
polynéme & coefficients entiers. Alors F(o) induit naturellement un endomor-
phisme (o-définissable) de A(K) : si F[T] = Y.._,m;T% alors F(o)(a) =
mpa + mio(a) + --- + myo”(a), ot + est I'addition dans A et ma = [mja la
multiplication par 'entier m dans A.

DEFINITION 2.9. — Les groupes B et C sont commensurables si BN C est d’indice
fini dans B et dans C. Un groupe o-définissable B est c-minimal si tout sous-groupe
o-définissable infini de B est d’indice fini dans B.

PROPOSITION 2.10. — Supposons que A est une variété abélienne simple définie
sur Fix(o) ou bien que A est le groupe multiplicatif G,. Soit B un sous-groupe
o-définissable de A(K) de o-degré fini et c-minimal. Alors B n’est pas de type abélien
si et seulement si il existe n tel que B C Ker(o™ —1).
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Esquisse de démonstration de 2.10. — C’est bien siir le Théoreme de dichotomie
(2.4) et I’équivalence (2.6) entre groupe stable modulaire et groupe de type abélien
que nous allons utiliser.

Si B est inclus dans Ker(oc™ — 1), cest-a-dire B C A(Fiz(o™)), alors comme
Fiz(o™) est une extension finie de Fiz(c), il existe une application o-définissable &
fibres finies de Fiiz(o)" sur B, qui n’est donc pas orthogonal & Fiz(c) et n’est donc
pas de type abélien.

Réciproquement, supposons que B n’est pas de type abélien. Par 2.6 et 2.4, B et
Fiz(o) ne sont pas orthogonaux.

FAIT 2.11. — Soit B un sous-groupe o-définissable de o-degré fini de H(K), ou H
est un groupe algébrique défini sur K. Si B n’est pas orthogonal ¢ Fiz(o), alors il
eziste un sous-groupe normal D o- définissable d’indice infini dans B, un entier m > 1
et une surjection o-définissable (du produit cartésien) (Fiz(o))™ sur B/D.

Dans notre cas, la c-minimalité de B entraine que D est fini. On en déduit I'exis-
tence d’une application injective o-définissable h de B/D dans un produit de Fiz(o).
On transporte la loi de groupe de B/D par h sur C = h(B/D). Le groupe C est
alors o-définissable, mais on sait que tout sous-ensemble o-définissable dans Fiz(o)
est définissable dans le pur langage des corps. On peut donc utiliser des résultats
antérieurs sur les groupes définissables dans les corps pseudo-finis ([HrPi2]) qui per-
mettent de conclure qu’il existe un homomorphisme o-définissable, de noyau fini, de
C sur un sous-groupe d’indice fini de G(Fiz(o)), pour G un groupe algébrique défini
sur Fiz(c). On en déduit existence d’'un homomorphisme o-définissable g de B sur
un sous-groupe d’indice fini de G(Fiz(o)), g de noyau fini contenant D. On peut
supposer (en remplacant B par un sous-groupe d’indice fini) que G est connexe, que
g9(B) = G(Fixz(o)) et donc que G est un groupe algébrique commutatif simple. Le
graphe de g, qui est un sous-groupe o-définissable de (H x G)(K) est commensurable
avec le noyau d’'un endomorphisme o-définissable (par 2.8). Il n’y a qu'un nombre
dénombrable de tels endomorphismes, et il suit que g est défini sur une extension finie
k1 de Fiz(o). On peut donc bien trouver un n tel que o™ fixe B point par point.

On peut maintenant en déduire le corollaire qui va étre au centre de la démons-
tration de la conjecture de Manin-Mumford, en utilisant les lemmes suivants qui
permettent en particulier de se ramener au cas d’une variété abélienne simple ou du
groupe multiplicatif :

LEMME 2.12. — a) Si on a une suite eracte d’homomorphismes de groupe
o-définissables

0—>A1-—->A2—>A3—->0,

ot A1, Ao, As sont des groupes o-définissables, alors As est stable modulaire si et
seulement si A1 et Ay sont stables modulaires.
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b) Si A est une variété abélienne simple définie sur K et si H est un sous-
groupe o-définissable de A(K), alors H est c-minimal si et seulement si il existe
f € End, A(K), f irréductible dans Q ® End, A(K), tel que H et Ker(f) sont com-
mensurables.

¢) Si B est un sous-groupe o-définissable de A(K), pour A une variété abélienne
définie sur K, et si B est commensurable avec Ker(fi--- fm) pour fi,...,fm €
End,(A(K)), alors B est stable modulaire si et seulement si tous les Ker(f;) sont
stables modulaires. '

Si F[T)| € Z[T] est un polynéme dont aucune racine n’est racine de I'unité, nous
dirons que F(T') est un polynome sans facteur cyclotomique.

COROLLAIRE 2.13. — Soit A une wvariété semi-abélienne définie sur Fiz(o) et
F(T) € Z[T). Soit H, = Ker(F(0)) = {a € A(K);> i_,mic*(a) = 0}. Alors le
groupe H, est de type abélien si et seulement si F(T) est sans facteur cyclotomique.

FEsquisse de démonstration de 2.13. — Tout d’abord H, est bien de o-degré fini.
Ensuite, en utilisant 2.12, on peut se ramener aux deux cas ou A est une variété
abélienne simple ou bien ot A = G,,, le groupe multiplicatif.

Si pour un N > 0 (TN — 1) et F(T) ont un facteur commun P(T), alors B =
Ker(P(0)) € Ker(o™ — 1) n’est pas modulaire. Mais B C H, qui n’est donc pas
modulaire non plus.

Supposons maintenant que H, n’est pas de type abélien et, pour simplifier (en
fait il faut utiliser b) et c¢) du Lemme 2.12), qu’il est c-minimal et que F(o) = f
est un élément irréductible de Q ® End,(A). Par 2.10 & nouveau, il existe un N tel
que Ker(f) C C = Ker(o™ —1). Mais en choisissant N suffisamment grand on peut
supposer que f agit sur C' et F(T') étant sans facteur cyclotomique, f devrait étre
inversible sur C.

3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE MANIN-MUMFORD

Nous sommes maintenant en mesure d’ expliquer comment appliquer le théoreme
de dichotomie et son corollaire sur les groupes définis & partir d’'un polynoéme sans
facteur cyclotomique (2.13) pour obtenir une nouvelle démonstration de la conjec-
ture de Manin-Mumford. En fait, comme nous I’avons déja dit dans Pintroduction,
nous n’allons vraiment traiter précisément que le cas de la torsion premiére & p, cas
dans lequel I'application de 2.13 donne immédiatement le résultat et qui permet de
comprendre pourquoi ce type de preuve fournit naturellement des bornes.
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3.1. Préliminaires sans théorie des modeles

Comme on I'a déja expliqué, la théorie des modeles va nous permettre de montrer
que les ensembles qui nous intéressent sont des combinaisons booléennes finies de
translatés de sous-groupes et I’on voudra en conclure qu’en fait ce sont des réunions
finies de translatés. Remarquons donc tout de suite une fois pour toutes I’équivalence
des différentes versions que nous pourrons rencontrer :

LEMME 3.1. — Soit G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur un corps
algébriqguement clos L, X une sous-variété de G également définie sur L et T un
sous-groupe de G(L). Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) X NT est une combinaison booléenne finie de translatés de sous-groupes de T,

(%) la cléture de Zariski de X NI est une réunion finie de translatés de sous-groupes
algébriques connezes de G,

(iii) X NT est contenu dans une réunion finie de translatés Cy,...,C, de sous-
groupes algébriques connezes de G, chaque C; étant contenu dans X,

(iv) X NT est une réunion finie de translatés de sous-groupes de I.

Maintenant voici le principal fait « algébrique » que 'on va utiliser et sur lesquels
nous ne nous étendrons pas ici.

Soit A une variété abélienne de dimension d définie sur un corps de nombres
k et p un premier de 'anneau R des entiers de k, de corps résiduel k, de cardi-
nalité g et de caractéristique p. On suppose que p est un premier de bonne ré-
duction pour A. On a donc que A, la réduction de A modulo p, est une variété
abélienne (définie sur k,) de méme dimension que A. On rappelle que Tor, (A) =
{a € Tor(A); p ne divise pas l'ordre de a} et que Torp(A) = {a € Tor(A);p"a =
0 pour un n > 1}.

FAIT 3.2. — Il existe un automorphisme o € Gal(Q¥9/k) et un polynéme a coeffi-
cients entiers, F|T] € Z[T], sans facteur cyclotomique, tel que l’endomorphisme F(o)
de A(Q*9) s’annule sur Tory (A). De plus le degré de F(T) est inférieur ou égal a
2d et la somme des valeurs absolues de ses coefficients est bornée par (14 ¢*/2)%¢.

Des résultats classiques de Weil (voir [We]) sur les endomorphismes des variétés
abéliennes définies sur les corps finis et le polynome caractéristique de ’automor-
phisme de Frobenius entrainent Pexistence d'un tel polynéme F[T]| € Z[T] tel que
F(®,) s’annule sur A, (k®9), ou ®, est 'automorphisme de Frobenius ®, : x +— 9.

On peut alors relever cette équation fonctionnelle de la facon suivante : on prend
pour o un relevement de ®, et, p étant un premier de bonne réduction, on déduit du
lemme de Hensel que la réduction modulo p induit un isomorphisme de Tor, (A) sur
Tory (Ap) et donc que F(o) s’annule sur T'ory (A).
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Remarque. — 1l est possible de faire un peu mieux en travaillant & partir des facteurs
simples de A et en ne comptant qu’une seule fois les facteurs isogénes. On peut
ainsi borner le degré du polynéme F[T] et la valeur absolue de ses coefficients en
remplagant d, la dimension de A, par un invariant de A, d,(A) qui est inférieur ou
égal a la dimension de A et tel que, pour tout n > 1, d.(A4) = d,.(A™).

3.2. La torsion premieére a p

Nous allons donner la démonstration dans le cas des variétés abéliennes. Le cas des
variétés semi-abéliennes est identique, il suffit de vérifier qu’on peut généraliser sans
peine I'existence du polynéme adéquat sans facteur cyclotomique (3.2). En revanche,
il faut encore travailler et utiliser de la théorie des modeles pour passer au cas d’un
groupe commutatif arbitraire, nous ’expliquerons dans la section 3.2.2.

3.2.1. Les variétés abéliennes. — Soient A une variété abélienne de dimension d
définie sur un corps de nombres k et X une sous-variété de A. On fixe un plongement
de A dans un espace projectif IP,, et on peut ainsi considérer le degré de A et de ses
sous-ensembles algébriques.

On fixe un premier p de bonne réduction pour A dont le corps résiduel est de
cardinalité q et de caractéristique p.

PROPOSITION 3.3. — Alors
M
XNTory(A) = U a; + Tory (B;),
1=1

ot chaque B; est une sous-variété abélienne de A et
M < ¢ (deg(X)@d+DET")

ou la constante ¢ ne dépend que d’invariants liés a A (et non a X et a son corps de
définition) et de q, et est deux fois exponentielle en d.

Démonstration. —

1. Pour obtenir la réunion finie. — On considére 'automorphisme o de Gal(Q™9/k)
et le polynéme F(T') € Z[T], F(T) = Zfio ¢;T*, donnés par 3.2. Soit (K, o) un corps
de différence générique extension du corps de différence (Q%9,5). Alors

2d
Hy = Ker(F(0) lax)) = {a € A(K); Y _ cio*(a) = 0}
=0

est un sous-groupe de A(K') défini par une o-équation.

Puisque le polynome F(T') est sans facteur cyclotomique, 2.13 nous assure que H,
est un sous-groupe de type abélien et donc que tous ses sous-ensembles o-définissables
sont des combinaisons booléennes finies de translatés de sous-groupes o-définissables.
C’est donc le cas en particulier pour X N H, qui lui-méme contient X N T orp (A).
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Comme nous l'avons remarqué plus haut, cela entraine que la cloéture de Zariski de
X N H,, que nous appellerons Z, est réunion finie de translatées de sous-variétés
abéliennes de A, chacune contenue dans X, Z = Ug1 bi + B;.

On en déduit que X N Tory (A) est réunion d’au plus M translatés de la forme

a+ Tory (B) avec B sous-variété abélienne de A.

2. Pour borner le nombre M de translatées. — On va en fait borner le nombre
de composantes irréductibles de Z, la cloture de Zariski de X N H,, en utilisant la
définition explicite de H, & partir du polynéme F[T.

On considere

2d
S ={(ao,...,a2a) € A** > " cia; =0}
1=0

Donc H, = {a € A(K); (a,0(a),...,0%(a)) € S}. Soit U = SAX xX7x - x X7

v .y re T
chaque X7 est une sous-variété de A7 = A), alors
)

XNH, ={ac AL);(a,0(a),...,0%a)) € U}.

Pour faire le calcul, on va utiliser une définition un peu modifiée du degré pour les
sous-variétés de (P,)™, pour m > 1, voir [Fu], exemple 8.4.4. On définit aussi le degré
d’un fermé non irréductible comme la somme des degrés de (toutes) ses composantes
irréductibles. Ce qui est important pour nous ici, c’est que le degré borne bien le
nombre de composantes irréductibles.

Les propriétés du degré entrainent que
deg(U) < deg(5)(deg(X)*™*") < deg(8)(deg(4)*"*)

et on a que dim(U) < min{dim(S), (2d 4+ 1) dim(X)} < d(2d + 1).

En utilisant le fait que le corps (K, o) est un corps de différence générique, et donc
satisfait la condition (*) de 2.1, on montre que :

LEMME 3.4. — Soit r > 0, E un sous-ensemble algébrique de P71,

E, :={a € P,(K);(a,0(a),...,0"(a)) € E}

odim(E)

et V la cloture de Zariski de E,. Alors deg(V) < (deg(FE))

odim(U)

Dans notre cas on obtient donc que M < deg(Z) < deg(U) , ce qui donne
bien une borne du type annoncé, une fois qu’'on a calculé le degré de S.
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8.2.2. Groupes algébriques commutatifs. — Il n’est pas tres difficile de généraliser
a tous les groupes algébriques commutatifs le Fait 3.2 et donc lexistence du poly-
nome F(T) sans facteur cyclotomique et de ’automorphisme o de Q%9 adéquats. On
considére comme plus haut un corps de différence générique (K, o) étendant (Q*9, o).

La généralisation de la Proposition 3.3 aux variétés semi-abéliennes est alors im-
médiate puisque le corollaire central de la dichotomie (2.13) est vrai pour les variétés
semi-abéliennes.

Mais dans le cas d'un groupe commutatif arbitraire 2.13 n’est plus vrai. En effet,
si V est un sous-groupe vectoriel du groupe algébrique G, alors KerF (o) N V(K) ne
peut pas étre de type abélien : tout sous-groupe o-définissable de degré fini de V(K)
est un espace vectoriel o-définissable de dimension finie sur le corps Fiz(o) et ne lui
est donc pas orthogonal.

Mais on peut séparer la partie de type abélien et la partie espace vectoriel sur
Fiz(o) et cette derniére n’intervient pas dans le cas de la torsion. Plus précisément :

DEFINITION 3.5. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur
Fixz(o) et V le sous-groupe vectoriel mazimal de G. Un sous-ensemble o-définissable
D de G(K) est spécial s’il est de la forme D = C + W, avec C un translaté d’un
sous-groupe o-définissable de G(K) et W un sous-ensemble o-définissable de V(K).

PROPOSITION 3.6. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur
Fix(o) et H, = {g € G(K); F(0)(g9) = 0} pour un polynéme sans facteur cycloto-
mique F(T) € Z[T). Alors tout sous-ensemble o-définissable de H, est une combinai-
son booléenne finie de sous-ensembles spéciaux de G(K).

Les ingrédients de la démonstration de 3.6. — On consideére la suite exacte 0 —» V —
G — B — 0, 0u V est le sous-groupe vectoriel maximal de G et B est donc une variété
semi-abélienne. Maintenant par 2.13, Hp := H,/V(K)N H, est de type abélien mais
Hy :=V(K)NH, est, lui, un espace vectoriel sur Fiz(c). Le théoreme de dichotomie
(2.4) entraine que, dans la structure (K,o), un groupe de type abélien de o-degré
fini et un groupe vectoriel o- définissable ne peuvent qu’étre orthogonaux. Il n’y a
donc aucune relation possible entre éléments de Hg et de Hy. On peut alors montrer
que tout sous-ensemble o-définissable de Hp x Hy est une réunion finie de rectangles
B; x Vi avec B; C Hp et V; C Hy et dans notre situation particuliére, en déduire
que tout sous-ensemble o-définissable de H, est une combinaison booléenne finie de
sous-ensembles o-définissables spéciaux de la forme : B + W, out B est un translaté

d’un sous-groupe o-définissable de G(K) et W est un sous-ensemble o-définissable de
V(K).

COROLLAIRE 3.7. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur
Fiz(o) et X une sous-variété de G. Alors la cloture de Zariski de X NTy (G) est une
réunion finie de translatés de sous-groupes algébriques de G.
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Démonstration de 3.7. — On considére H, = {g € G(K); F(c)(g) = 0} pour le po-
lynome F(T) € Z[T] donné par 3.2 (généralisé aux groupes commutatifs arbitraires).
Par 3.6 X N H, est combinaison booléenne de sous-ensembles spéciaux. Par passage a
la cloture de Zariski, on obtient une réunion finie de sous-variétés spéciales de G, c’est-
a-dire de sous-variétés de la forme B + W ol B est un translaté d’un sous-groupe
algébrique connexe de G et W est une sous-variété de V, le sous-groupe vectoriel
maximal de G. Il suffit maintenant de montrer que, si C = B + W est une sous-
variété spéciale de G d’intersection non vide avec Tory (G), alors la cloture de Zariski
de Tory (G) N C est un translaté d’un sous-groupe algébrique de G. Par hypothese,
B = g+ E ol FE est un sous-groupe algébrique connexe de G. On peut se ramener au
cas ot ENV =0 et on vérifie alors que T'or, (G) N C est un translaté de Tory (E).

3.3. La torsion totale

3.8.1. Le cas des variétés semi-abéliennes. — On a vu dans la section précédente
comment, pour une variété semi-abélienne, utiliser un premier de bonne réduction
p et puis un corps de différence générique (Lp,0p) pour « enfermer » le groupe des
éléments de torsion premiére & p dans un groupe de type abélien en obtenant des
bornes raisonnables. Puisque T'or(A) = Tory (A) & Tor,(A), I'idée est d’utiliser un
second premier de bonne réduction t, de caractéristique résiduelle ¢ différente de p,
pour « enfermer » la torsion premiére & ¢ et donc en particulier la p-torsion. C’est
effectivement ce que fait Hrushovski, mais le probleme va étre de garder des bornes
effectives. Si on cherche seulement le résultat qualitatif, il y a plusieurs preuves rapides
utilisant cette méthode que I'on peut trouver par exemple dans [Pi2], [Ch2] ou [Hr2].
Nous allons en indiquer une dans la section suivante ot ’on se trouve confronté a la
question du calcul de [L : k] out L = k(Tory (A)) N k(Tor,(A)).

Pour maitriser les bornes, Hrushovski met en évidence des familles algébriques de
composantes irréductibles, pour lesquelles il faut montrer une version uniforme de
3.4. Nous n’allons pas le faire ici. On peut trouver des énoncés et des calculs précis
dans [Hr2] bien siir mais aussi dans [Ch2]. On peut également en trouver une version
« uniforme mais sans les calculs de bornes » dans [Pi2].

Il est important de signaler que, méme si ¢’est moins frappant dans ce cas que dans
le cas de la torsion premiere & p, I'existence de ces bornes effectives découle encore
naturellement de la nature méme de la démonstration. L’ordre de grandeur indiqué
est ici aussi obtenu en effectuant les calculs avec des méthodes assez grossieres.

3.3.2. Le cas des groupes commutatifs. — Pour ce qui est du passage & un groupe
commutatif arbitraire, on commence par remarquer que, une fois le résultat « quali-
tatif » connu, pour ce qui concerne le calcul des bornes, le cas général se réduit au
cas des variétés semi-abéliennes : soient G un groupe algébrique commutatif défini sur
un corps de nombres k et X une sous-variété de G. Soient V' le sous-groupe vectoriel
maximal de V, A := G/V la variété semi-abélienne correspondante et Y I'image de
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X dans A. Alors le nombre de composantes irréductibles de la cléture de Zariski de
X NTor(G) est borné par le nombre de composantes irréductibles de la cloture de
Zariski de Y N Tor(A). En effet, la projection de Y sur A est injective sur la torsion
de G et induit donc une bijection entre les composantes irréductibles de la cloture de
Zariski de X N Tor(G) (dont on sait que ce sont des translatés de sous-groupes) et
celles de Y NTor(A), (dont on sait aussi que ce sont des translatés de sous-groupes).

I1 suffit donc de montrer, sans avoir a se préoccuper des bornes, que pour un groupe
commutatif arbitraire il est bien vrai que l'intersection de X avec la torsion est réunion
finie de translatés de sous-groupes algébriques. Comme nous 1’avons dit plus haut, il
y a plusieurs démonstrations possibles utilisant deux premiers de bonne réduction
distincts.

Nous allons en donner une ici qui, en admettant un résultat de Jean-Pierre Serre sur
I'indépendance des groupes de Galois [-adiques des variétés semi-abéliennes, permet
de conclure tres rapidement (voir [Se], pages 33-34 et 56-59 pour le cas des variétés
abéliennes, merci a Jean-Pierre Serre de m’avoir confirmé la généralisation au cas des
variétés semi-abéliennes). On a donc un groupe algébrique connexe commutatif défini
sur un corps de nombres k et X une sous-variété de G. On se donne deux premiers de
bonne réduction p et t, de caractéristiques résiduelles distinctes p et ¢, les polynémes
Fp(T) et Fy(T) et les automorphismes o0,,0; € Gal(Q¥9/k) correspondants donnés
par 3.2. Le résultat de Serre entraine que L = k(Tory(G)) N k(Tor,(G)) est une
extension galoisienne finie de k, au-dessus de laquelle k(T'ory (G)) et k(Tor,(G)) sont
linéairement disjoints. Donc si m = [L : k], il existe 7 € Gal(Q*9 /L) qui étend o sur
la torsion premiére & p et qui étend o}™ sur la p-torsion. Si f1,. .., foq sont les racines de
Fy(T) et g1, ..., goa sont les racines de F;(T'), on pose J(T) = Hfil (T = f") (T —g™).
Alors J(7) s’annule sur la torsion de G. On se place dans un corps de différence
générique (K, 7) qui étend (Q™9,7); par 3.6, X N Ker(J(r)) est une combinaison
booléenne finie de sous-ensembles spéciaux de G(K). La méme démonstration que
pour 3.7 montre qu’alors la cloture de Zariski de X N Tor(G) est bien une réunion
finie de translatés de sous-groupes algébriques de G. Mais, pour ce qui concerne le
calcul du nombre de translatés, la définition explicite de J(T') en fonction des deux
polynomes F, et Fy dépend de [L : k.

4. AUTRES APPLICATIONS

Nous terminons en mentionnant deux autres applications des criteres de modula-
rité dans les corps de différence génériques. La premiere est due & Hrushovski pour
un premier cas, puis a T. Scanlon, et la seconde, qui elle utilise des résultats en
caractéristique p démontrés dans [ChHrPe], & T. Scanlon.
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4.1. La conjecture de Tate-Voloch

J. Tate et J.F. Voloch ont conjecturé ’existence d’une borne pour la distance des
points de torsion d’une variété semi-abélienne & une sous-variété ([TaVo)) :

CONJECTURE 4.1. — Soit A une variété semi-abélienne définie sur C, et soit X une
sous-variété de A. Il existe une constante c telle que si a € Tor(G), et que la distance
p-adique de a a X est inférieure a ¢, alors a € X(C,).

C, est la complétion de leg pour la norme p-adique, qu’on note | — |,. Si X est
une sous-variété de I'espace affine A" définie sur C,,, on choisit un systéme générateur
{f1,..., fn} del'idéal de définition de X et on définit alors la distance p-adique d’un
point a de A™(C,) a X, dy(a, X) comme étant le maximum des |f;(a)|p.

Dans [TaVo| la conjecture est montrée dans le cas des tores.

E. Hrushovski, dans un premier temps, a utilisé la méme méthode que pour Manin-
Mumford pour établir le résultat pour A définie sur leg et pour la torsion premiére
a p, avec I’hypothese que p est de bonne réduction pour A (communication & Voloch).
Cela a ensuite été généralisé par T. Scanlon, toujours par les mémes méthodes, qui
montre la conjecture pour toutes les variétés semi-abéliennes définies sur leg dans
[Sc1] et [Sc2].

Nous allons indiquer ici brievement comment on peut déduire du corollaire 2.13 le
résultat dans le cas d’une variété semi-abélienne A définie sur Q,, avec la condition
que p est de bonne réduction pour A.

Par 3.2 on a un automorphisme o tel que la torsion premiere a p, T'or, (A) est
contenu dans {a € A(Q}Y); F(o(a)) = 0}, pour F[T] € Z[T] sans facteur cycloto-
mique.

Considérons une suite (a;);en d’éléments de Tory (A) tels que dp(a;, X) tend vers
zéro. On va montrer que, pour presque tout 7, a; € X.

Sinon il existe un ultrafiltre (non principal) 4 sur N tel que {i € N;a; € X} ¢ 4.
Soit R 'anneau des suites de norme p-adique bornée dans C,, et I'idéal I de R défini
comme lintersection des I, ou I, = {r € R;{i € N;|r(i)|, < p™"} € u}. Alors
on peut montrer que D = R/I est un corps, on a un plongement (diagonal) naturel
j : Cp — D et o induit un automorphisme de D qu’on appellera aussi o. Soit a* I'image
de la suite (ag,...,am,...) dans D; on voit que a* € A(D), que F(o))(a*) = 0 et
que a* € X (D).

On passe dans un gros corps de différence générique (L, o) étendant (D, o). Le
corollaire 2.13 et le lemme 3.1 nous disent que X (L)NKer(F (o)) est contenu dans une
réunion finie de translatées de sous-variétés semi-abéliennes de A, chaque translatée
étant incluse dans X. En particulier a* € ¢+ B C X, B sous-variété semi-abélienne
de A. Soit m: A A/B. Alors la suite des 7(a;) doit se rapprocher de 7(a*). On a
donc que, pour presque tout %, les w(a;) ont méme image dans le corps résiduel. Par
hypothese de bonne réduction (appliquée & A/B), on a que la réduction est injective
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sur la p/-torsion de A/B. Donc la suite des 7(a;) devient constante et égale a n(a*).
Cela veut dire que pour presque tout i, a; € c+ B, c’est-a-dire que pour presque tout
i, a; € X.

4.2. Modules de Drinfeld

Enfin, plus récemment, T. Scanlon, en utilisant I'analyse modele-théorique des
corps de différence génériques de caractéristique p et le théoreme de dichotomie (du
type de 2.4) qui est montré dans [ChHrPe], a démontré I'équivalent de la conjecture
de Manin-Mumford pour les modules de Drinfeld ([Sc3]).
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