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Séminaire BOURBAKI Juin 1995
47eme année, 1994-95, n° 804

TRAVAUX DE WILES (ET TAYLOR, ...), PARTIE II
par Joseph OESTERLE

Cet exposé fait suite & celui de J.-P. Serre, auquel nous référerons par [S]. On
note ¢ un nombre premier > 3 et Q une cléture algébrique de Q. Pour toute
sous-extension K de Q, on pose Gk = Gal(Q/K). On note x; : Gq — Z} le
caractere cyclotomique via lequel Gq opere sur les racines de 'unité de Q d’ordre
une puissance de £. Par abus, si A est une Z,-algébre, on note encore x; 1’homo-
morphisme composé Gq X, Z, — A,

Pour tout nombre premier p, on note D,, le groupe de décomposition d’une place
de Q au-dessus de p, I, son groupe d’inertie, Frob, € D, un élément de Frobenius
arithmétique et 61, la fermeture algébrique de Q, dans le complété de Q en la place
choisie.

Soient A I'anneau des entiers d’une extension de degré fini de Q,, m son idéal
maximal et p un homomorphisme continu de Gq dans GL3(A), non ramifié en
dehors d'un ensemble fini de nombres premiers. Choisissons un plongement de A/m
dans une cléture algébrique F; de F, et notons p: Gq — GLy(F,) la représentation
déduite de p par réduction mod m. Le théoréme suivant fournit des conditions
suffisantes pour que p soit modulaire (au sens de [S], 2.3) lorsque 7 : Gq — GLy(Fy)
est modulaire (au sens de [S], 2.2). Il résout en partie une conjecture de Fontaine et
Mazur ([6]).

THEOREME 1.— Supposons satisfaite l'une des deur conditions suivantes :
a) Le Z¢-module A%, muni de Uaction de D, définie par p, est isomorphe au
module de Tate d’un groupe £ -divisible sur Z, , et det p coincide avec x, dans I,.

b) La restriction de p @ Dy est conjuguée a (‘6’ ;2) , o Y est un caractére
non ramifié de Dy, ¢ est un caractére de Dy dont la restriction & un sous-groupe
d’indice fini de 1, est X’;_l pour un entier k> 2, et ¢ # 1 mod my .
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Si D est modulaire et que sa restriction a G (ot £* = (=1)¢=1/2¢) est
wrréductible, p est modulaire.

Ce théoréme est démontré par Wiles [16], complété par Taylor-Wiles [15], sous
I’hypothese restrictive suivante : pour tout nombre premier p = —1 mod £ tel que

pp1, soit réductible, pp_ D'est aussi. Dans [4], Diamond montre comment s’affranchir
de cette hypothese.

Nous ne traiterons ici que le cas particulier du th. 1 utilisé par Serre dans son
exposé ([S], 2.4), pour démontrer la conjecture de Taniyama-Weil pour les courbes
elliptiques semi-stables : celui oli I'on a det p = x¢ et o1, pour tout nombre premier

p # £, le groupe p(I,) est unipotent, i.e. conjugué d’un sous-groupe de ((1) I) .

On trouvera un exposé détaillé de la preuve de Wiles dans ce cas dans [2'] ; nous en
résumerons les grandes lignes.

Le principe de la démonstration est le suivant. On part d’une représentation
continue po de Gq, de degré 2 sur un corps fini F de caractéristique £, qui est semi-
stable (n° 1) et vérifie des conditions convenables d’irréductibilité. A chaque ensemble
fini ¥ de nombres premiers est associé un type de déformations de po (n°2). Il existe
une déformation universelle de po de type X, définie sur un anneau Ry (loc. cit.). Les
représentations galoisiennes associées aux formes modulaires fournissent, lorsque po
est supposée modulaire, une déformation de py de type ¥ 3 un anneau T construit a
partir des algebres de Hecke (n° 3 et 4). On déduit de la propriété universelle de Ry un
homomorphisme d’anneaux 7y : Ry — Ty (n°5); il est surjectif. Soit ¥; 1’ensemble
formé de £ et des nombres premiers p # £ en lesquels pg est non ramifiée. Pour traiter
le cas particulier du th. 1 considéré ci-dessus, il suffit de prouver 7y est bijectif
pour tout sous-ensemble fini ¥ de ¥;. Deux critéres pour qu'un homomorphisme
d’anneaux soit un isomorphisme entre anneaux d’intersection compléte sont énoncés
dans I'appendice III. Le premier, appliqué au n° 6, permet de prouver d’une part que
me est bijectif, d’autre part que Ty est un anneau d’intersection compléte. (C’est
dans la preuve de ces énoncés que se trouvait le “trou” de la démonstration initiale de
Wiles, comblé par Taylor-Wiles.) La variation de certains invariants numériques des
anneaux locaux Ry et Ty en fonction de ¥ est décrite au n°7. Leur comparaison
permet en appliquant le second critére de conclure par récurrence que, pour tout sous-
ensemble fini ¥ de ¥, 7y est bijectif et Ty est un anneau d’intersection complete,

ce qui termine la démonstration.

334



(804) TRAVAUX DE WILES (ET TAYLOR,...), II

1. REPRESENTATIONS SEMI-STABLES

Soient F un corps fini de caractéristique £ et p une représentation continue de
Gq dans un espace vectoriel V de dimension 2 sur F. Soit p: Gq — GL2(F) une
représentation déduite de p par choix d’une base de V et extension des scalaires a
une cléture algébrique de F. Le triplet associé & 7 dans le n°2.2 de [S] ne dépend
que de p ; nous le noterons (N(p), k(p),e(p)) . Nous dirons que p est modulaire si p
est modulaire au sens de loc. cit..

Nous dirons que p est bonne en £ sile Dy-module V provient d’'un schéma en

groupes fini et plat sur Z, et que det p coincide avec x, dans I,. Nous dirons que p
est semi-stable en £ si elle est bonne en £ ou que pjj, s’écrit (X%'I’ I) dans une

base convenable de V. Pour que p soit bonne (resp. semi-stable) en £, il faut et il
suffit d’apres [14] que k(p) soit égal & 2 (resp. 2 2 oua £+1).

Soit p un nombre premier distinct de £. Nous dirons que p est bonne en p si
elle est non ramifiée en p. Nous dirons que p est semi-stable en p si p(I,) est un
sous-groupe unipotent de GL(V) ; il est alors d’ordre 1 ou £.

Nous dirons que la représentation p est semi-stable si elle est semi-stable en tout
nombre premier. Pour cela, il faut et il suffit que k(p) soit égal & 2 ou £+ 1, que
N(p) soit sans facteurs carrés et que £(p) = 1. Si p est semi-stable, on a det p = x;.
Notons alors N(p) le produit des nombres premiers en lesquels p n’est pas bonne :
on a N(p) = N(p) si p est bonne en ¢, et N(p) = #N(p) sinon.

Remarque 1. — Si p est irréductible et de déterminant x,, elle est absolument
irréductible ([14], 3.3). Si de plus p est semi-stable en ¢ et ¢ > 5, la restriction
de p & H=Ggq ) (o £* = (=1)=1)/2¢) est absolument irréductible. Il résulte
en effet de [14] que p(I¢) est contenu dans un sous-groupe de Borel de GLy(F) et
qu’un élément au moins de p(I, N H) a deux valeurs propres distinctes. On en déduit
que toute droite stable par p(I, N H) est aussi stable par p(I;). Le groupe d’inertie
I, n’est pas contenu dans H ; on a donc Gq = I,H. S’il existait une droite stable par
p(H), elle serait aussi stable par p(Gq), ce qui est absurde.

Pour £ > 2 et N > 1, notons S(N, k, 1)i I'espace vectoriel des formes modulaires

paraboliques de type (N,k,1) & coefficients dans F, au sens de (14], 3.1.

PROPOSITION 1.— Supposons p semi-stable et irréductible. Si £ = 3, supposons
de plus que la restriction de p a Gq(y=3) soit absolument irréductible. Alors,
st p est modulaire, elle est associée au sens de [S]|, 2.1, 4 une forme modulaire
f €S(N(p),2,1)g, fonction propre des opérateurs de Hecke T, pour p f¢N(p).
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C’est 13 un résultat difficile, qui a requis les efforts combinés de nombreux
mathématiciens. On prouve d’abord que p est associée & une forme modulaire
g € S(N(p), k(p), 1)z, fonction propre des opérateurs T, pour p } ¢N(p) (cf. [5],
cor. 1.2 du th. 1.1 ou sont récapitulés les travaux cités dans [S], 2.2, remarque 2). La
prop. 1 en résulte si k(p) = 2. Si k(p) =€+ 1 et £> 5, on utilise le fait que, pour
tout entier N > 1 premier a £, les éléments de S(N,Z + 1,1)F coincident avec ceux
de S(¢N,2,1); possédant un relevement en caractéristique 0 dont la trace de T'o(¢N)
a To(N) est nulle (pour N =1, voir [13], 3.3; le cas général est analogue). Le cas ou
k(p) =2+ 1 et £=3, plus subtil, est traité dans [5], th. 5.1 et lemme 2.1.

Remarque 2. — La forme modulaire f est en fait unique & un scalaire multiplicatif
prés et est fonction propre de tous les opérateurs de Hecke T,, (n > 1). Pour tout
nombre premier p, la valeur propre a, de T, associée & f est la trace de Frob,
opérant sur le plus grand quotient de V non ramifié en p.

2. DEFORMATIONS D’UNE REPRESENTATION SEMI-STABLE

Soient F un corps fini de caractéristique £ et po une représentation continue de
Gq de degré 2 sur F, qui est semi-stable (cf. n°1) et irréductible (donc absolument

irréductible, d’apres la remarque 1 du n°1); rappelons que son déterminant est xg.

Soient A un anneau local noethérien complet de corps résiduel F et p une
déformation de pg a A (i.e. une représentation continue de Gq dans un A-module
M, libre de rang 2, dont la représentation résiduelle est isomorphe & pg ; cf. App. I,
n°2). Supposons son déterminant égal & x¢. Nous dirons que p est bonne en £ si,
pour tout idéal a d’indice fini de A, le D;-module M,/aM, provient d’un schéma

en groupes fini et plat sur Z¢. Nous dirons que p est ordinaire en £ si pji, s’écrit
(Xﬂl, ;) dans une base convenable de M, ; il suffit pour cela qu’il existe un sous-

groupe fermé M’ de M,, stable par I, tel que I, opére par x, sur M’ et par 1 sur

M,/M'’. Nous dirons que p est semi-stable en £ si elle est bonne ou ordinaire en £.

Remarques. — 1) 11 arrive que p soit & la fois bonne et ordinaire en £. Plus
précisément, supposons p ordinaire en £. Le A[I;]-module M, est alors isomorphe
4 une extension

0—A(l)—E-—A —0

de A (muni de P’action triviale de I,) par A(1) = A ®z, lim ji¢» . Associons & p un

idéal principal a, de A la maniére suivante. Si I'anneau A est fini, I'extension E est
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caractérisée par sa classe de cohomologie &g € H! (I, A(1)) (c’est la classe commune
des cocycles o — o(z)—z, ot z € m71(1) ), et H!(I,, A(1)) s’identifie par la théorie
de Kummer & (Q}")* ®z A (ou Q}" est I’extension non ramifiée maximale de Q¢
dans Q). A multiplication prés par un élément de A*, &g ne dépend que de p.
Par définition, a, est idéal de A engendré par (v® 14)(&g), ou v: (Qp")* — Z
est la valuation £-adique. Lorsque A n’est pas fini, on applique ce qui précéde aux
quotients finis de A et on définit a, par passage a la limite projective. Pour que p
soit bonne en £, il faut et il suffit que I'on ait a, =0.

2) Supposons p semi-stable en £. Alors p est ordinaire en £ si py est ordinaire

en f.

Soit ¥ un ensemble fini de nombres premiers. Disons qu’une déformation p de
po est de type ¥ si son déterminant est x,, qu’elle est semi-stable en £ et qu’elle a
le méme type de propriétés que po en dehors de X, & savoir :

—si £¢ X et que po est bonne en £, p est bonne en ¢ ;

—si p¢ X U {£} et que po est non ramifiée en p, p est non ramifiée en p ;

1 *
0 1) dans une
base convenable de M, . (Il suffit pour cela qu'il existe un sous-groupe fermé M’ de

—si p¢ X U {£} et que po est ramifiée en p, pj;, s'écrit (

M,, stable par I, tel que I, opére trivialement sur M’ et M,/M’.)

Une déformation de po de type ¥ est non ramifiée en dehors de I’ensemble fini
des nombres premiers qui divisent ¢N(po) ou appartiennent & ¥ . Une déformation de
po , non ramifiée en dehors d’un ensemble fini S de nombres premiers, de déterminant
Xe et semi-stable en ¢, est de type S U {¢}.

PROPOSITION 2.— Il existe un anneau local noethérien complet Ry, de corps
résiduel F, et une déformation py, de type = de po & Ry, possédant la propriété
universelle suivante : pour tout anneau local noethérien complet A, de corps résiduel
F, et toute déformation p de type £ de po & A, il existe un unique homomorphisme
d’anneaur u : Ry — A, induisant Uidentité sur les corps résiduels, tel que p soit
isomorphe d px, ®Ry, 14 .

Compte tenu des définitions précédentes et de la remarque 2, c’est un cas

particulier de la situation considérée dans la prop. 2 et la remarque 1 de I’appendice
II, n°2.

Le couple (Ry,px) est unique a isomorphisme unique prés. Nous dirons que Ry
est l'anneau universel de déformation de type £ de po et que px est la déformation
universelle de type ¥ de po. Soit ¥’ un sous-ensemble de ¥. Il existe d’apreés la
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prop. 2 un unique homomorphisme d’anneaux us'y : Ry — Ry, induisant 1’identité
sur les corps résiduels, tel que pyx/ soit isomorphe & py ®ry Ry’ ; cet homomorphisme
est surjectif (App. II, n°1, remarque 2).

Remarque 3. — Soit V l’espace de la représentation po et soit sl(V) le Gq-module
formé des endomorphismes de V de trace nulle (cf. App. II, n°2, remarque 2). Les
classes d’isomorphisme de déformations de po & k[e] de déterminant x, correspon-
dent bijectivement aux éléments de H' (Gq, sI(V)) (loc. cit.). Celles des déformations
de type ¥ correspondent aux éléments d’un sous-groupe H}(Gq,sl(V)) (loc. cit.),
qui est en fait un groupe de Selmer (cf. App. IV), défini par une famille Ly, = (Lx ),
oll, pour chaque p, Ly, est un sous-groupe de H! (Dp, s[(V)) qui reflete les exigences
locales en p imposées 4 une déformation de type ¥. (Nous ne parlons pas de la place
a 'infini, car le groupe de cohomologie local correspondant est nul.) Pour p # £, par
exemple, Ly, est égal & H!(D,,sl(V)) si pe T et & HL, (Dp,sl(V)) sipg Z.

3. ALGEBRES DE HECKE ET REPRESENTATIONS GALOISIENNES ASSOCIEES

Soit N un entier > 1. Notons S = S(N, 2,1) ’espace vectoriel sur C des formes
modulaires paraboliques de type (N,2,1), T = T(N) ’anneau d’endomorphismes de
S engendré par les opérateurs de Hecke T,, (n > 1) et T/ = T'(N) celui engendré
par les opérateurs T,, pour n premier & /N. L’anneau T est commutatif et libre de
rang fini sur Z ; son sous-anneau T’ est réduit. On définit une application T -linéaire
bijective de Homz(T,C) sur S par u — 3 ., u(T,)g". Par cette bijection, les
formes modulaires f € S qui sont fonctions propres de tous les opérateurs de Hecke
correspondent aux homomorphismes d’anneaux de T dans C ; les formes modulaires
dont le développement & l'infini est & coefficients dans un sous-anneau R de C
correspondent aux éléments de Homgz(T,R).

PROPOSITION 3.— Soit m un idéal mazimal de T', de caractéristique résiduelle £.

a) Il existe une représentation continue semi-simple pm de degré 2 de Gq sur
le corps T'/m, non ramifiée en dehors de ¢N, telle que Trpm(Frob,) = T, et
det pm(Frob,) = p pour p [ ¢N. Une telle représentation est unique & isomorphisme
pres.

b) Supposons pm irréductible. Notons Tp, le complété m -adique de T’ . Il existe
une représentation continue pm de degré 2 de Gq sur lanneau Ty, , non ramifiée
en dehors de €N, telle que Tr pm(Frob,) = T, et det pm(Frob,) = p pour p [ ¢N.
Une telle représentation est unique & isomorphisme pres.
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Soit F une cléture algébrique du corps fini T’//m. L’homomorphisme cano-
nique T — T’/m se prolonge en un homomorphisme d’anneaux u : T — F, et
f =Y u(T,)q" est un élément de S(N,2,1)r (avec les notations du n°1); toute
représentation semi-simple de Gq de degré 2 sur F associée & f au sens de [S], 2.1,
posséde les propriétés de a), et est réalisable sur T’ /m ([3], lemme 6.13). Cela prouve
Pexistence de pm . L’unicité résulte de la prop. 1 de I'appendice 1.

Le groupe Gq opére continiiment sur le module de Tate T, (JO(N)) de la jaco-
bienne de Xo(N), et T[(Jo(N)) ®z Q est un T ®z Q,-module libre de rang 2,
d’ou une représentation linéaire continue p, de degré 2 de Gq sur T ®z Q. Cette
représentation est non ramifiée en dehors de ¢N, et 'on a Trpe(Frob,) = T, et
det pe(Frob,) = p pour p J¢N, d’apres les relations d’Eichler-Shimura. Notons pg,m
la représentation déduite de p, par extension des scalaires de T®z Q; 3 Tm ®z Q.
L’homomorphisme canonique Ty, — Tm ®z Q est injectif et la trace de pem prend
ses valeurs dans T, d’apres le théoréeme de Cebotarev. Supposons la représentation
pm irréductible. Elle est alors absolument irréductible puisque son déterminant est
impair, et pem provient par extension des scalaires d’une représentation pm de Gq
de degré 2 sur Ty (App. I, prop. 2 et remarque). Une telle représentation pm est
nécessairement continue et satisfait aux conditions de b). Son unicité & isomorphisme

pres résulte de loc. cit., prop. 1.

Remarques. — 1) Sous les hypotheses de b), la représentation résiduelle de pm est
isomorphe & pm (App. I, cor. de la prop. 1), et il existe un sous- T4, -module libre de
rang 2 de T¢(Jo(N))_, stable par Gq, qui fournit un modele de pr .

2) Conservons les notations de la prop. 2. Soit N; un 'multiple de N. On dispose
d’une application de restriction 7 : T/(N;) — T/(N) qui applique T, sur T, pour
n > 1 premier & ¢N;. Posons m; = r~!(m) ; c’est un idéal maximal de T’(N;).
La représentation pm provient (4 isomorphisme prés) de pm, par l’extension des
scalaires T(N;)/m; — T(N)/m (App. I, cor. de la prop. 1). Si pm est irréductible, la
représentation pm provient (a isomorphisme prés) de pm, par I’extension des scalaires
7 : T(N1)m, — T(N)m (loc. cit.); on en déduit, en considérant les traces de ces
représentations, que 7 est surjectif. (On peut démontrer mieux : le conoyau de r est
un 2-groupe fini; il est réduit & un élément si 2 fN; ousi 2| N.) '

4. DEFORMATIONS DE HECKE D’UNE REPRESENTATION SEMI-STABLE

Soient F un corps fini de caractéristique ¢ et po une représentation continue
de Gq, de degré 2 sur F, semi-stable, modulaire et irréductible (cfn°T).Si £=3,
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on suppose que la restriction de po & Ggq(,/=3) est absolument irréductible. Soit

N = N(po) le produit des nombres premiers p en lesquels po n’est pas bonne(loc.cit.).

PROPOSITION 4.— Il existe un unique homomorphisme d’anneaur a : T'(N) — F
qui applique Tp sur Tr po(Froby) pour tout nombre premier p tel que p J €N . Soit m
son noyau. C’est un idéal mazimal de T'(N), et la représentation po est isomorphe
a celle déduite de pm (cf. n°3) par l’extension des scalaires T'(N)/m — F.

C’est une autre formulation de la prop. 1 du n°1. En effet, soit f € S(N, 2, Iy
une forme modulaire, fonction propre des opérateurs de Hecke T, pour p } ¢N,
satisfaisant les conclusions de cette proposition. Soit a : T/(N) — F ’homomorphisme
d’anneaux tel que T(f) = a(T)f pour T € T(N). On a alors a(T,) = Tr po(Frob,)
pour tout nombre premier p tel que p J #N. Cela prouve I'existence de a ; son unicité
est claire. La derniere assertion de la prop. 4 résulte de la prop. 1 de ’appendice 1.

Pour tout ensemble fini ¥ de nombres premiers, notons Nx(po), ou simplement
Ny, Pentier []p™, ou n, est 'exposant de p dans Nsip¢dX,est 2si peX et
p#Ll,et 1sipeX et p=~.0na Ny =N. Notons my 1'idéal maximal de T/(Nyx),
image réciproque de m (cf. prop. 4) par l'application de restriction T’(Ng) — T’/(N).

PROPOSITION 5.— Soient A un anneau local noethérien complet de corps résiduel
F, p une déformation de po ¢ A, et ¥ un ensemble fini de nombres premiers. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
a) La représentation p est non ramifiée en dehors de {Nyx et il existe un homo-
morphisme d’anneauz o : T'(Nx) — A tel que Tr p(Frob,) = a(Tp) pour p f{Nx.
b) Il existe un homomorphisme d’anneauzr @ : T'(Ng)my, — A tel que p soit

isomorphe a la représentation déduite de pmy (cf. n°3) par Uextension des scalaires

~

a.

Lorsqu’elles sont satisfaites, a) détermine a de facon unique, & est le prolonge-
ment continu de o, et p est une déformation de po de type ¥ (cf. n°2).

Supposons la condition b) satisfaite. La condition a) I’est alors aussi, avec pour
a la restriction de @, et ’homomorphisme @ est local, donc continu. Il résulte de la
remarque 1 du n°® 3, des propriétés des modules de Tate des variétés abéliennes semi-
stables sur un corps local, et du fait que Jo(Nx) a bonne réduction en un nombre
premier p si p /N et réduction semi-stable en p si p? /N, que p est une déformation
de type ¥ de po.

Supposons la condition a) satisfaite. Elle détermine a de fagon unique, et
les applications composées T'(Ny) A > Fet T (Ng) — T/(N) F (avec

a comme dans la prop. 4) sont égales. Il en résulte que a(my) est contenu dans
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Iidéal maximal de A, donc que a se prolonge par continuité en un homomorphisme
@ : T'(Nx)my — A. Celui-ci satisfait b) (App. I, cor. de la prop. 1).

Nous dirons qu’une déformation de po satisfaisant les conditions a) et b) de la
prop. 5 est une déformation modulaire de type ¥ de po.

Soit Fo le sous-corps de F engendré par Tr po(Gq) . Il s’identifie au corps résiduel
de my, de sorte que T/(Nx)my;, est une algébre sur I’anneau des vecteurs de Witt
W(Fo). Notons Tsx(po), ou simplement Ty, I'anneau T'(Ng)my Qwr,) W(F). Il
est local noethérien et complet, son corps résiduel est F, et la représentation déduite
de pm; par extension des scalaires & Ty est une déformation modulaire de type
¥ de po. Notons-1a pHecke | La prop. 5 peut s'interpréter en disant que le couple

(T, pHecke) possede la propriété universelle suivante.

PROPOSITION 6.— Pour tout anneau local noethérien complet A de corps résiduel
F et toute déformation modulaire de type ¥ de po a A, il existe un unique homo-
morphisme d’anneaur v : Ty — A, induisant lidentité sur les corps résiduels, tel
que p soit isomorphe @ pHeke @ 1,

Nous dirons que Ty est l’anneau universel de déformation modulaire de type ¥
de po et que pHecke est la déformation de Hecke de type ¥ de Po - Soit ¥’ un sous-
ensemble de ¥. Il existe d’aprés la prop. 6 un unique homomorphisme d’anneaux
vy ¢ Ty — Ty, induisant I'identité sur les corps résiduels, tel que pg,ec'“e soit
isomorphe a pg ecke ®ty Ty ; cet homomorphisme est surjectif (n°®3, remarque 2).

Remarque. — L’anneau T'(Ny) est réduit et libre de rang fini sur Z. Il en résulte
que 'anneau Ty est réduit et libre de rang fini sur W(F).

5. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Soient F un corps fini de caractéristique £ et p, une représentation continue
de Gq, de degré 2 sur F, semi-stable, modulaire et irréductible (cf n° 1).Si £=3,
on suppose que la restriction de py a Gq /=3) est absolument irréductible. Soit ¥
un ensemble fini de nombres premiers. Rappelons que p, posséde une déformation
universelle py. de type ¥ a un anneau Ry (n°2, prop. 2) et une déformation de
Hecke pHeck¢ de type ¥ & un anneau Ty (n°4, prop. 6). Les anneaux Ry et
Ty sont locaux; ce sont des W(F)-algebres, et leurs corps résiduels s’identifient
canoniquement & F. Il existe un unique homomorphisme d’anneaux 7y : Ry — Ty,
induisant I'identité sur les corps résiduels, tel que pHec*e se déduise (a4 isomorphisme
pres) de py par I'extension des scalaires 75 (n°2, prop. 2). L’homomorphisme 75
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est surjectif : en effet la W(F)-algebre Ty est engendrée par les opérateurs de Hecke
Tp, pour p nombre premier qui ne divise pas /Ny, et T, est I'image par 7y de la
trace de px(Frob,). Notons ¥; 1’ensemble formé de ¢ et des nombres premiers p # £
en lesquels pp n’est pas ramifiée.

THEOREME 2.— Si £ C £y, ’homomorphisme 75, : Ry — Ty est bijectif et Ty
est un anneau d’intersection compléte (cf. App. III, n°1).

COROLLAIRE.— §i ¥ C £y, toute déformation de po de type © (cf. n°2) est une
déformation modulaire de type ¥ (cf. n°4).

Indiquons comment le th. 1 (dans le cas particulier considéré dans 'introduction)
se déduit du th. 2. La représentation p dans ce cas particulier est par hypothése de
déterminant x.. Elle peut étre considérée comme une déformation de sa représen-
tation résiduelle p. Pour tout p # ¢, le groupe p(I,) est supposé unipotent : cela
signifie que p est semi-stable en p. Sous chacune des hypotheses a) et b) du th. 1,
p et p sont semi-stables en £. Soit S I’ensemble des nombres premiers en lesquels p
est ramifiée et p non ramifiée. L’ensemble ¥ = {£}US est fini et contenu dans ¥, et
p est une déformation de type ¥ de p. D’autre part, p est irréductible et, si £ =3,
sa restriction a GQ( /=3) est absolument irréductible. D’apres le cor. du th. 2, p est
une déformation modulaire de p de type X. Elle satisfait donc la condition a) de la

prop. 3, ce qui prouve qu’elle est une représentation modulaire au sens de [S],2.3.

Remarque. — Soit O un anneau de valuation discréte, libre de rang fini sur W(F).
Notons 7y 0 : Rx,0 — Tx,0 'homomorphisme d’anneaux déduit de 7 par extension
des scalaires de W(F) a O. Pour que Ty soit un anneau d’intersection compléte,
il faut et il suffit que Ty o en soit un; pour que 75 soit un isomorphisme, il faut
et il suffit que 7y o en soit un. Lorsque O = W(F’), ou F’ est une extension finie
de F, Ry 0 et Ty o s'identifient aux anneaux universels de déformations associés &
po ®F 1p» (App. II, n°1, remarque 4). Lorsque le corps résiduel de O est F, Ry 0
et Tx o possédent des propriétés universelles analogues a celles des anneaux Ry et
Ty pour les déformations de p aux O-algebres locales noethériennes completes de
corps résiduel F.

6. LE THEOREME 2 DANS LE CAS MINIMAL

6.1. Etude locale de certaines déformations
Soient F un corps fini de caractéristique ¢ et ¢ un nombre premier congru a
1mod £ . Soient A un anneau local noethérien complet, de corps résiduel F et p une
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représentation continue du groupe de décomposition D, dans un A-module libre M

de rang n.

LEMME.— §i la représentation résiduelle p de p est non ramifiée et que po(Frobg)
est diagonalisable, a valeurs propres simples, il existe une base de M sur A dans
laguelle p se diagonalise. Dans cette base, pp, s8’écrit diag(xi,...,xn) ot les
Xi : Ig = AX sont d’ordre une puissance de ¢ qui divise q—1.

D’apres le lemme de Hensel, il existe une base de M sur A dans laquelle p(Frob,)
opére par une matrice diagonale diag(\A;,...,A,). Soit z € I,;. La matrice de p(z)
dans la base précédente est de la forme I, +(ai;), avec les a;; dans l'idéal maximal m

de A. Comme p est non ramifiée et q # ¢, p est modérément ramifiée ; par suite

(1) p(Frob,)p()p(Frob,) ™" = p(a?) = p(x)".

Soit a l'idéal de A engendré par les a;; pour i # j. On déduit de (1) que, pour
i# j,ona AiaijAj_l = @ai; = a;; mod ma et par suite a;; € ma. Mais alors on
a a=ma, dot a =0 (lemme de Nakayama). Cela prouve que p(z), et par suite
tout élément de p(D,), opere diagonalement dans la base considérée. La relation (1)
s’écrit alors p(x) = p(z)?, de sorte que les caractéres x; sont d’ordre fini divisant

¢ —1 ; comme ils sont congrus & 1 modulo m, leurs ordres sont des puissances de £.

Remarque. — Soit A4 le plus grand quotient de (Z/qZ)* d’ordre une puissance
de £. Par I'application composée I, — Gq — Gal(Q(ue)/Q) — (Z/qZ)* — A,,
il s’identifie & un quotient de I,. La derniére assertion du lemme signifie que les
caracteres x; se factorisent par A, . A chaque valeur propre de p(Frob,) est canoni-

quement associé I'un des caractéres x;, et donc un homomorphisme de A, dans AX.

6.2. Construction d’ensembles auxiliaires de nombres premiers
Soient F un corps fini de caractéristique £ et pp une représentation continue
de Gq, de degré 2 sur F, de déterminant x,, dont la restriction 3 Gq( Vi) ol

£* = (—1)(¢=1/2¢ est absolument irréductible (cette derniére condition est automa-
tiquement satisfaite lorsque £ > 5 et que py est semi-stable et irréductible ; cf. n°1,
remarque 1).

Notons V I'espace de la représentation pg, et sl(V) Despace vectoriel des en-
domorphismes de V de trace nulle, muni de ’action adjointe de Gq (cf. App. II,
n°2, remarque 2). On définit un isomorphisme canonique du Gq-module sl(V)(1) =
sl(V) ® e (ot jue désigne le groupe des racines f-iemes de 1'unité de Q) sur le
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Gq-module s[(V)* = Homz(V, Q") (cf. App. IV) en associant 3 z ® ¢ I’homomor-
phisme y — ¢*(*¥), od ¢ = Trp/f, o Tr.
Fixons un entier n > 1.

PROPOSITION 7.— Soit 0 — a; un 1-cocycle continu de Gq dans sl(V)(1), non
cohomologue d 0. Il existe g € Gq tel que :

a) les racines £ -iémes de l'unité de Q soient fizées par g ;

b) po(g) ait deuz valeurs propres distinctes dans F ;

c) on ait agm # 0, en notant m ’ordre de po(g) .

C’est un exercice de théorie des groupes qui utilise la classification des images
possibles de Gq dans PGL(V) et que nous ne reproduirons pas ici.

Notons Qy l'ensemble des nombres premiers ¢ =1 mod £™ tels que Po soit non
ramifiée en g et que po(Frob,) ait deux valeurs propres distinctes dans F.

COROLLAIRE 1.— Il eziste une infinité de nombres premiers q € Q, tels que la
restriction au groupe de décomposition Dy du cocyle o — a, ne soit pas cohomo-
logue a 0.

Cela résulte de la prop. 1, d’apres le théoreme de densité de Cebotarev.

Remarque. — Si q € Qn, les espaces vectoriels Hy,, (Dg,sl(V)) et HL, (Dg,sl(V)(1))
(cf. App. IV) sont de dimension 1 sur F. Ils sont en effet isomorphes (D, opére
trivialement sur p, puisque ¢ = 1 mod £ ) et leur dimension est égale & celle de
HO(D,, sI(V)) puisque q est premier a l'ordre de sI(V) (loc. cit.). Mais H° (Dg,sl(V))
se compose des endomorphismes de V de trace nulle qui commutent & po(Frob,) ;
il est de dimension 1 puisque les deux valeurs propres de po(Frob,) dans F sont
distinctes.

COROLLAIRE 2.— Soit H un sous-espace vectoriel de H'(Gq,sl(V)(1)) de dimen-
sion finie d. Il existe un sous-ensemble Q de Q,, de cardinal d, tel que l'application
H— [I,eqHrs (Dg,sl(V)(1)) déduite des applications de restriction soit bijective.

Notons S I'ensemble des nombres premiers ¢ tels que I'image de H dans
H'(Dg,sl(V)(1)) ne soit pas contenue dans H}, (Dy,sl(V)(1)) ; il est fini (App. IV).
Posons Q), = Q. — S. L’application H — quQ' HL. (Dq,sl(V)(l)) déduite des ap-
plications de restriction est injective (cor.1) et HL, (Dg,s[(V)(1)) est de dimension 1
pour tout g € Q;, (remarque). Il existe donc un sous-ensemble Q de Q/,, de cardinal
d, tel que I'application H — [ q H., (Dg,sl(V)(1)) soit bijective.
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COROLLAIRE 3.— Supposons que po soit semi-stable (cf. n°1). Soit d la dimension
de H} (Gq,sl(V)) (cf. n°2, remarque 3) sur F. Il eziste un sous-ensemble Q de Qn,
de cardinal d, tel que application canonique Hy (Gq,sl(V)) — HY(Gq,sl(V)) soit
bijective.

Le groupe H} (Gq,sl(V)) est le groupe de Selmer associé a une famille £ = (Ly)
de sous-groupes des groupes de cohomologie locaux, avec L, = HL, (Dp, s((V)) pour
p # £ (loc. cit.). Le groupe HY(Gq,sl(V)) est le groupe de Selmer associé a la
famille L’ = (L;), ou L, = L, pour p ¢ Q et L}, = Hl(Dp,sl(V)) pour p € Q
(loc. cit.). Identifions sl(V)* & sl(V)(1), notons H le sous-groupe de Selmer de
H'(Gq,sl(V)(1)) associé a la famille L1 (cf. App. IV) et d’ sa dimension. Il existe
un sous-ensemble Q de Q,, de cardinal d', satisfaisant les conditions du cor. 2
pour H. Dans la suite exacte de la remarque de I’App. IV, appliquée au Gq-module
sl(V), l'application + est duale de l’application H — [] 1€Q Hl, (Dq,sl(V)(l)) , donc
est injective ; par suite 'application canonique H} (Gq,sl(V)) — HY, (Gq,sl(V)) est
bijective.

Il reste a prouver que I'on a d = d'. Or la formule (1) de I’App. IV s’écrit
d—d' = do—dy—di+dy, avec do = dim H°(Gq,sl(V)), dj = dim H°(Gq,sl(V)(1)),
dy = dim H(Doo, 5I(V)) et d¢ = dim L¢—dim H% (D, s/(V)) . Ona do =0 car po est
absolument irréductible, dj = 0 car la restriction de po & Gq(vz) est absolument
irréductible, et d; =1 car 1 est valeur propre simple de la conjugaison complexe
opérant dans sl(V). Le calcul de dg, plus compliqué, utilise la théorie de Fontaine-
Lafaille qui établit une équivalence entre la catégorie des schémas en groupes fini et
plat sur Z, et une catégorie “concréte”, relevant de l’algél')re linéaire. On trouve que
de est égal 3 1. On a donc bien d =d’'.

6.3. Fin de la démonstration du théoréme 2 dans le cas minimal

Soient F un corps fini de caractéristique £ et py une représentation continue
de Gq de degré 2 sur F, satisfaisant les hypothéses du th.2. On se propose de
démontrer ce théoréme lorsque ¥ est I’ensemble vide. Quitte & étendre les scalaires
(n®5, remarque), on peut supposer que les valeurs propres des éléments de po(GQ)
appartiennent & F. Posons alors d = dimHL(Gq,sl(V)). Soit n un entier > 1.
Choisissons un ensemble Q de nombres premiers, de cardinal d, satisfaisant les
conditions du cor. 3 de la prop. 7 et, pour chaque g € Q, choisissons une des deux
valeurs propres de po(Frob,), ce qui définit (cf. 6.1, remarque), un homomorphisme
de Aq = quQ A, dans I'anneau Ré de déformation universel de po de type Q.
Cela munit Rq, et par suite son quotient Tq, de structures de W(F)[Aq] -algebres.
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Notons aq l'idéal d’augmentation de W(F)[Aq]. Pour qu’une déformation de type
Q de po a un anneau local noethérien complet A soit non ramifiée en les q € Q, il
faut et il suffit, par construction, que le noyau de ’homomorphisme associé Rq — A
contienne aqRq. L’homomorphisme canonique Rq — Ry définit donc par passage
au quotient un isomorphisme de Rq/aqRq sur Rg.

Nous utiliserons le résultat suivant (th. 3.13 de [2]), voisin du th. 2 de [15].

PROPOSITION 8.— Tq est un W(F)[Aq] -module libre et I’homomorphisme cano-

nigue Tq — Ty définit par passage au quotient un isomorphisme de Tq/aqQTq
sur Ty .

Définissons alors un homomorphisme u de ’anneau A = W(F)[[S,...,S4]] dans
W(F)[Aq] en ordonnant les éléments q;,...,q4 de Q et en envoyant 1+ S; sur un
générateur du groupe A, . Son noyau b est engendré par les (1 + Si)ln(i) -1, ou
™) est I'ordre de Ay, . Il est contenu dans 'idéal m%(S1,...,Sq) de A. Il résulte
des propriétés décrites ci-dessus que le diagramme

™Q
Rq — Tq
L]
Rg —_— Tg

est une b-structure pour 7y, au sens de I’App. III, n®2. Il existe a fortiori une
m7%(Sy,. .., Sq)-structure pour 7. Comme ceci est le cas pour tout n > 1, I’appli-
cation 7y est bijective et Ty est un anneau d’intersection complete (loc. cit.).

7. LE THEOREME 2 DANS LE CAS GENERAL

Les hypotheses et notations sont celles du th. 2. Choisissons un homomorphisme
d’anneaux de Ty dans lanneau des entiers O d’'une extension finie de Z,. Cela
munit la O-algebre Ty o d’une augmentation € : Tg o — O. Par composition avec
la surjection canonique Ty 0 — Tz 0,0nen déduit une augmentation ex : Tx,0 — O
pour tout ensemble fini ¥ de nombres premiers. Notons tyz son noyau et ty I'image
réciproque de ty par la surjection canonique Ry o — Tx 0. La O-algébre Ry o est
locale, noethérienne et complete, et la O-algebre Ty o est libre de rang fini sur O
et réduite. Notons ay, la longueur du O-module ts/t% et by celle du O-module
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Ts,0/(tz + Anntg) (ou I'annulateur de ts; est pris dans Tg o). Compte tenu de
I’App. III, n°3, prop. 2 et cor., et de la remarque du n°5, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) 7y : Ry — Ty est une bijection et Ts: est un anneau d’intersection complete.

b) 75,0 : Ry,0 — Tx,0 est une bijection et Tsx,0 est un anneau d’intersection

compleéte.
¢)Ona ag < by.
d) On a ay =byx.

Elles sont satisfaites pour £ = @ (n°6). On les démontre pour tout ¥ C T,
par récurrence sur le cardinal de £. Pour cela, il suffit de prouver que, si ¥ est un
sous-ensemble fini de £; et p un élément de ¥, — ¥, il existe un nombre cp tel que
'on ait, en posant ¥’ =¥ U p,

(*) ay <as+c¢p by > by + cp.

En fait, on peut prendre pour ¢, la longueur de O/ex(7,), ou vYp est un élément
convenable de Ty (par exemple v, = (p— 1)(T2 — (p+1)?) si p # £).

Les premiéres des inégalités (*) sont démontrées dans [2’] en donnant des groupes
ts/t% une interprétation cohomologique analogue a.celle donnée dans ’App. II, n°2,
remarque 2. Les secondes font 'objet de la prop. 3.16 de [2’] (énoncée sous des
hypotheses plus restrictives que dans [2]). Des énoncés voisins, dans un cadre plus
général, sont démontrés dans le chapitre 2 de [16].

Appendice I. REPRESENTATIONS D'UN GROUPE SUR UN ANNEAU LOCAL
(d’apres Carayol [1])

Soient A un anneau local commutatif, ¥ son corps résiduel, G un groupe et
p une représentation de G de degré n sur A (i.e. dans un A-module libre M,
de rang n). La trace de p est I'application g — Trp(g) de G dans A. Pour toute
A -algébre A’, on note pa’y lareprésentation déduite de p par extension des scalaires
de A & A’. On appelle représentation résiduelle de p la représentation P(k) -

PROPOSITION 1.— Supposons la représentation résiduelle de p absolument irré-
ductible.

a) Le commutant de p est réduit auz homothéties.

b) Toute représentation de G de degré n sur A, de méme trace que p, est
wsomorphe a p.
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Soit u : A[G] — Enda(M,) Dapplication A -linéaire qui prolonge p. Comme
la représentation P(k) est absolument irréductible, ’application U(k) est surjective

(théoréme de Jacobson). L’application u est donc surjective (lemme de Nakayama),
d’ou a). Pour I'assertion b), voir [1], th. 1.

COROLLAIRE.— Soient u un homomorphisme local de A dans un anneau local
commutatif A’ et p’ une représentation de G de degré n sur A’. Pour que o soit
isomorphe & p(ary, il faut et il suffit que l'on ait Trp' = uo Trp.

PROPOSITION 2.— Supposons l’anneau local A hensélien. Soient A’ un anneau
commutatif contenant A et p' une représentation de degré n de G sur A’ telle
que :

a) la trace de p’' prenne ses valeurs dans A ;

b) la réduction modulo ma de Trp' soit la trace d’une représentation absolument
wrréductible po de degré n de G sur k.

Il existe alors une représentation p de G de degré n sur A de méme trace que
p' . Sa représentation résiduelle est isomorphe d pq .

C’est une variante du th. 2 de [1]. Considérons les applications A -linéaires
u : A[G] — Enda/(My) et wuo : A[G] — Endg(M,,) prolongeant p’ et po. La
secande est surjective (théoreme de Jacobson). Il existe donc un sous-ensemble S
de G, de cardinal n?, que po applique sur une base de Endi(M,,). La matrice
(Tx p'(st))(s,tyesxs de M,2(A) est inversible car sa réduction modulo mp D’est. Par
suite, (p’(s))s‘ES est une base de Enda/(M,/) sur A’. Soit B I'image de u ; c’est
une A-algebre. On a Tr(p'(gt)) € A pour g € G, t € S, d’ou, par les formules de
Cramer, p'(g) € 3 ,c5Ap'(s) pour g € G. Il en résulte que (p’(s))ses est une base
('ie B sur A.

Soit z € Keru. Pour t € S, ona Tr(u(z)p'(t)) =0,d’ou Tr (uo(z)po(t)) = 0 par
réduction modulo my ; on a par suite ug(z) = 0. Il existe donc un homomorphisme
de A-algebres B — Endig(M,,) qui applique p/(s) sur po(s) pour tout s € S ; on
en déduit que la k-algébre B ®4 k est isomorphe & Endx(M,,). Comme I’anneau
A est hensélien, B est, d’aprés un théoréme d’Azumaya, isomorphe a 1’algebre des
endomorphismes d’'un A -module libre M de rang n. Identifions B 3 une telle algébre.
L’application p: g — p’(g9) de G dans B est alors une représentation linéaire de G
dans M. Par dualité de Morita, on sait que le B®4 A’-module M, est isomorphe a
M ®a N, ou N est un A’-module. Puisque M et M, sont libres de rang n sur A
et A’ respectivement, le A’-module N est projectif de rang 1. Il en résulte que I’on

a Trp(g) = Trp’(g) pour tout g € G. La derniére assertion de la prop. 2 résulte du
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cor. de la prop. 1.

Remargue. — On prendra garde que p' n’est pas nécessairement isomorphe & p(ar) . Il
résulte de la démonstration qu’elle est isomorphe & p®a In, ol N est un A’-module
projectif de rang 1 ; elle est donc isomorphe & p(5/) lorsque I'anneau A’ est local (ou

méme semi-local).

Appendice II.. DEFORMATIONS DE REPRESENTATIONS GALOISIENNES

1. Le critére de représentabilité de Schlessinger

Soit k un corps fini de caractéristique p. Notons Ay la catégorie dont les
objets sont les anneaux locaux noethériens complets (commutatifs) de corps résiduel
k et dont les morphismes sont les homomorphismes d’anneaux induisant ’identité
par passage aux corps résiduels. Tout objet de Ay est canoniquement muni d’une
structure d’algebre sur I’anneau des entiers de Witt W (k).

Soit F un foncteur covariant de la catégorie Aj dans celle des ensembles. On
dit que F est représenté par un couple (R,7), ou R est un objet de Ax et r un
élément de F(R) si, pour tout objet A de Ay et tout a € F(A), il existe un unique
morphisme u : R — A tel que F(u) applique r sur a. On dit que F est repré-
sentable s’il existe un couple (R,r) qui le représente; ce couple est alors unique &
isomorphisme unique pres. Le critére de représentabilité suivant est un cas particulier
d’un théoreme de Schlessinger ([11]).

PROPOSITION 1.— Pour que F soit représentable, il faut et il suffit qu’il posséde
les propriétés suivantes :

a) L’ensemble F(k) est réduit a un élément.

b) Si A, B, C sont des anneauz artiniens de corps résiduel k, u:A—>C
un morphisme et v : B — C un morphisme surjectif, l’application canonique de
F(A xcB) dans F(A) xg(c)F(B) est bijective. (Noter que sous les hypotheses faites,
le produit fibré A xc B est un anneau local artinien de corps résiduel k J)

c) Soit A un objet de Ay ; l'application canonique F(A) — lim F(A/m7%) est bi-
jective.

d) L’ensemble F(k[e]), ot k[e] est l’algébre des nombres duauz sur k , est fini.

Remarques. — Supposons que F soit représenté par un couple (R,r). Alors :
1) L’ensemble F(k[e]) s’identifie au dual du k-espace vectoriel mg/ (m% + pR).
2) Soient F' un sous-foncteur représentable de F et (R’,r’) un couple qui le

représente. L’homomorphisme u : R — R’ tel que F(u)(r) = ' est surjectif. En

349



J. OESTERLE

effet, d’aprés 1), I'application mp/(m% + pR) — mg// (m%, + pR’) déduite de u est
surjective, et donc aussi I’application mg / mZR — mp// m%{, ; comme les, anneaux locaux
R et R’ sont noethériens et complets et ont méme corps résiduel, Papplication u est
surjective.

3) Si pour tout anneau artinien A de corps résiduel k et tout idéal a de carré
nul de A, lapplication canonique F(A) — F(A/a) est surjective, R est isomorphe
a une algeébre de séries formelles en un nombre fini d’indéterminées & coefficients
dans W(k).

4) Soit k' une extension de degré fini de k. Si A est un objet de Ay, notons
A, l'anneau formé des a € A qui se réduisent modulo ms en un élément de k.
C’est un objet de A . Le foncteur ¥ : A — F(A,) de la catégorie Ai dans celle des
ensembles est représenté par (R®w k) W(k'), F(u)(r)),ott u: R — (R®w(k)W(k’))*
est le morphisme canonique.

2. Déformations universelles de représentations galoisiennes

Soient k un corps fini de caractéristique p, m un entier > 1 et p, une
représentation continue de Gq de degré n sur k. Soit A un anneau local noethérien
complet de corps résiduel k. Appelons déformation de po & A une représentation
continue p de Gq dans un A-module M, libre de rang n, dont la représentation
résiduelle p = p ® 1; est isomorphe & pg .

PROPOSITION 2 (Mazur [9] et Ramakrishna [10]).— Supposons po absolument
irréductible. Soit C une catégorie de Gq -modules finis, stable par produits finis, sous-
objets et quotients, et dont Z /pZ , muni de l’action triviale de Gq, est un objet. Soit S
un ensemble fini de nombres premiers contenant ceuz en lesquels po est ramifiée. Pour
tout anneau local noethérien complet A de corps résiduel k, notons F(A) ’ensemble
des classes d’isomorphisme de déformations p de po & A, non ramifiées en dehors
de S et telles que, pour tout idéal a d’indice fini de A, le Gq -module M,/aM, soit
un objet de C. Le foncteur F ainsi défini, de la catégorie Ay (cf. n°1) dans celle
des ensembles, est représentable.

Il suffit de vérifier que les conditions a), b), ¢), d) du critére de Schlessinger sont
satisfaites. Pour a) et c), c’est facile. Pour b), cela résulte de ce que le commutant de
toute déformation de po est réduit aux homothéties (App. I, prop. 1). Enfin d) résulte
de ce que Q ne posséde dans Q qu’un nombre fini d’extensions de degré donné non
ramifiées en dehors de S.

Remarques. — 1) Soit x : Gq — W(k)* un relévement de detpy & I’anneau des

vecteurs de Witt de k. La prop. 1 reste valable si I’'on se restreint aux déformations
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de po de déterminant x.

2) Soit V I’espace de la représentation po . Notons gl(V) le k-espace vectoriel des
endomorphismes de V, sur lequel Gq opere par la représentation adjointe (g, M) +—
po(9)Mpo(g™"). Il existe une bijection canonique ¢ de H!(Gq,gl(V)) sur 'ensem-
ble des classes d’isomorphisme de déformations de po a la k-algebre des nombres
duaux k[e] : A la classe de cohomologie d’un 1-cocycle a : Gq — gl(V) correspond
la classe d’isomorphisme de la déformation obtenue en faisant opérer Gq sur V®ik[e]
par 0 —(1+a(o) ®e)o(po(o) ®1).

Sous les hypothéses de la prop. 2, notons Hle(Gq,g[(V)) I'image réciproque
de F(k[e]) par ¢. Cest un sous-k-espace vectoriel de H!'(Gq,gl(V)). Si (R,7)
représente le foncteur ¥, la bijection de H{(Gq,gl(V)) sur le dual du k-espace
vectoriel mg/m% + pR, déduite de ¢ modulo I'identification de la remarque 1 du
n°1, est k-linéaire. Par suite, R est isomorphe & un quotient de W(k)[[Xy,...,Xy,]],
ou n = dimx Hy(Gq, gl(V)) .

Tout ce qui précede reste valable lorsqu’on se restreint aux déformations de déter-
minant fixé (cf. remarque 1), & condition de remplacer gl(V) par I'espace vectoriel

sl(V) des endomorphismes de V de trace nulle.

Appendice III. ANNEAUX D’INTERSECTION COMPLETE

1. Définition

Un anneau local noethérien complet (commutatif) A est isomorphe au quotient
d’un anneau local noethérien régulier et complet A par un idéal a. On dit que
A est un anneau d’intersection compléte si a est engendré par une suite réguliere
d’éléments de A, i.e. une suite finie (ai,...,an) telle que ’homothétie de rapport
a; dans A/(a1A + ...+ a;—1A) soit injective pour 1 < 5 < n ; cette définition ne
dépend pas du couple (A,a) choisi ([8], th. 21.2).

2. Premier critére d’isomorphisme

Soient O un anneau de valuation discréte complet & corps résiduel fini et
m : R — T un homomorphisme de Q-algébres. Soit r un entier > 0. Posons
A = 0O[[Sy,...,S;]]. Considérons R et T comme des A-algebres en faisant opérer
les S; par 0. Soit a un idéal de A contenu dans Y AS;. Appellons a-structure
pour 7 la donnée de deux A-algébres R’ et T’ et d’un diagramme commutatif
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d’homomorphismes surjectifs de A -algebres

’

R = T
e
R T

T
—

satisfaisant les conditions suivantes :
a) en tant que O-algebre, R’ est isomorphe & un quotient de O[[Xy,...,X,]] ;
b) pour tout idéal b de A contenant a, T’/bT’ est une A/b-algebre fidele;
c) le noyau de a est ) S;R’ et celui de B est > S, T'.

Notons que lorsqu’une telle structure existe, R et T sont des anneaux locaux,
noethériens et complets.

PROPOSITION 1.— Supposons que T soit libre de rang fini sur O. Soit (ap)n>o0
une suite décroissante d’idéaur de A, d’intersection nulle. S’il existe pour tout n >0
une a, -structure pour w, T est un anneau d’intersection compléte et m est bijectif.

Pour la démonstration, on pourra consulter [2’] (th. 3.20 prouvé en 5.10).

3. Deuxiéme critére d’isomorphisme

Soient O un anneau de valuation discréte complet et T une Q-algebre locale,
libre de rang fini sur O, munie d’une augmentation, i.e. d'un homomorphisme de
O-algebres € : T — O. Posons t = Kere et supposons que t/t? soit de longueur finie
sur O (ce qui signifie que V(t) est une composante irréductible de multiplicité 1 de
Spec T) ; cette condition est satisfaite par exemple lorsque 'anneau T est réduit.

PROPOSITION 2.— La longueur sur O de T/(t+ Anntt) est inférieure da celle de

t/t2, et l'on a égalité si et seulement si T est un anneau d’intersection compléte.
Wiles démontre cette proposition dans [16] en supposant que I'anneau T est de

Gorenstein. Cette hypothese est superflue, comme le remarque Lenstra ([7], formule

(6) et cor. 10), auquel nous renvoyons pour la démonstration.

COROLLAIRE.— Soit R une O -algébre locale noethérienne et compléte et soit
7 :R — T un homomorphisme surjectif de O -algébres. Posons v = 7~ 1(t). Si la
longueur sur O de t/t? est inférieure a celle de T/(t+ Anntt), 7 est bijectif et T
est un anneau d’intersection compléte.
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L’application u : t/tv? — t/t? déduite de 7 est surjective. La longueur de
t/t> est donc inférieure a celle de t/t?. D’apres la prop. 2, ces longueurs sont
égales, i.e. u est bijective, et 'anneau T est d’intersection complete. Choisissons des
relevements ry,...,7, dans v de générateurs du O-module t/r?. L’homomorphisme
de O-algebres 9 : O[[Xy,...,X,]] = R qui applique X; sur r; est surjectif. Comme
T est un anneau d’intersection compléte de dimension 1, Ker(n o 9) est engendré
par une suite réguliere (fy,..., fn) d’éléments de O[[Xy,...,X,]]. Ces éléments sont

sans terme constant. Soient fi(l) = Y ai;X; leurs composantes homogenes de degré

1. Le O-module t/t? s'identifie & > 0X;/ 30 fi(l) ; comme il est de longueur finie,
on a det(ai;) # 0. On a (3 aqyr;) € 2, d'ou 3 ayr; € v? puisque I’application
u est injective. Il existe donc des éléments g; € O[[Xy,...,X,]], sans terme constant
et de mémes composantes homogenes de degré 1 que les f;, tels que v¥(g;) = 0.
Ils appartiennent au noyau de m o 9, donc s’écrivent Y h; fi, avec les hy dans
O[[X1,...,Xxn]]. En comparant les composantes homogénes de degré 1, on cons-
tate que I'on a a;; = Y hiy(0)a;; quels que soient i et j. Cela implique, puisque
det(ai;) # 0, que (h;;(0)) est la matrice unité et par suite que la matrice (hsj) est
inversible. Ainsi les f; appartiennent au noyau de v, d’ot Ker(mwo ) = Ker ; cela

prouve que ’homomorphisme 7 est injectif.

Appendice IV. GROUPES DE SELMER

Soient K un corps de nombres, K une cloture algébrique de K, et M un groupe
abélien fini sur lequel G = Gal(K/K) opére continiiment. Notons M* le G-module
Hom(M,K™).

Choisissons au-dessus de chaque place v de K une place de K, et notons D,, son
groupe de décomposition. Le groupe (de cohomologie continue) H!(D,,M) est fini.
On obtient, en composant le cup-produit et le plongement canonique de HZ(Dv,KX)
dans Q/Z, une forme Z-bilinéaire inversible (dualité de Tate locale)

H'(D,,M) x H'(D,,M*) - Q/Z.

Si v est une place finie de K, on note I, le sous-groupe d’inertie de D, et
H;,.(Dy, M) le noyau de I'application de restriction H!(D,,M) — H!(I,, M) ; I'ordre
de H},.(D,,M) est égal a celui de H’(D,,M). Lorsque la caractéristique résiduelle
de v ne divise pas 'ordre de M, 'orthogonal (pour la dualité de Tate locale) de
H},.(Dy,M) est HL (D,,M*).
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Les images z, d’un élément z € H!(G,M) par les applications de restriction
H'(G,M) — H}(D,,M) appartiennent 3 HL,.(D,,M) pour presque toute place finie
v de K. (Pour tout cela, voir [12], ch. II, §6.)

Supposons donné, pour chaque place v de K, un sous-groupe L, de H!(D,, M),
égal pour presque toute place finie v & H} (D,,M). L’ensemble des éléments = €
H!(G,M) tels que z, € L, pour tout v s’appelle le groupe de Selmer associé
d la famille L = (L,) ; notons-le HL(G,M). Soit L1 la famille (L}), ot L}
est l'orthogonal de L, dans H'(D,,M*). Les groupes de Selmer H}(G,M) et
H} . (G,M*) sont finis et leurs ordres sont liés par relation

HL(G,M)| _ [HY(G,M) |L,,|
M L, (@M ~ B9(G. ] L oo

Cette formule se déduit des théoremes de Poitou-Tate : on pourra consulter [2], th. 2.14

ou est traité le cas K = Q, qui nous suffira; le cas général est similaire.

Remarque. — Soit L' = (L.)) une autre famille de sous-groupes des H!(D,, M), telle
que L, soit contenu dans L! pour tout v et égal & L pour presque tout v. On
déduit de la suite exacte de Poitou-Tate une suite exacte

a B )
0 — HA(G, M) — Hk (G, M) — [[ L} /L, > HE. (G, M*)¥ — HL, L (G,M*)Y =0

ol « est I'injection canonique, 3 se déduit des applications de restriction, XV désigne
pour tout groupe fini X le groupe Hom(X, Q/Z) et 6, v se déduisent des applications
analogues & a et 3 par dualité. Cette suite exacte montre que la validité de la formule
(1) ne dépend pas du choix de L.
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