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Séminaire BOURBAKI Mars 1995
47éme année, 1994-95, n°® 796

LE PROBLEME DE CAUCHY POUR DES EDP SEMI-LINEAIRES
PERIODIQUES EN VARIABLES D’ESPACE
[d’aprés Bourgain)]

par Jean GINIBRE

1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de donner un apercu d’une série de travaux récents de
Bourgain [B 1-8] sur le probléme de Cauchy pour un certain nombre d’équations
d’évolution classiques lorsque la variable d’espace varie dans le tore T". Ces
équations sont des EDP semi-linéaires dispersives pour des fonctions définies dans
I'espace temps R™ x R ou T™ x R (n est la dimension d’espace). On s’intéresse

principalement aux équations suivantes :

e L’équation de Schrodinger non-linéaire (SNL)
(1.1) i10iu=—Au+ f(u),

ol u est une fonction complexe définie dans R™ X R ou T" x R, et f(u) est un terme

d’interaction non-linéaire, typiquement :
(1.2) flu) = XufPtu (AeR,p>1).
e L’équation de Korteweg-de Vries (KdV)
(1.3) Ou+03u=ud,u
et, plus généralement, I’équation de Korteweg-de Vries généralisée (KdVG)
(1.4) Oru+ 83u =0, f(u)

ol u est une fonction réelle définie dans R x RouT xR, et f: R — R.

e L’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP)
(1.5) 8tu+82u+58§v=u6$u avec u = O, v,
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J. GINIBRE

ou u est une fonction réelle définie dans R? x R ou T2 x R et € = +1 (équation dite
KP II) ou € = —1 (équation dite KP I).

Le probléme de Cauchy pour ces équations (au moins pour SNL et KdVG)
est assez bien compris dans R™ (voir [C], [KPV2] et leur bibliographie). On peut
I'étudier de la fagon suivante. L’équation est du type :

(1.6) Oru = Lu+ fo(u),

ol L est un opérateur linéaire anti-autoadjoint dans un espace de Hilbert H, typi-
quement L? ou un espace de Sobolev H®, et engendre un groupe unitaire a un
parametre U(t) = exp(tL) dans H. Le probleme de Cauchy pour I’équation (1.6)
avec donnée initiale u(t = 0) = ¢ € H est alors équivalent & I’équation intégrale :

w(t) = Ult)p + /0 d' Ut~ ) fo(u(t'))

=U(t)p + (U *r fo)(t) = (Au)(t)

(1.7)

ol la notation *g désigne la convolution retardée en temps (retardée référant au fait
que t' < t dans l'intégrale). On résoud cette équation en deux étapes qui sont les
suivantes, dans les cas favorables :

1) On résoud d’abord le probleme de Cauchy local, i.e. on résoud (1.7) dans
un intervalle de temps [—T,T] pour T assez petit, par une méthode de contraction
consistant & montrer que I'opérateur A défini dans (1.7) est une contraction dans un
espace de Banach X convenable de fonctions de (z,t) pour ¢ € H et T assez petit.
La méthode donne en méme temps l’existence et I'unicité de la solution dans X et
la continuité de 'application ¢ — u de ‘H dans X. Si cette situation est réalisée, on
dira que le probléme de Cauchy pour (1.6) avec donnée initiale dans H est localement
bien posé dans X.

2) On étend ensuite les solutions & tout temps ¢t € R en itérant la premiere
étape. Cette extension requiert un contréle a priori de la norme de u(t) dans H,
qui est fourni par les lois de conservation associées a 1’équation. Par exemple pour
toutes les équations ci-dessus, la norme de u(t) dans L? est constante et il existe
une autre loi de conservation, celle de I’énergie qui, dans les cas favorables, contréle
la norme de u(t) dans H'. Si les étapes (1) et (2) sont réalisées, on dira que le

probléme de Cauchy est globalement bien posé (dans les espaces adéquats).

Un élément essentiel du succes de la premiere étape dans le cas de R™ est

Pexistence de propriétés dispersives de 1’équation linéaire sous-jacente : les solutions
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(796) PROBLEME DE CAUCHY

de celle-ci s’étalent dans ’espace au cours du temps, par exemple |U(t) |, — 0
quand t — oo pour r > 2, tandis que |U(¢) ¢||2 est constante. La preuve de la

propriété de contraction utilise alors deux types d’estimations :

1) des estimations linéaires assurant que ’application ¢ — U(-) ¢ est bornée de
H dans X et que application f — U xgr f est bornée de X’ dans X, ou X’ est
un espace auxiliaire. Ces estimations sont souvent appelées inégalités de Strichartz
généralisées [S] ;

2) des estimations non-linéaires assurant que ’application u — fo(u) est bornée
et lipschitzienne de X dans X’. Ces estimations sont souvent des combinaisons
d’inégalités de Sobolev et de variantes de la formule de Leibnitz avec des dérivées

éventuellement fractionnaires.

On donnera dans la Section 2 ’exemple le plus simple de I’équation SNL dans
R"™ comme illustration du schéma précédent.

Dans le cas de T", les propriétés dispersives n’existent pas car U(t) ¢ ne peut
pas tendre vers zéro dans L™ quand t — oo. Par exemple pour les équations SNL
et KdVG, avec ¢ 2m-périodique en z, U(-) ¢ est également 2m-périodique en t. Le
probléme est alors beaucoup plus difficile. Un élément essentiel de la méthode de
Bourgain est de réorganiser les estimations au moyen d’un choix approprié d’espaces
fonctionnels de fagon & trivialiser les estimations linéaires et & concentrer toute la
difficulté sur les estimations non-linéaires. Celles ainsi requises peuvent alors étre
effectivement obtenues dans le cas de T”. La méthode n’est cependant pas restreinte
dans son principe au cas de T™ et elle s’applique aussi aux problémes dans R", ol
elle a des retombées intéressantes. Le cas le plus spectaculaire est celui de ’équation
KdV ou elle a permis d’améliorer les résultats précédemment connus et de résoudre
le probleme de Cauchy dans H*® pour des valeurs négatives de s, s > —;i— [KPV3,4].
Par ailleurs, la méthode ne fait pas perdre le bénéfice des inégalités de Strichartz
lorsqu’elles existent, et il est facile de les y injecter. On exposera dans la Section 3
les idées générales de la méthode.

Dans le cas de T™, pour les équations de Schrédinger et d’Airy qui sont les
parties linéaires de SNL et KdVG, Bourgain a obtenu un certain nombre d’inégalités
de Strichartz qui sont des versions affaiblies de celles connues dans R™. On passera
en revue ces inégalités dans la Section 4. On décrira ensuite I’application de la
méthode & 1’équation SNL dans la Section 5 et & 1’équation KAV dans la Section
6. Dans ce dernier cas, on considérera en paralléle le cas de R et le cas de T.
On mentionnera ensuite brievement quelques résultats sur I’équation KdVG et sur
I’équation KP II. On se borne 4 citer, faute de place, le traitement par une méthode
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voisine d’une équation des ondes semi-linéaire avec non-linéarité quadratique dans
les dérivées premieres [KM].

On note (z,t) les variables d’espace temps, (£,7) les variables conjuguées de
Fourier, parfois m = ¢ dans le cas périodique, F la transformation de Fourier,
4 = Fu, F, et F; les transformations de Fourier partielles en z et ¢. Les notations
d’espaces fonctionnels, en particulier LP et H *, sont standard. En cas d’ambiguité,
on indiquera le nom de la variable en indice ou son domaine entre parenthéses. Par
exemple, L" = L7 = L"(T") ou L"(R") suivant le contexte. De méme, L{(R, L")
désigne I'espace L7 de la variable ¢ & valeurs dans L” de la variable z. On note x(P)
la fonction caractéristique de ’ensemble ou la propriété P est vraie, (A) =1+ ||
ou v/1+ X2 indifféremment. Enfin, f (N) < N¢ signifie Ve > 0, 3C: tel que f(N) <
Cc N&,

2. LE PROBLEME DE CAUCHY POUR L’EQUATION SNL DANS R"

On suit le schéma précédent. Les inégalités de Strichartz généralisées sont les
suivantes [Y] (voir aussi [C] [K] [GV]). On dira qu'un couple d’exposants (q,7) est
admissible si 0 < 2 = 2 — 2.<1(< % pour n = 1). On note 7 I'exposant Hélder

q
conjugué de r : % + % =1.

PROPOSITION 2.1.— Les inégalités suivantes sont satisfaites :
(2.1) IUC)w; LER, L) < Cr |lull2,

pour tout u € L2 et tout (q,r) admissible.

(2.2) U *r f5 L (L, L) < Cry Cry [1f 5 LI, L),

pour tout intervalle I C R, toute f dans l’espace adéquat (prolongée par zéro hors
de I) et tous (g;,r;) admissibles (i = 1,2).

La résolution locale dans l'intervalle I = [T, T] avec donnée initiale ¢ € H*,

s 2 0, s’effectue selon le schéma précédent dans des espaces qui sont & un détail
technique pres :

(23)  X°(I)={u:ueC(I,L2%) et ue LI(I,L) pour tout (g,7) admissible}
pour s =0,
(24) X'(I)={u:ueC(I,H") et Vu e LI(I, L) pour tout (g,7) admissible}
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pour s = 1, et des généralisations appropriées pour les autres s > 0. On montre
alors [CW] :

THEOREME 2.1.— Le probléme de Cauchy pour l’équation SNL (1.1) (1.2) avec
donnée initiale dans H®, s > 0, est localement bien posé dans X°® pourp—1 < n—fﬁ’
p—1>][s].

L’équation (1.1) (1.2) posséde deux lois de conservation utiles :

1) La norme dans L? est conservée, i.e. ||u(t)||l2 = ||¢|l2 pour tout t.

2) L’énergie est conservée : E(u(t)) = E(p) pour tout ¢, ol
(2.5) E(u) = [Vulj +2X(p+ 1) [lullbiy

dans le cas (1.1) (1.2). Ces deux lois de conservation assurent un contréle uniforme
en temps de u(t) dans H! si 1) A > 0ou2) p—1 < 2 ou3) p—1 = 2 et ||¢p|2 est assez
petit ou4) p—1 < (773—2) et ||p; H'|| est assez petit. Combinant ces informations
avec les résultats de résolution locale, on obtient les résultats globaux suivants [K]

(voir aussi [C]).

THEOREME 2.2.— Le probléme de Cauchy pour l’équation SNL (1.1) (1.2) dans
R"™ avec donnée initiale dans H®, s > 0, est globalement bien posé

e pour s =0 dans X2 (R)NL®(R,L?) sip—1< 2

e pour s = 1 dans XL (R)NL®(R,H!) sip—1< ﬁ et si l’énergie contréle
la norme H?

e pour s = 2 dans X2 (R) N L®(R, H') sous les mémes hypothéses.

3. LA METHODE DE BOURGAIN. GENERALITES

La méthode reprend la séparation du probléeme en deux étapes : probleéme local
en temps et globalisation. La seconde étape est la méme que précédemment, basée
sur des estimations a priori déduites des lois de conservation, qui sont les mémes
dans les cas de T™ et de R™. La premiére étape est modifiée et utilise des espaces
fonctionnels différents. Les deux points essentiels sont les suivants :

1) Les normes dans les espaces fonctionnels sont exprimées en terme des modules
des transformées de Fourier des fonctions considérées et les estimations principales
effectuées sur ces mémes modules. Dans ce but, on utilise en priorité les espaces de

167



J. GINIBRE

Sobolev basés sur L? :
(3.1) H* = {u:|lu; H*?|| = [(€)° (1)° a2 < oo}

On utilise aussi des espaces plus compliqués ot on met @ dans diverses combinaisons

d’espaces LP ou (P (aprés découpage dyadique par exemple) pondérés dans les va-
riables £ et T.

Pour utiliser la transformée de Fourier dans le probleme local, c’est-a-dire avec
des fonctions définies seulement a priori dans un intervalle de temps fini, il est utile
et naturel de tronquer I’équation (1.7). Soit ¢, € C*(R), 0 < ¢ < 1, Y1(t) =1
pour |t| < 1, ¥1(t) = 0 pour [t| > 2, et pour T > 0, soit ¢r(t) = ¢1(t/T). On
remplace 1'équation (1:7) par ’équation tronquée (avec Top > T') :

(32) ) =vr O U+ o) | " Ut =) folult)).

Il est clair que toute solution de (3.2) résoud (1.7) localement en temps dans
I'intervalle [T, T]. On concentre son attention sur (3.2) qu’on essaiera de résoudre
pour T petit. T sera le temps de résolution locale de (1.7). On suppose désormais
T < 1. En fonction des besoins des estimations, et en particulier en vue d’obtenir
un facteur de contraction petit, on pourra prendre Ty = T ou Ty fixe, par exemple
To = 1 > T. On pourra aussi effectuer des troncatures supplémentaires, par exemple
remplacer fo(u) par Y1, fo(¥r, u) avec Ty = T, ou Ty = 2T, ou toute autre valeur
jugée utile. Dans les cas comme SNL et KdVG ou U(t)yp est 2m-périodique en ¢ pour
tout ¢ 2m-périodique en z, on pourra aussi 2m-périodiser ¢r de fagon & travailler
dans T™*! et injecter ainsi directement les inégalités de Strichartz démontrées dans
ce cas (voir Section 4 ci-dessous). Une autre méthode permettant d’utiliser des fonc-
tions u définies seulement dans un intervalle I = [T, T] et des espaces fonctionnels
X ot la norme nécessite 1'usage de la transformée de Fourier est de considérer des

normes d’extension (ou de restriction) du type :

lFull = inf fjz; X1,

ot l'infimum est pris sur tous les prolongements % de u & R i.e. tels que u;; = u. 1l
semble que le travail d’estimation est essentiellement le méme dans cette deuxieme
méthode et qu’elle ne dispense pas totalement des troncatures de la premiere. On

se cantonnera donc & la premiere.
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2) Dans la méthode habituelle (voir Section 2), on utilise un espace fonctionnel
classique H (construit & partir d’espaces LP, d’espaces de Sobolev, de Besov, etc.)
pour la fonction inconnue et on doit effectuer séparément, comme on I'a vu plus
haut, des estimations d’applications linéaires ¢ — U(t)p et f — U *gr f a valeurs
dans H, et des estimations de 1’application non-linéaire fo. Le point essentiel de la
méthode de Bourgain est d’utiliser un espace fonctionnel classique pour la fonction
U(—t)u, i.e. d’utiliser pour v un espace X défini par :

(3.3) lu; X|| = |U(=t)u; HJ|.

Le résultat immédiat est d’évacuer ’évolution libre des estimations linéaires et de
concentrer la difficulté sur ’estimation non-linéaire de f, dans des normes du type
(3.3). En effet :

(3.4) 11, UC) g5 X[ < Cllos HIl <= llvvm o5 HI < Clies HIl,

(3.5) lor(U *r £); XI < CIIf; X'l <= |Kf; HI < Cf; H,

ou K est 'opérateur défini par :

(3.6) K F)(t) = Pr(t) /0 at’ f(t').

On utilisera en priorité les espaces X *® associés selon (3.3) aux espaces H*? définis
par (3.1) :

(3.7) X% = {u: |lu; X% = |U(=t)u; H*®|| < oo}

On s’intéresse & des situations ou 'opérateur linéaire L est de la forme L = ¢ ¢(—iV),
avec par exemple ¢(£) = £€3 pour KdV et ¢(¢) = —£2 pour Schrédinger, et dans tous

les cas :
(3.8) U(t) = F; explit ¢(§)] Fo.
La norme dans X s'écrit alors explicitement sous la forme :

(3.9) s X0 = / de dr (€)% (r — B(E))* (€, )%,

qui est le point de départ des estimations non-linéaires de fy.
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Les estimations linéaires deviennent alors trés simples, et en particulier (3.4)
devient triviale :

Lemme 3.1 :
1_
(3.10) bz, U() 05 X2 = |lbgy 5 Bl llops HE| < CTE ™" |o; HY|.

(Noter que dans une résolution par contraction dans X*° avec b > % et T petit,

on a intérét a prendre Tp = 1 et non pas Tp = T, de maniére & pouvoir travailler
dans une boule de taille fixe indépendante de T'.)

Une forme typique de ’estimation (3.5) est la suivante :

Lemme 3.2 : Soit —3 <b/' <0<b<V +1etT <1 Alors:

(3.11) IKg; HY| < C T=C=%) |lg; HY,

(3.12) lpr(U =g £); X** <0 TC0 | 55 X,
pour tout s € R et avec le méme C.

Preuve : Intuitivement, (3.11) exprime que l'intégration sur ¢ dans un intervalle
O(T) fait gagner un facteur T' (petit) & régularité constante (b = b') ou un degré de
dérivation en t (b = b’ + 1) uniformément en T', ou n’importe quel interpolé convexe
de ces deux bénéfices.

L’estimation (3.12) résulte trivialement de (3.5), et par intégration sur &, de

~

(3.11) appliquée & ge(7) = f(7,€) & € fixé.

L’estimation (3.11) peut étre démontrée indifféremment en variable t ou en
transformée de Fourier. On donne la deuxiéme preuve, qui est celle de Bourgain.
On écrit, en séparant les contributions des régions |7|T < 1,

(3.13)

r / dt’ () = pr / dr(ir) (e — 1) F(r)

0

= ﬁ i) F(r) — r(ir) " f(r
=or Y [ @ Fe e [ arn )

k>1 || T>1
+Yr / dr (it)~ e f(r) =1+ II + III.
|7IT>1
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On estime les trois termes successivement dans H b,

1
1 _ ’ _op! 2
s B < Y s m i B [ ane )
(3.14) k>1 ITIT<1

<CcTO=8) |75 HY| pour tout b >0, b’ < 0.

1
/ / -2'
VT HP) < e BV IF 5 HY n{ [ arl }
(3.15) 71721

/ / ].
<cr-C-) | f; H¥||  pour tout b >0, b’>—§.
On estime l'intégrale J qui figure dans III par :

175 B < |1F5 HY| sup vt (r)o™
(3.16) ImiT21
<CoTO=Y) |f; HY||  pour tous b,b' € R, b—b <1,

et de méme :
(3.17) 1712 < CT™ |75 HY| pour tout b’ > —1,

si bien que :
(3.18)
\IIT; BY) = ()P * T2

< C(lllrP el 191z + ozl 175 HON)
<CcTC=) 75 HY|| pour tout >0, > -1,b—-b' < 1.

L’estimation (3.11) résulte alors de (3.13) (3.14) (3.15) (3.18). O

Remarques : 1) Pour b — b’ < 1, le facteur T1-(=5) peut étre utilisé directement
pour obtenir un facteur de contraction pour T assez petit. Pour b — b = 1, un tel

facteur doit étre cherché dans ’estimation de fo(¥r u) en fonction de u.

2) Le cas limite b’ = —3 est autorisé dans l’estimation de I et III, mais non
dans celle de II, ou par contre on a effectué un gaspillage en utilisant 1'inégalité
de Schwarz. Dans les cas ol on insiste pour utiliser ce cas limite (c’est le cas de
’équation KdV périodique), on doit estimer directement l'intégrale qui figure dans
IT dans les normes adéquates.
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3) Si on utilise des espaces plus compliqués que X%, il peut arriver que les
variables d’espace et de temps ne se découplent pas de fagon aussi élémentaire.

On utilise alors au lieu de (3.12) des estimations plus compliquées calquées sur les
précédentes.

On va voir maintenant qu’on peut injecter dans le cadre précédent des informa-
tions du type des inégalités de Strichartz. Ces inégalités sont de la forme :

(3.19) IUC)w; YN < Cllulla

pour tout u € L2, ol Y est un espace convenable de fonctions de (z,t), par exemple
L{(L}), et donnent des estimations dans Y de solutions de I’équation linéaire. On va,
en déduire des estimations de fonctions de (x,t) quelconques, en fonction de normes
du type précédent.

Lemme 3.3 : On suppose que Y est stable par multiplication par L, ie. que:
(3.20) [9f; YI < Cligs LRI Y Vo € L, VF €Y.

On suppose que l’inégalité (3.19) vaut pour tout u € L2. Alors, pour tout b > %, on
a linégalité suivante :

(3.21) I£5 Y <Collf5 X0
pour tout f € X, avec Cy = C'b2(2b —1)~%.

Preuve : On écrit :

f=Wﬂ/dmeuwﬂﬂﬁ)

et on applique (3.20) et (3.19) & 7 fixé avec ¥ = €™ et u = (FU(--)f)(r). On
obtient :

(3.22) 1£:Y1<C [ arlFEUEnE; 2
et, en appliquant 1'inégalité de Schwarz :

(3.23) If£5 Yl <Clf; X {/ dr (T)_zb}%

qui donne (3.21). O
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Remargque : Le gaspillage consenti en passant de (3.22) a (3.23) peut étre réduit en
utilisant des espaces fonctionnels plus compliqués. On peut par exemple utiliser une
décomposition dyadique en 7 et remplacer 1'espace de Sobolev H® par I’espace de
Besov Bé’ 1

Si on dispose d’une famille d’espace Y%, 0 < 6 < 1 interpolant entre Y° = L2,

et Y! =Y, on déduit du lemme 3.3 par interpolation, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.1.— Dans les hypothéses du lemme 3.1 et avec Y® comme ci-

dessus, on a l’inégalité suivante pour tout b > g

(3.24) If; Yo <Clfs X°0.

Preuve : Interpoler entre (Y, X% (b> 1)) et (Y° = L2,,, X%0 =12 )). O

La méthode de Bourgain pour I’étude du probleme de Cauchy local consiste
en une méthode de contraction dans des espaces fonctionnels du type précédent,
dont les X*° sont les exemples les plus simples. Les estimations linéaires sont
des variantes plus ou moins compliquées du lemme 3.2 et le gros du travail con-
siste en des estimations non-linéaires de fo(u) dans les normes précédentes, partant
d’expressions comme (3.9). Ces estimations sont soit effectuées directement, soit
par l'intermédiaire d’inégalités du type Strichartz, exploitées par des variantes du
lemme 3.3 et du corollaire 3.1.

4. INEGALITES DE STRICHARTZ PERIODIQUES

Les inégalités de Strichartz considérées ici sont des cas particuliers de réponses

au probléme suivant :

Probléme : Soit d > 1 et S C Z¢, et ¢ > 2. Déterminer la (ou une estimation de
la) meilleure constante K, (S) telle que :

(4.1) I u(s) exp(i (z,5)); LI(T)| < Kq(S) llu; E(S)]-
seS

On considéere d’abord le cas de ’équation de Schrodinger dans T™ x R. Soit
d=n+ 1. Pour u € L?(T"), on définit :

(4.2) f=U@lu= Z @(m) exp(imx — im?t).

m
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Soit, :
(4.3) Sa={(m,-m?) :m e Z"} c Z4.
Alors l'inégalité (4.1) avec S = Sy est (& une normalisation pres) :
(4.4) 175 LAT™ )] < Kq(Sa) [lull2,

c’est-a-dire précisément une inégalité de Strichartz. Plus généralement, pour toute
équation O;u = Lu avec L = i¢(—iV) et ¢ : Z" — Z, on aurait une situation
analogue en prenant :

S = {(m,$(m)) : m € Z2"}.

On s’intéresse aussi & des inégalités plus générales que (4.4) ol on introduit une
troncature sur @ pour m grand. Soit xn la fonction caractéristique de :

{m:meZ® et |my|<N,1<i<n}.
Soit :
(4.5) Sa,n = SaN (Supp xn X Z).
On cherche alors des inégalités du type :
(4.6) I1£5 LIT™ )| < Ko(Sa,n) llullz,

valables pour tout u € L? avec & = xy @. Cette extension est intéressante dans les
cas ou Kg(Sq,n) — oo quand N — oo. Une telle inégalité avec K,(Syn) < C NP
est essentiellement équivalente & une inégalité du type :

(4.7) If; LAT™ )| < Cllus HP.

On se limite maintenant & ’équation de Schrodinger. Dans ce cas, Bourgain
a proposé et démontré en partie une conjecture sur les valeurs de K,(S4n) qu’on
comprend bien en comparant (4.7) avec les inégalités de Strichartz valables dans
R™. Dans ce cas, I'inégalité (2.1) admet un exposant critique g =r =rg =2 + %.
Pour ¢ > rg, on en déduit, par une inégalité de Sobolev :

(4.8) 1T @E)u; LR < ClU (s LYR,WP)| < Cllu: HP,
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avec B=P(g) =1 -2 =5 — ﬂ;—_zl. La comparaison de (4.7) et (4.8) conduit a la

premiere partie de la conjecture suivante dans le cas périodique :

Conjecture 4.1 :

<Cq NA(@) pour ¢ > rg,
K,(San){ < N°¢ pour ¢ =rs,
< Cq pour ¢ < Tg.

La deuxiéme partie de la conjecture est un affaiblissement par une puissance ¢ de
I’analogue périodique du cas de R"™, imposé par I'existence de contre-exemples. La
troisiéme partie est naturelle en raison de ’emboitement des espaces L? sur le tore.

La conjecture a été démontrée partiellement, par 'usage de deux méthodes. La
premiere méthode s’applique au cas ou ¢ = 2s est un entier pair. On écrit alors par
Plancherel :

(4.9) £ LT = C|F(£°); (2|2

et pour (m,p) € Z" x Z et 4 = xn 4,

(4.10) F(f)mp)= Y a(m)---a(ms),
{m1,—ms}

ou la somme porte sur tous les {my,---,ms} € (Z")° tels que :

(4.11) |(m;)i| <N pour 1<j<s, 1<i<n,

(4.12) my+ -+ mg=m,

(4.13) ms+---+m2=—p.

(Plus généralement, pour une équation dyu = Lu, L = i¢(—iV), on remplacerait
(4.13) par ¢(m1) + - -+ + ¢(m;) = p.)

Soit 7 p le nombre de telles décompositions (& N fixé). On déduit de (4.10)
par l'inégalité de Schwarz :

IF(fe); 222 = ZIZ a(my) - - d(my)|?
(4.14) <Y rmp Y Ta(ma) - Ja(ms)|?
< SUp Tm p [[ufl3°

)
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et on est ramené & estimer Tm,p. L’étude est simple si n et s ne sont pas trop
grands. Pour q = 4, j.e. s = 2, on a seulement deux vecteurs my et mg ; on
connait my + my et (4.13) détermine (m; — m2)? = —(2p + m?). Le nombre de
solutions pour (my,my) est au plus 2" fois (& cause des signes des (m; — ma);)
le nombre de décompositions de I'entier —(2p + m?) en somme de n carrés. En
particulier 7, , < 2 pour n = 1 uniformément en N. Les résultats connus pour ce
probléme [G] permettent essentiellement de démontrer la conjecture pour q = 4
etn > 1. Pourn =1letq=6 je. s = 3, on est ramené a une équation
diophantienne quadratique en deux variables, et les résultats connus permettent

. . CLog N
encore de démontrer la conjecture dans ce cas avec Ke(S2,n) < exp ((L_%TO*;gLI\/))‘

Le cas n = 1, ¢ = 4 avait été obtenu précédemment dans (Z].

La deuxiéme méthode d’étude de la conjecture 4.1 est ’extension au cas
périodique d’une méthode générale de démonstration des inégalités de Strichartz
dans le cas de R™ et consiste & obtenir des estimations sur o = F ~1(6) ol 6 est la

mesure :
_—
SESy, N

et sur 'opérateur de convolution avec o. Le résultat principal est le suivant [B1],
proposition 3.82 et [B3], proposition 1.1 :

PROPOSITION 4.1.— Soit n > 1, u € L*(T™) avec |jullz < 1 et xn @ = 4 et soit
[ =U(t)u. Alors, pour tout \ > N% :

(4.15) Mes{(z,t) € T"* : |f(z,t)| > A} < C, N9F@) \—a

pour tout ¢ > rg, et :

(4.16) Mes{(z,t) € T"*! : |f(z,t)] > A} <« NEA~"s,

On renvoie & [B1] pour la preuve, qui est difficile. Si on décompose :
F=IxUfI <N+ fx(f| 2 N%) = fi+ fo,

alors la proposition 4.1 dit que f, € L4 (T™*) pour tout ¢ > rg et par suite
f2 € LY(T™*1) pour tout ¢ > rg par un argument d’interpolation élémentaire, avec
I'estimation de norme attendue. Par ailleurs, pour tout q>2:

(4.17) Ifr; LIT Y| < NO=DF ||, 5 2T+ 7,

176



(796) PROBLEME DE CAUCHY

ce qui démontre la conjecture 4.1, pourvu que (1 — %)%4‘- < B(q), i.e. pour ¢ > 2+ %.

Combinant ce résultat avec ceux de la premiére méthode, on obtient finalement

les résultats suivants :

PROPOSITION 4.2.— La conjecture 4.1 est démontrée
pourn=1pour2<q<4ettoutq>6 (=rg),

pourn =2 et tout ¢ >4 (=rg),

pourn=3 et tout ¢ >4 (>rg=32),

pourn>4dettoutq>2+2 (>rg=2+2)

On conclut cette section avec deux inégalités en dimension n = 1, pour
I’équation de Schrodinger et ’équation d’Airy. Ces inégalités sont trés voisines de
(3.24) et sont naturelles dans le cadre du corollaire 3.1. Dans le cas de R™ pour
n =1, pour L = —ig¢(—iV), #(§) = £* avec k entier > 2, on dispose de I'inégalité de
Strichartz (3.19) avec Y = LI(R?2) ou ¢ = 75 = 6 pour k = 2 et plus généralement
qg =rs = 2(k + 1) [KPV1]. Interpolant comme dans le corollaire 3.1 de fagon &

obtenir Y? = L%, i.e. avec = g%z, on obtient :

(4.18) If; AR < C |If; X°

pour b > &5)-. Le chemin précédent n’est pas praticable dans le cas périodique,

faute de disposer de I'inégalité de Strichartz de départ avec L2(*+1)(T?2). On peut
néanmoins obtenir pour k = 2,3 ’équivalent de (4.18) par une estimation directe,
qui a l'avantage de regagner en outre le cas limite précédemment perdu dans la
preuve du lemme 3.3 ([B1], proposition 2.6 et [B2], proposition 7.15).

PROPOSITION 4.3.— Soitn =1 et ¢(§) = &%, k=2 ou 3. Alors:
(4.19) IF; AT < CIIf 5 X°0

pour b = (kgcl) , .e. b= -g— pour k = 2 (équation de Schridinger) et b = % pourk =3

(équation d’Airy).
Ces estimations seront utilisées plus loin pour traiter le probléme de Cauchy
pour les équations SNL et KdV respectivement.
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5. LE PROBLEME DE CAUCHY POUR L’EQUATION SNL PERIODIQUE

On considere le probleme de Cauchy pour ’équation SNL en se limitant prin-
cipalement & une interaction f du type (1.2). Les résultats s’étendent & des f plus
généraux sous des hypotheses convenables de régularité locale et de comportement &

Pinfini en puissance p. On commence par un cas simple ol les résultats des Sections
3 et 4 donnent immédiatement le résultat [B1].

THEOREME 5.1.— Soit n = 1 et p = 3. Alors le probléme de Cauchy pour
I’équation SNL (1.1) (1.2) avec donnée initiale dans L?(T) est localement bien posé
dans L*(T x R) et dans X*° pour 3 <b< 2.

Preuve : 1l suffit de remarquer qu’aprés périodisation en ¢ (voir Section 3)
(5.1)  |If(u); XO 8| < C|f(w); L3 (T?)|| < Clu; LT < C|lu; X032

et qu'une chaine d’inégalités analogue vaut pour la différence f(u1) — f(uz). Les
troisiéme et premiere inégalités de (5.1) sont respectivement (4.19) et sa duale, et
la seconde est triviale. Il est alors immédiat de résoudre (3.2) par contraction dans
L*(T?) ou dans X%* pour T assez petit, en utilisant les lemmes 3.1 et 3.2. O

On passe maintenant & une situation plus compliquée qui releve de la conjecture
4.1, i.e. de la proposition 4.2 avec une puissance non nulle de N. Cette puissance
B(q) signifie une perte de dérivée dans I'inégalité de Strichartz (voir (4.7) (4.8)),
donc dans I’estimation de f qu’on en déduit par le lemme 3.3, et cette perte n’est
pas rattrapée par le lemme 3.2 qui opére & s constant. La démonstration devient
alors beaucoup plus difficile. Le résultat est le suivant ([B1], proposition 5.73 (es-
sentiellement)).

THEOREME 5.2.— Soitn > 1, s >0et2<p-1< -(—7;4-2—87. On suppose de
plus qu’il existe ¢ > p+ 1, ¢ > rg pour lequel la conjecture 4.1 est vraie, et tel que
(p+1) B(q) < (p—1) s. Alors le probléme de Cauchy pour I’équation SNL (1.1) (1.2)

Py e ege . ’ 1
avec donnée initiale dans H* est bien posé dans X*72.

Commentaires : La condition p—1 < Ui‘—%?) est celle qu’on attend par comparaison
avec le cas de R™ (voir théoréme (2.1)). La condition p — 1 > 2 sert & assurer une
régularité suffisante de f et pourrait sans doute ére remplacé par f € C* pour k
assez grand. Le besoin d’un g comme indiqué vient du fait qu’on utilise la conjecture
4.1 pour un tel ¢ et qu'on estime une norme LP*! en terme d’une norme L?. La
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derniére restriction sur ¢ et s se réduit & s > 0 si on dispose de la conjecture 4.1
pour tout ¢ > rg car B(rs) = 0, et & la borne précédente pour p dans le cas limite

g=p+1.

Esquisse de preuve : On applique comme précédemment une méthode de con-
traction & ’équation (3.2), et d’aprés les lemmes 3.1 et 3.2, il suffit d’estimer f(u)
dans X** pour un & > —1. 1l est commode d’utiliser une décomposition dyadique
en 7 (voir Section 3), ce qui permet de se ramener & estimer la composante de

ﬁ;) avec T — ¢(§) = 7 + &2 = O(2F). Fixant désormais k, on effectue en outre
une décomposition dyadique en £. On illustre le principe de la méthode sur le cas
f(u) = u3. Le cas de (1.2) avec p entier impair se traite de la méme fagon, tan-
dis que le cas général présente des difficultés techniques (partiellement traitées dans
[B1]). Soit B; = {£: [¢| < 27} et C; = Bj;1\B;. On décompose u = Y u; avec
Suppd; C Cj et on pose v; = ). ; u; si bien que Suppd; C Bj+1. On peut alors

décomposer :

652)  fW) =Y fm) = flom-1) =Y umwe =) (u—ve_1)wy,
m <m ]

avec :

wp = up(ve + ve-1) + Up—1(vVe—1 + ve—2) + ve—1(ue + up-1)

et
Supp e C Beya.

Une propriété, essentielle ici, de I’équation de Schridinger est que I’estimation
de base (4.6) est invariante par translation de 4 en &, i.e. que la constante dépend
en fait du diametre de Supp & mais non de sa position. On exploite cette propriété
en décomposant u — vp_1; = Y. u, ol les supports des i, ont pour diametre 2¢+1
et sont presque disjoints, si bien que les u, et les u, wy sont presque orthogonaux
(& un facteur de recouvrement prés ne dépendant que de la dimension). Soit m(a)
I’exposant de la couronne qui contient le support de i, et j(a) celui de la couronne
qui contient celui de U, wz. On note que si j() > £ oum(c) > ¢, alors j(a) ~ m(a).
Pour estimer f(u) dans H*, on doit pour chaque (a,£) estimer 2°7(®) ||lug wyl|2 et,
laissant pour plus tard la somme sur £ et utilisant la presque orthogonalité citée plus
haut, estimer le résultat dans £2 de la variable a. On estime la norme précédente
en utilisant 'inégalité duale de (4.6), I'inégalité de Holder et I'inégalité (4.6) comme
dans (5.1). Le point essentiel est que les facteurs qui apparaissent dans I’application
de (4.6) et sa duale, grice a la propriété d’invariance citée plus haut, sont 2¢A(9) et
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non pas 2™ B(a) oy 2i(x)B(a) Par suite, quand on estime la norme dans H® en
prenant la norme dans £2, le facteur 2°7(®) ~ 25™(®) reconstitue (& £ fixé) la norme
de u dans H* et non dans un espace de Sobolev d’ordre supérieur, ce qui permet de
rattraper la perte de dérivée citée plus haut. Il ne reste plus alors qu’a effectuer la
somme sur ¢ et la somme sur k, qui convergent géométriquement dés qu’on dispose
d’un peu de marge dans les exposants, ce qui est le cas avec les conditions d’inégalité
strictes imposées aux parametres p, s et gq. 0.

Les théorémes 5.1 et 5.2 résolvent le probleme de Cauchy local en temps.
Comme on l’a dit plus haut, l’extension a R entier des solutions ainsi obtenues
repose sur les estimations a priori déduites des lois de conservation, et la situation
dans le cas de T™ est trés semblable & celle de R™. L’équation (1.1) (1.2) possede
les mémes lois de conservation, celle de la norme dans L2 et celle de I’énergie E(u)
encore donnée par (2.5). Ces lois contrdlent la norme dans H' dans les mémes con-
ditions que dans le cas de R™. En particulier, les solutions du théoreme 5.1 sont
prolongeables en solutions globales, et il en est de méme de celles du théoréme 5.2
correspondant au cas s = 1 si 'énergie controle la norme H*.

On conclut cette section en citant brievement quelques résultats complémen-
taires. Le premier [B3] a trait au probléeme de Cauchy pour (1.1) en dimension
n = 4 pour f généralisant (1.2) avec p = 2 (i.e. p+1=3=2+ 2 =rg) et pour
des données initiales ¢ € H?. L’espace X est toujours du type (3.3) avec pour H
une variante de H 2’%, ou dans la variable temps on remplace H 3 par ’espace de
Birman-Solomjak (non comparable mais dimensionnellement équivalent a I'infini en
7) F(£2(L?)), i.e. H est défini par la norme :

(54) i H| = Z{ / IS X (EaEaToh lﬁ(é,T)IZ}E,

keZ £

oll v > 0 est un parametre qu’on ajuste en fonction des besoins. On obtient alors
(B3] :

THEOREME 5.3.— Soit n = 4 et f(u) ug(|ul?) avec g € C2(R*,R) et
lg(s)| < es?, |g'(s)] < cs™3, |g"(s)| < cs2. Alors le probléme de Cauchy pour
Uéquation SNL (1.1) avec donnée initiale ¢ € H?(T*) est localement bien posé dans
X défini par (3.3) (5.4).

Les solutions ainsi obtenues se prolongent globalement si ’énergie contréle la

3
2 .

norme dans H', en particulier si g > 0 ou si ||p||2 est petit.
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La preuve du résultat local repose sur une méthode de contraction partielle dans
X, dans laquelle on montre que le second membre de I’équation (3.2) laisse invariant
un borné de X et y contracte une norme plus faible. La preuve est compliquée et
utilise des décompositions dyadiques comme celle du théoreme 5.2. La globalisation
demande un argument supplémentaire pour contrdler la norme dans H?. Cet argu-
ment utilise de fagon essentielle le fait que, & ||p; H*|| fixé, le temps de résolution
locale dépend logarithmiquement de |¢; H?||.

Enfin, les théorémes 5.1 et 5.2 ont été utilisés pour construire des mesures
de Gibbs sur l’espace des données initiales invariantes par le flot local défini par
I’équation (1.1) et en déduire des résultats d’existence globale presque partout par
rapport & ces mesures [B6,7].

6. LE PROBLEME DE CAUCHY POUR L’EQUATION KdV ET SES GENERALI-
SATIONS

La méthode de Bourgain est congue pour traiter le cas de ’équation KdV
périodique, mais elle s’applique aussi bien au cas de I’équation dans R, ou elle
améliore les résultats précédemment connus et permet de traiter des données ini-
tiales dans H® pour certains s négatifs. Le résultat initial [B2] donnait s > 0. Il a
été amélioré a s > —% dans le cas périodique et successivement & s > —% et s > —%
dans le cas de R [KPV3,4]. Les méthodes précédentes donnaient seulement s > 3
dans le cas de R [KPV2]. On énonce directement le meilleur résultat et on esquisse

les différentes variantes de preuve donnant acces aux différents cas.

THEOREME 6.1.— Le probléme de Cauchy pour léquation KdV (1.3) dans T x
R avec donnée initiale dans H*(T) est localement bien posé dans X*% pour tout
s> —%. Le probléme de Cauchy pour l’équation KdV (1.3) dans R x R avec donnée
initiale dans H®(R) est localement bien posé dans X*° pour tout s > —%, pour un
b> 1 (dépendant de s et assez voisin de %)

Esquisse de preuve

1) Arguments généraux
Dans le cas de R, par le lemme 3.2, il suffit de montrer que ’application
u — f(u) = udu est bornée de X** dans XY pour un ¥ > b — 1. Dans le

cas périodique, il semble impossible d’éviter d’utiliser le couple (X s’%,X 5"%). On
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montre que f est bornée du premier dans le second, mais on doit aussi extraire de
cette estimation le facteur de contraction, et on doit en outre estimer séparément
lintégrale venant de IT dans (3.13) (voir les remarques 1) et 2) aprés le lemme 3.2).
Par ailleurs, dans le cas périodique, gréace & la loi de conservation [ udz = const.,
on peut se ramener facilement au cas ol 4(£ = 0) = 0 pour tout . On se limite
ci-dessous & l'estimation de f de X** dans X*¥. La propriété de Lipschitz de f
résulte immédiatement de cette estimation et du fait que f est quadratique en wu.
Par dualité et aprés un changement de fonction: approprié pour éliminer les facteurs
figurant dans les normes (3.9), on est ramené & établir une estimation du type :

o £0(1+2) 51(1) 5(2) (€)°
= / A A e S ) (o) (1) o)

< Cllvllz lvrllz flozll2,

(6.1)

ou ¢ = —b > 0, les arguments des Oy sont 1 = (&1,71), 2 = (é2,m2) et 1 4+ 2 =
(5 =81+ &, T=T +7'2) et O(5) = T(4) —ﬁa)-
Dans le cas périodique, les intégrales sont des sommes et les sommes sur £1,&

sont restreintes & §y # 0, & # 0, £ # 0, si bien que [£1] > 1, |¢&] > 1 et |€] > 1. Une
information cruciale que la méthode permet d’injecter est le fait que :

(6.2) O—01—0y=— 4+ +E6=-3666,
si bien que :
(6.3) Max(|o], |o1], |o2]) > [§ &1 &al.

Le 0(;) de module maximum sera dit dominant. Par ailleurs :

L+ 1E] < (T+ 16D + (&),

donc J est monotone décroissante en s et la difficulté est de descendre s.

2) Méthode originale [B2] [KPV3]

Cette méthode donne s > 0 dans le cas périodique et s > —% dans le cas de
R. On estime séparément les contributions des régions o dominant et o, (ou o)
dominant. On se limite ici au cas o dominant, et dans le cas de R, & la région

la plus dangereuse [&1] > 1, |£3] > 1 (cette condition est automatique dans le cas
périodique).
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Dans le cas périodique, on minore par (6.3) :

(6.4) (0)¢ = (o)} > |61 6)F >

bl

Sz

si bien que, pour s =0:

I <Clolla T] 177 @i (o)~ %)l
(6.5) i=12

< Clollz [Jvrll2 [lvzll2,

en appliquant l'inégalité de Holder en (z,t) ou de Young en (&, 7), puis la proposition
43 avec k = 3,b =% et f = F*(; (6)~%). De plus un argument supplémentaire
simple permet d’exploiter la marge de % sur b pour extraire un facteur de contraction
TY avec 6 > 0.

Dans le cas de R, dans la région ¢ dominant, |£1| > 1, |£2]| > 1, on élimine (o)°

en dénominateur dans J par (6.3) et pour s < ¢—1, on estime comme plus haut par

Holder et/ou Young :

(6.6) J<Clolly T 170 €)=C+) (o) =")13

i=1,2

et on conclut en exploitant, au moyen du lemme 3.3 et du corollaire 3.1 les inégalités
dites de lissage local de ’équation d’Airy [KPV1], qui sont des inégalités du type
(3.19) avec :

(6.7) If5 Y1 = 111811 f5 LI(LY)|

et 0 < % =a= % - % < % Un choix approprié des parametres r dans (6.7) et 6

dans (3.19) conduit directement a la condition s > —% pour un b > 1.

3) Méthode modifiée [KPV4]

Cette méthode est une estimation directe élémentaire de J dont on donne le
principe dans le cas de R et dans la méme région, o dominant, |§;| > 1 et |&;] > 1.
Avec ¢; = (§1,71), 2 = (§2,72), ¢ = (£, 7), l'intégrale & estimer est de la forme :

Jz/ﬁ@dgﬁ@ﬁMgNM@)K«h@»
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Appliquant 'inégalité de Schwarz & I’ensemble des variables, on obtient :

1

1< ol oalle { [ 4 ac |K<<1,c2>a<<>|2}
(6.8)

1
2

< loallz leells 1ol {Sgp [ kG- q, <2>|2}

On reporte I’expression de K, on estime I'intégrale sur 75 & §,&, 7 fixés de facon
élémentaire, on prend comme variable d’intégration z = —£ &1 &2, et on obtient, en
tenant compte de (6.3) :

-1

(o — 32) 2 (gy) 2 <§2>-23}
£

1
2

dz

715 oS <{ [ a2

z|<o

(6.9)
X [[vll2 lvafl2 flvall2,

ou (Edé)ﬁ =§(&e—&1) 4 € fixé et £; et & sont considérés comme fonctions de £ et 2.

Il ne reste plus qu’a estimer une intégrale complétement explicite. Cette estimation
(et celle de I'intégrale analogue venant de la région oy (ou 02) dominant) conduit &
la condition s > —% dans le cas de R.

La méthode dans le cas périodique est analogue et donne la condition s > —%.
O

Comme dans le cas de 1'équation SNL, le passage du local au global en temps
s’effectue en utilisant les estimations a priori résultant des lois de conservation. Pour
I’équation KdV, la norme de u dans L? est conservée, et le probleme de Cauchy est
donc globalement bien posé pour des données dans Ls.

On conclut cette section en citant brievement quelques résultats relatifs a
équation [KAVG] (1.4) périodique ([B2], Sec. 8 et [B5]) et a '’équation KP [B4].

Dans le cas le plus simple de ’équation (1.4) avec f(u) = u® (équation KdV
“modifiée”), le probleme de Cauchy périodique est localement bien posé pour des
données initiales dans H® avec s > % et globalement bien posé pour s > 1, grace & la
conservation de ’énergie qui contréle la norme dans H'. Le probleme local se résoud
par contraction dans un espace voisin de X%, apres une réduction du probleme au
cas ou 4(§ = 0) = 0 pour tout ¢, permise par la conservation de la norme dans L2.
L’estimation fondamentale qui remplace (6.1) comporte maintenant quatre fonctions
au lieu de trois, et I'identité (6.2) est remplacée avec des notations évidentes par :

(6.10) o—01—02—03=—E+E+E+6 =-3(& + &) (€ + &)+ &)
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donnant encore une minoration du ¢ dominant si les trois derniers facteurs sont non

nuls.

Dans le cas plus général ou f(u) est une puissance f(u) = u*, k > 2, ou plus
généralement une fonction réguliere de u, le probléme est plus difficile. On ne peut
plus se ramener de facon simple au cas ou 4(§ = 0) = 0. On perd le bénéfice de
la méthode de contraction et on doit utiliser le théoréeme de point fixe de Schauder
qui donne un résultat d’existence sans unicité pour des données initiales dans H*®
avec s > 1. On retrouve ensuite un résultat d’unicité (donc un probléme localement
bien posé) pour s > % par un argument élémentaire bien connu dans le cas de R, et
qui s’applique verbatim dans le cas périodique. Les estimations sont beaucoup plus
difficiles et ’espace de résolution locale est taillé sur mesure pour les exploiter.

On consideére enfin le cas de I’équation KP (1.5). On note (z,y) € T? ou R? les
variables d’espace, en accord avec (1.5), et (£,m) € Z2 ou R? les variables conjuguées
de Fourier. Dans le cas périodique et comme pour ’équation KdV, on se raméne
facilement au cas ou 4(§ = 0,m) = 0 pour tout n et tout ¢, si bien que pour u
périodique, v est également périodique. L’équation linéaire sous-jacente correspond
ap(é,n) =¢€—¢ ﬂ; L’espace de résolution locale est une variante X*% de X3
définie (cf. (3.3)) par :

v, sl
lu; X2 = [U(=)u; H>Z,

il

#+—|5|§> [a(¢,n, 7))?,

(6:1) Jui B4 = [ dednar el + ) + 1) (1 +

ou u est un parametre, u = 0(T"!) et les intégrales deviennent des sommes avec
€ # 0 dans le cas périodique. Le résultat est le suivant [B4].

THEOREME 6.2.— Le probléme de Cauchy pour Uéquation KPII (¢ = +1) dans
T2 x R (resp. R? x R) est globalement bien posé dans X*% pour des données
initiales dans H*(T?) (resp. H*(R?)) pour s > 0.

La preuve suit le schéma général de celle adaptée & 1’équation KdV. Les esti-
mations linéaires sont & reprendre en s’inspirant du lemme 3.2 et des remarques qui
le suivent. L’estimation non-linéaire porte sur une intégrale analogue & (6.1) avec
des facteurs supplémentaires venant de la définition (6.11) de la norme. La relation
(6.2) est remplacée par :

0 —01—02 = _¢(£yn) + ¢(£1’771) + ¢(§2,le)
=-38& & —e(6& &) (& — Lam)?
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qui n’a de bonnes propriétés de signe et ne fournit des minorations utiles du o
dominant que pour € = +1 (équation KPII), ce qui restreint & ce cas 'application
de la méthode. Les estimations utilisent en outre des décomposition dyadiques en &
et 7 (mais non en 7) dans le méme esprit que pour ’équation SNL (théoréme 5.2).
La globalisation pour s = 0 résulte de la conservation de la norme L? et, pour s > 0,
utilise en outre une estimation linéaire de la norme supplémentaire requise.
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