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Séminaire BOURBAKI Mars 1995
47éme année, 1994-95, n°® 795

PERIODES ET ISOGENIES DES VARIETES ABELIENNES
SUR LES CORPS DE NOMBRES
[d’aprés D. Masser et G. Wiistholz]

par Jean-Benoit BOST

1. INTRODUCTION

Au cours des dernieres années, dans une longue série d’articles ([M-W1-7]),
Masser et Wiistholz ont appliqué les “méthodes de transcendance” & 1’étude des
isogénies et des anneaux d’endomorphisme des variétés abéliennes sur les corps
de nombres. Leur approche fournit en particulier une nouvelle démonstration du
théoreme de finitude suivant, établi par Faltings en 1983 au cours de sa démonstration
des conjectures de Tate et de Shafarevitch ([F], [Del] Corollaire 2.8, [Z2] Proposition
3.1):

THEOREME 1.1. Pour tout corps de nombres K et toute variété abélienne A
définie sur K, il n’y a qu’'un nombre fini de classes de K-isomorphie de variétés

abéliennes définies sur K et K-isogénes a A.

Cet énoncé admet des conséquences arithmétiques spectaculaires: au moyen
d’arguments fort ingénieux, mais techniquement assez simples, il entraine les prin-
cipaux résultats de [F], & savoir la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes
sur un corps de nombres (d’apres Tate lui-méme), puis la conjecture de Shafarevitch
(par un argument de Faltings), et la conjecture de Mordell (d’apres Parshin); cf. [F],
[Del], [Sz1], [F-W] et [Sz2], exposés VIII, IX et X.

La démonstration originale de Faltings s’appuyait notamment sur des résultats de
Tate et Raynaud sur les groupes p-divisibles et les schémas en groupes commutatifs
finis ([T], [R1]) qui lui permettaient de borner la différence des hauteurs de deux
variétés abéliennes isogénes. Celle de Masser et Wiistholz est trés différente. Elle
consiste a établir tout d’abord une majoration du degré de la plus petite sous-variété
abélienne d’une variété abélienne A sur un corps de nombres K dans C dont I’espace
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tangent & l'origine contienne un élément donné du réseau des périodes (complexes)
de A(C). Cette majoration — le “théoréme des périodes” — est établie dans [M-W3]
et constitue le résultat central de toute la série [M-W1-6]. Sa démonstration repose
sur ’emploi de la “méthode de Baker” et de “lemmes de zéros”.

Au moyen du théoreme des périodes, Masser et Wiistholz obtiennent des ren-
seignements quantitatifs auxquels on ne sait accéder par d’autres méthodes. Ainsi,
pour étudier les isogénies entre deux variétés abéliennes A et B de dimension g
isogénes sur un corps de nombres, Masser et Wiistholz appliquent leur théoreme
des périodes & une période judicieusement choisie de A x B9, et produisent ainsi
des sous-variétés abéliennes non-triviales de A x B29, qui permettent de construire
une isogénie de degré controlé entre A et B ([M-W4]). Des constructions analogues,
jointes & des considérations de géométrie des nombres, leur permettent d’étudier les
anneaux d’endomorphismes des variétés abéliennes définies sur un corps de nombres,

et en particulier de majorer leur discriminant en termes de hauteurs de Faltings ([M-
W5-6]).

La premiére partie de cet exposé est consacrée a la formulation du théoréme des
périodes (§2) et de ses conséquences (§3). Dans la seconde partie (§4-5), nous avons
cherché & en esquisser la démonstration. Nous nous écartons sur plusieurs points de
'argument original de Masser et Wiistholz. Nous nous sommes en effet efforcés d’en
donner une version aussi intrinséque et géométrique que possible: cela nous a conduit
a adopter un point de vue “arakelovien”, et notamment & faire usage des propriétés de
base des fibrés vectoriels hermitiens sur les spectres d’anneaux d’entiers de corps de
nombres, de leur degré d’Arakelov et de leurs pentes (ces derniéres sont rappelées dans
’Appendice A.1). Cette approche permet d’éviter 'usage systématique des fonctions
théta et les raisonnements sur les espaces de modules de variétés abéliennes polarisées
qui apparaissent dans [M-W3). Elle évite aussi de construire des fonctions auxiliaires
— & ce titre, elle se rapproche de la méthode des déterminants d’interpolation de M.
Laurent ([La2]) — et a l'intérét d’élucider I'effectivité des constantes dans les énoncés
de Masser et Wiistholz.

Lors de la préparation de cet exposé, lauteur a bénéficié des éclaircissements et
des conseils de D. Bertrand, S. David et M. Hindry, et tient & les en remercier tres
chaleureusement.

Notations. Si A est un anneau commutatif, muni d'un morphisme vers un corps
k, et si E est un A-module, on désigne par Ej le produit tensoriel F ®4 k. Plus
généralement, si F est un faisceau de modules sur un A-schéma X, on désigne par X},
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et Fi le k-schéma et le faisceau sur X, qui s’en déduisent par le changement de base
Speck — Spec A. Lorsque A est un corps de nombre, muni d’'un plongement o dans

C, on écrira X, et F, au lieu de ¢ et Fc.

Les notations et définitions concernant les fibrés vectoriels hermitiens, leur degré

d’Arakelov et leurs pentes sont rappelées dans I’Appendice A.

2. PERIODES ET SOUS-VARIETES ABELIENNES MINIMALES
2.1. Notations et rappels sur les variétés abéliennes

2.1.1. Si A est une variété abélienne de dimension g sur un corps k et L un fibré
en droites sur A, nous noterons x(A4, L) la caractéristique d’Euler-Poincaré de L et
deg; A le degré de A relativement & L, i.e., le nombre d’intersection ¢;(L)¢. On a

1
(2.1) X(4,L) = — deg, A

et, si L est ample,
(2.2) dimy H°(A, L) = x(A,L).

Nous noterons aussi ¢4 ’espace tangent de A a l'origine (c’est un k-vectoriel de

dimension g).

2.1.2. Soit A une variété abélienne de dimension g sur C; A(C) est un groupe de Lie

complexe et I’on dispose de I'application exponentielle
expy i ta — A(C).

C’est un morphisme surjectif étale de groupes analytiques complexes. Son noyau
I'4 est un réseau de dimension 2g dans t4 — le réseau des périodes de A — et exp4
détermine par passage au quotient un isomorphisme

ta/Ta =~ A(C).

Soit de plus L un fibré en droites ample sur A. La classe de Chern c;(L) en
cohomologie de de Rham admet un unique représentant w qui soit une forme inva-
riante par translation. La forme w est de type (1,1) et positive (car L est ample).
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. . . 212 o v
Elle s’identifie donc & un élément positif de Al t4, et définit donc une structure
hermitienne || ||z sur t4 (la “forme de Riemann” de L). Plus précisément si (e;)1<i<g

\Y%
est une base de t4, (e})1<i<y la base duale de t4 et si w s’identifie &

7 . -
5 ake e, N €y,
1<k,f<g

on aura
2

g
> ek
k=1

Le covolume de I'4 dans t4 muni de || || vaut x(A, L). Le théoréme de Minkowski
montre alors que le rayon d’injectivité

= Z ke 2k Z¢ -
L 1<kut<g

1

L):=- i
p(AL) =75  min [l

de A muni de la forme de Kéhler w satisfait a

(2.3) p(A,L) < 7% (deg,, A)% .

2.1.3. Soit A une variété abélienne de dimension g sur Q. Il existe un corps de
nombres K C Q sur lequel A peut étre défini et admet réduction semi-stable. Soient

alors ™ : A — S := Spec Ok un modele semi-abélien de A et € : S — A sa section
nulle. Le fibré en droites sur S

way/s = e* QgA/S ™ Ty QQA/S

admet une structure hermitienne naturelle || ||, définie par 'égalité
2
i9
2.4 )| = ——/ alN@
(24) 7 (2m)9 Ja,

pour tout plongement o : K — C et tout a € wy/s ®; C = HO(AG(C),Qf‘la(C)).
Le degré arakelovien normalisé du fibré en droites hermitien @, := (ways, || ||) est

indépendant des choix de K et A et définit la hauteur de Faltings (stable normalisée)
de A:

(2.5) h(A) := deg, Da/s -

118



(795) PERIODES ET ISOGENIES DES VARIETES ABELIENNES

La hauteur de Faltings est bien une hauteur; & savoir, on a:

THEOREME 2.1. (Faltings [F]; voir aussi [Del-2], [MB2], [F-C], V.4., et [Bo2])
i) Pour tout g € N*, il eziste Co(g) € R tel que, pour toute variété abélienne A de

dimension g sur Q, on ait
h(A) > Co(g) -

ii) De plus, a Q-isomorphisme preés, il n’y a qu'un nombre fini de variétés
abéliennes de dimension g, définies sur un corps de nombres de degré borné et de

hauteur de Faltings borné.

Cet énoncé joue un role central dans la démonstration originale [F] des conjectures
de Tate et Shafarevitch; une variante “quantitative” (la comparaison entre la hauteur
de Faltings et la hauteur définie par les Thetanullwerte) est aussi utilisée dans [M-W3].
Toutefois, la présentation de leur résultat que nous adoptons ici permet de ne faire
appel qu’a ’assertion i) (voir appendice D; cette assertion découle en fait aisément de

la proposition 3.4, ¢f. Appendice C).

L’inégalité de hauteurs suivante, qui découle aisément des définitions, sera aussi
utile: si ¢ : A — B est une isogénie de degré deg ¢ entre deux variétés abéliennes sur

Q, on a:
(2.6) h(B) < h(A) + % log deg ¢ .

Enfin, si A et B sont deux variétés abéliennes sur Q, il vient:

(2.7) h(A x B) = h(A) + h(B).

2.2. Le théoréme des périodes

L’énoncé suivant est établi dans [M-W3]. Afin de nous y référer commodément,
nous 'appellerons “théoréme des périodes”.

THEOREME 2.2. Soient A une variété abélienne de dimension g définie sur un
corps de nombres K, L un fibré en droites ample sur A, o un plongement de K
dans C et v un élément du réseau des périodes I's,. Si A} désigne la plus petite

sous-variété abélienne de A, dont l’espace tangent en l’origine contienne v, alors

degy, Agyy < C(g,[K : Ql,degy, A) max (1,h(4), [7l|7,)",
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ou C(g,|K : Q],deg; A) (resp. k(g)) désigne une constante ne dépendant que de g,
[K :Q), et degy, A (resp. de g).

2.3. Remarques

2.3.1. Plus généralement, soient K la cloture algébrique de o(K) dans C, S un
sous-ensemble de t4, tel que exp,_(S) C A(K), et soit Ag la plus petite sous-variété
abélienne de A, dont I’espace tangent & l'origine contienne S. Le “théoréme du sous-
groupe analytique” de Wiistholz [Wiil-3] affirme que t4 coincide avec le plus petit
sous-espace vectoriel de t4, contenant S et défini sur K. Wiistholz établit en fait cet
énoncé avec, a la place de A, un groupe algébrique commutatif connexe G défini sur
K quelconque (espaces tangents & l'origine et applications exponentielles conservent
évidemment un sens dans ce cadre). Dans cette généralité, le théoréme du sous-groupe
analytique résume un grand nombre de résultats de transcendance et d’indépendance
linéaire sur les groupes algébriques commutatifs. Par exemple, appliqué & un produit
de groupes multiplicatifs, il devient le célebre théoréme de Baker affirmant que des
logarithmes de nombres algébriques sont linéairement indépendants sur Q s’ils le sont
sur Q. La démonstration du théoréme du sous-groupe analytique s’appuie notamment
sur des “lemmes de zéros” dans des groupes algébriques commutatifs. Nous renvoyons
a l'exposé de Bertrand dans ce séminaire [Bel] pour une discussion et des références
plus compleétes sur ce sujet.

La question de borner le degré du groupe Gs (relativement & une polarisation
donnée) se pose naturellement. Le théoréme des périodes y répond lorsque G est une
variété abélienne et S est réduit & une période. Les premiéres bornes sur Gs ont en
fait été obtenues par Baker, au moyen de la méthode qui porte son nom, lorsque G est
un produit de groupes multiplicatifs ([Bal]; voir aussi [Ba2], chapitres 2 et 3, [Ba3]

et les articles cités dans ces références).

2.3.2. Un probleme analogue & celui de I’étude des groupes Gs a donné lieu & diverses
investigations (voir par exemple [Be2], §4): étant donné un sous-ensemble 3 de G (K),
étudier le plus petit sous-groupe algébrique G* de G contenant ¥. Notamment,
lorsque G est une variété abélienne, Bertrand a obtenu des majorations du degré de
GZ [Be4], en s’appuyant lui aussi sur la méthode de Baker et les lemmes de zéros sur
les groupes algébriques commutatifs, dans le prolongement des travaux de Wiistholz,
Philippon et Waldschmidt ([Wii2-3], [P], [P-W]).

Soulignons enfin que ce type de techniques, dont le développement avait été
motivé par I’étude des formes linéaires en logarithmes, admet encore d’autres appli-
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cations & la géométrie arithmétique des variétés abéliennes sur les corps de nombres :
suivant un programme proposé par Lang [Lg], elle permet ainsi d’établir des minora-
tions effectives des degrés de leurs points de torsion ou des hauteurs de leurs points
qui ne sont pas de torsion. Pour plus de détails sur ces questions, on se reportera par
exemple aux articles de Masser [M1-2], Bertrand [Be2-4] et David [Dal-2] (voir aussi
infra, §3.3).

2.3.3. Les constantes C(g, [K : Q],deg; A) et k(g) figurant dans le théoréme des
périodes sont complétement effectives. Il est méme aisé d’en donner des expressions

explicites; par exemple, on peut prendre
K(g)=(g-1)4%g".

Signalons toutefois que la dépendance en g de C(g, [K : Q],deg; A) n’apparait pas
comme vraiment effective dans [M-W3]: elle fait intervenir notamment la comparaison
entre hauteurs de Faltings et hauteurs des Thetanullwerte des variétés abéliennes, ainsi
que des minorations de ces hauteurs, conséquences de bornes sur certaines formes
modulaires de Siegel; ces résultats sont établis par un argument ineffectif, fondé sur
la compacité de la compactification de Satake de I’espace des modules des variétés
abéliennes complexes principalement polarisées. Ce probléme d’effectivité a été résolu
récemment par S. David et 'auteur [Bo-D1-2], qui rendent effectives ces comparaisons
de hauteurs (voir aussi ’appendice C). L’approche décrite dans cet exposé conduit

elle aussi, de fagon plus directe, & des constantes effectives.

3. BORNES SUR LES ISOGENIES ET LES ANNEAUX D’ENDOMOR-
PHISMES

3.1. Isogénies entre variétés abéliennes polarisées

3.1.1. Dans [M-W4], Masser et Wiistholz démontrent 1’énoncé suivant au moyen du
théoreme des périodes.

THEOREME 3.1. Soient A et B deuz variétés abéliennes de dimension g sur Q,
qui peuvent étre munies de polarisations de degrés au plus § et définies sur un corps
de nombre de degré d. Si A et B sont Q-isogénes, alors il existe une 1so0génie de A
vers B de degré au plus égal a C(g,d, §) max(1,h(A))*9, oa C(g,d,5) (resp. k(g))
désigne une constante ne dépendant que de g, d et § (resp. de g).
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Les constantes C(g,d,6) et x(g) dépendent effectivement de g, det b etle
théoréme 3.1 fournit ainsi une borne effective sur les isogénies entre variétés abéliennes
- polarisées sur un corps de nombres en termes de hauteurs de Faltings (cf. [M-W4],
p.469, pour la forme précise de ces constantes).

Avant de démontrer le théoréme 3.1 en toute généralité dans [M-W3-4], Masser et
Wiistholz avaient traité directement dans [M-W1] le cas des courbes elliptiques (voir
aussi [Be3]). Signalons a ce propos que les techniques de transcendance avaient déja
été employées par D. et G. Chudnovsky [C-C] pour obtenir des bornes effectives sur
les isogénies entre courbes elliptiques sur Q ou sur un corps de nombres K admettant
un plongement réel ([C-C], Theorem 4, p.2214; voir aussi [Lal]).

Grace a “I'astuce quaternionnienne de Zahrin” (cf. [Z1], [MB1] IX.1), le théoréme

3.1 suffit & établir le résultat suivant, qui implique le théoreme 1.1 d’apres la propo-
sition B.3 (cf. Appendice B):

COROLLAIRE 3.2. Pour toute variété abélienne A définie sur un corps de nombres

K, il n’y a qu'un nombre fini de classes de K -isomorphie de variétés abéliennes B
définies sur K et K -isogénes ¢ A.

Démonstration. Notons A et B les variétés abéliennes duales & A et B. D’apres
Zahrin, les variétés abéliennes

Z(A):=(Ax A)* et Z(B):=(Bx B)*

admettent des polarisations principales. Elles sont K-isogenes; le théoreme 3.1 montre
donc qu'il existe une K-isogénie de Z(A) vers Z(B), de degré borné en fonction de
A. Il n’y a ainsi qu’un nombre fini de classes de K-isomorphie pour Z (B), donc pour
B, d’apres la proposition B.2, i).

q.e.d.

Une variante quantitative de cet argument permet d’établir un énoncé de com-
paraison de hauteurs, dans le style de 1'’énoncé effectif obtenu par Raynaud ([R2],
Théoréme 4.4.9) en raffinant ’argument de Faltings [F] au moyen de la théorie des
groupes de Barsotti-Tate tronqués ([Il]):

PROPOSITION 3.3. ([M-W4], Proposition, p.470) Pour toute variété abélienne
A sur un corps de nombres K, il existe un sous-ensemble H(A) de R, de cardinal au
plus

H(A) = C(g,[K : Q]) max(1, h(4))"9,
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ou C(g,[K : Q]) (resp. k(g)) désigne une constante ne dépendant que de g et [K : Q)
(resp. de g), tel que, pour toute variété abélienne B définie sur K et K -isogéne d A,

on ait:
h(B) € H(A) et |h(B)—h(A)| <logH(A).

La comparaison entre les deux énoncés effectifs de comparaison des hauteurs des
variétés abéliennes isogénes — celui de Raynaud et cette proposition — est assez délicate
(cf. [M-W4], p.471). Indiquons seulement qu’aucun des deux n’implique l’autre.

3.1.2. Esquissons maintenant la preuve du théoréme 3.1. Outre le théoréme des
périodes, elle utilise I’énoncé suivant, d’intérét indépendant (cf. [M3], Matrix Lemma,
p.115, et [M-W3], lemma 8.6).

PROPOSITION 3.4. Pour toute variété abélienne A de dimension g > 1 sur un

corps de nombres K et tout fibré en droites L ample sur A, on a

1
L S p(A4,L,)7% < Clg) max(1, h(A) + }log x(4, L))
) a:;@p g gX

ot C(g) désigne une constante qui ne dépend que de g.

Une démonstration de cette proposition est présentée dans I’appendice C.

Soient donc A et B deux variétés abéliennes satisfaisant aux hypotheses du
théoréeme 3.1. Considérons une isogénie ¢ de A vers B et choisissons un plonge-
ment o de Q dans C. La preuve du théoréme 3.1 repose sur I’observation suivante:
si v est une période de A, et si (71,...,724) est une base du réseau des périodes de
Bo, alors ¥ := (7,71, .. .,7Y2¢) €st une période de la variété abélienne G := A x B9 et
la sous-variété abélienne G ) de Go est “non-triviale” (notamment # G). En effet,
si Dys :tsq, — tp, désigne la différentielle en 'origine de ¢, : A, — B,, il existe

(ni)1<i<2g € Z%9 tel que
29
Ds(v) = Zni Yis
i=1

et donc la composante neutre C' du groupe algébrique

29
{(m,xl,...,xgg) € A x B¥ | p(x) =anx,}

=1
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est une sous-variété abélienne propre de G telle que 5 € tc,.

Pour éviter des complications techniques sans grand intérét & ce stade, supposons
en outre que A et B soient simples et munies de polarisations principales définies par
des fibrés en droites amples L et M (i.e., § = 1; pour le cas général, voir [M-W4)).
Nous désignerons par Ci(g), Ca(g),... puis Cy4(g,d),... des constantes dans R% ne
dépendant que de g et de (g,d). La proposition 3.4, jointe & l'inégalité (2.3), montre
que pour tout vy € I'p, — {0}, on a

7l = Ci(9) (d max(1,h(B))~1/2.

Comme le covolume du réseau I'p, dans 'espace vectoriel hermitien (g, , |||z, ) vaut
1, le second théoréme de Minkowski montre alors que I' g, admet une base (i, .. ., Y2g)
telle que, pour tout s € {1,...,2¢g}

I7illas, < Ca(g) (d max(1, h(B))9~"/2.
Par ailleurs, Iinégalité (2.3) montre qu'il existe v € 'y, — {0} tel que
7z, < Cs(g).

Appliqué a la période ¥ de G définie par de tels choix des 7; et de v, et & la polarisation
principale de G définie par £ := L[x] M®?9, le théoréme des périodes montre que

X(G 3, L) < Ca(g, d) max(1, h(A),logdeg )% .
En effet,
29
7IZ, = IMZ, + > Il »
=1
et, d’apres (2.6) et (2.7),

h(G) = h(A) + 2g h(B)
< (29 + 1) h(A) + glogdeg ¢ .

Comme G & est incluse dans C, elle ne peut s’écrire comme le produit de sous-

variétés abéliennes de A et B29. Un raisonnement élémentaire (cf. [M-W4], Lemma

2.2) montre que cela entraine P'existence d’une isogénie 1) : A — B de degré au plus
X(G{;} ) L)Zg.
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Partant d’une isogénie ¢ : A — B, on en a ainsi construit une seconde ¢ : A — B,
telle que
deg®y < Cs(g,d) max(1, h(A),log deg p)C49) .

En considérant une isogénie de degré minimal, on obtient le théoréme 3.1.

3.2. Isogénies non polarisées et anneaux d’endomorphismes

Dans [M-W5-6], Masser et Wiistholz améliorent et complétent le théoreme 3.1.
En particulier, ils en établissent la version “non polarisée” suivante:

THEOREME 3.5. ([M-W6], Theorem II) Soient A et B deuz variétés abéliennes
de dimension g définies sur un corps de nombres K de degré d, et soit L un corps
extension de K. Si A et B sont L-isogénes, alors il existe une L-isogénie de A vers B
de degré au plus C(g, [K : Q]) max(1, h(A))*9), ot C(g, [K : Q]) (resp. k(g)) désigne
une constante ne dépendant que de g et [K : Q| (resp. de g).

Ils démontrent aussi le théoréme suivant, qui constitue une version effective du
théoreme de complete réductibilité de Poincaré pour les variétés abéliennes sur les

corps de nombres.

THEOREME 3.6. (]M-W6], Theorem I) Pour toute variété abélienne A de dimen-
sion g définie sur un corps de nombres K et tout corps L extension de K, il existe
des sous-variétés abéliennes Ai,..., Ay de A, définies et simples sur L, des entiers
strictement positifs e, ..., e, et une L-isogénie de A vers AT* X ... x At de degré
au plus C(g,[K : Q]) max(1,h(A))*9), ou C(g,[K : Q]) (resp. k(g)) désigne une
constante ne dépendant que de g et [K : Q] (resp. de g).

Ce théoréme est une conséquence formelle du précédent, mais les deux sont en
fait établis simultanément. Leur démonstration s’appuie, comme celle du théoreme
3.1, sur le théoreme des périodes, combiné avec ’astuce de Zahrin et des constructions
ingénieuses de géométrie des réseaux; elle fait aussi appel & une version quantitative
originale du théoréme de Jordan-Zassenhaus ([M-W6|; voir aussi [Z1] pour le role dans
ces questions du théoréme de Jordan-Zassenhaus).

3.2.2. Dans [M-W5-6], Masser et Wiistholz obtiennent aussi des bornes pour les
discriminants des anneaux d’endomorphismes des variétés abéliennes sur un corps de
nombres.
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Rappelons que si A est une variété abélienne sur un corps k, on note End; A
I'anneau des endomorphismes de A, Endg A la Q-algebre (Endy A) ® Q, et

Tr:End) A - Q
application trace (cf. [Mu2], §19). Un fibré en droites ample L sur A détermine une
involution de Rosati ¢ — ¢’ sur Endg A, puis un produit scalaire défini positif
(, )r:(End} A)? —~Q
(v, 9) — Tr(py)

(¢f. [Mu2], §20-21). On définit le discriminant de Endy A relativement & L comme
Dpr(Endg A) :=det((ti,t;)1)1<i<n »

ol (t1,...,tn) désigne une base quelconque du Z-module Endj, A.

Nous nous contenterons de citer le principal résultat de [M-WS5:

THEOREME 3.7. Pour toute variété abélienne A de dimension g sur un corps de
nombres K et tout fibré en droites ample L sur A,

Dy (Endk A) < C(g,[K : Q], deg;, A) max(1,h(A))~9,

ot C(g,[K : Q],deg; A) (resp. k(g)) désigne une constante ne dépendant que de g,
(K : Q] et deg;, A (resp. de g).

3.2.3. Le passage d’énoncés concernant des variétés abéliennes polarisées (tels que le
théoréme 3.1) & des versions indépendantes des polarisations (telles que le théoréme
3.5) conduit naturellement & la question suivante: peut-on majorer le plus petit degré
d’une polarisation d’une variété abélienne A de dimension g sur un corps de nombres
K par une expression de la forme C(g, [K : Q]) max(1, h(A))*(9)?

Dans un travail malheureusement non encore publié, Masser et Wiistholz ont
étudié cette question par des méthodes voisines de celles de [M-W6]. Ils montrent
qu’elle admet une réponse positive dans de nombreuses situations: par exemple,
lorsque g < 7, lorsque End(); A = Z, ou lorsque A est simple et g sans facteur carré
(IM4)).

Par ailleurs, en s’appuyant sur les résultats de [M-W6], ils ont établi dans [M-W?7]
des raffinements quantitatifs de la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes sur
un corps de nombres ([F], [Z2]).
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Signalons enfin que le théoréme 3.1 a été étendu aux variétés semi-abéliennes par
Yan [Y].

3.3. Propriétés galoisiennes des points d’ordre fini des courbes elliptiques

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. Pour tout entier
n, G := Gal(K/K) agit sur le sous-groupe E, des points de n-torsion de E(K). Si
n = { est premier, F; est un F,-vectoriel de dimension 2, et ’on dispose ainsi d’une

représentation naturelle
wr: G — GL(Ey).

Un célebre théoréme de Serre ([S2]; voir aussi [S1]) affirme que, si E n'a pas de
multiplication compleze sur K, alors ¢4(G) = GL(E;) dés que £ est suffisamment

grand.

Leurs bornes sur les isogénies entre courbes elliptiques et surfaces abéliennes ont
permis & Masser et Wiistholz d’obtenir une forme quantitative de cet énoncé ([M-
W2)):

THEOREME 3.8. Il eziste deuz constantes absolues c et v telles que, si E n’a pas
de multiplication compleze sur K, ¢o(G) contienne SL(E;) dés que

¢ > c(max([K : Q],h(E))”
et coincide donc avec GL(Ey) lorsque de plus £ ne divise pas le discriminant de K.

Une version effective du théoréme de Serre, de forme différente de celle de Masser
et Wiistholz, avait été indépendamment obtenue par Serre lui-méme ([S4]; voir aussi
[S2], p.308, et [S3], p.196, pour des résultats effectifs antérieurs).

Rappelons pour terminer que I’approche transcendante aux énoncés affirmant que

Gal(K/K) “agit beaucoup” sur les points de torsion de E(K) remonte aux articles
de Lang [Lg] et de Masser [M1].

4. COMPLEMENTS SUR LES VARIETES ABELIENNES ET LES FIL-
BRES VECTORIELS HERMITIENS

Cette section est consacrée & divers résultats, d’intérét indépendant, sur lesquels
reposera la preuve du théoréme des périodes exposée au 85.
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4.1. Un lemme de zéros

Les sous-variétés abéliennes dont l'existence est assurée par le théoreme des
périodes seront produites grace au résultat géométrique suivant, qui en ramenera la

construction a celle de sections de fibrés en droites “s’annulant beaucoup en certains
points”:

THEOREME 4.1. Soient A une variété abélienne de dimension g Sur un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle, L un fibré en droite ample sur A, s une
section réguliére non nulle de L sur A et S un sous-schéma de dimension 0 de A. Soit
en outre SH le sous-schéma (de dimension 0) de A défini comme l’image schématique
de S9 par le morphisme d’addition de A9 vers A.

Si s s’annule sur SB9, alors il existe une sous-variété abélienne B de A, distincte
de A, telle que

(4.1) {(p(S)) - degy, B < degy A,

ou p désigne le morphisme quotient de A vers A/B, p(S) limage schématique de S
par p et £(p(S)) sa longueur.

Les énoncés de ce type apparaissent dans la littérature “transcendante” sous
le nom de “lemmes de zéros”, et ont fait I'objet d’un exposé par Bertrand dans ce
séminaire [Bel], auquel on pourra se reporter pour une discussion et des références
détaillées (concernant notamment des travaux antérieurs de Masser et Wiistholz).
Signalons seulement que les lemmes de zéros de la forme ci-dessus ont été démontrés
en premier lieu par Philippon [P}, et que Nakamaye [N] et Denis [D] en ont récemment
obtenu de nouvelles variantes. Le Théoreme 4.1 peut s’établir en adaptant les
méthodes de ces derniers auteurs.

4.2. Sections des fibrés amples sur les schémas abéliens

Soient A une variété abélienne sur Q et L un fibré en droites ample symétrique
sur A. Supposons que A admette une bonne réduction potentielle et considérons un
corps de nombres K sur lequel A soit définie et admette bonne réduction. Il existe
alors un schéma abélien

m: A— S:=SpecOg

et un fibré en droite £ sur A qui constituent un modele'de A et L sur S. Le fibré en

! j.e., il existe un isomorphisme de Q-variétés abéliennes i : A = A@ et un isomor-

phisme de fibrés en droites sur A : ¢* EQT S L.
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droites £ peut étre muni d’une métrique hermitienne C*, invariante par conjugaison,
dont la forme de courbure est invariante par translation sur chacune des variétés
abéliennes complexes A,, 0 : K — C. On notera L le fibré en droites hermitien ainsi
défini. Sie: S — A désigne la section nulle, on peut en outre supposer qu’il existe

un isomorphisme de fibrés en droites hermitiens sur S
(4.2) e ~ Og

(remplacer si nécessaire £ par L&7* e* ZV). A isomorphisme isométrique pres, le fibré
en droites hermitien £ est caractérisé par ces conditions. De plus, £ est ample sur
A, et son image directe 7, £ est une fibré vectoriel de rang x(4, L) sur S qui admet
une structure hermitienne naturelle || ||;> définie comme suit: pour tout plongement
o : K — C et tout élément s de m, L ®, C ~ H°(A,,L,), on pose

2 _ 2 dulx
(4.3) 5], = /A o @I )

o

ol du désigne la mesure de Haar de masse totale 1 sur A,(C). On notera simplement
T« L le fibré vectoriel hermitien (m, £, || ||z2) sur S. Toute cette construction est

compatible, en un sens évident, aux extensions du corps de nombres K.

THEOREME 4.2. i) La hauteur sur A(Q) définie par le fibré en droites hermitien

L sur le modéle A de A coincide avec la hauteur de Néron- Tate associée ¢ L.

ii) Le fibré vectoriel hermitien 7. L est semi-stable de pente

(4.4) i(m L) = _% h(A) + i log x((2A7r,)§)

L’assertion i) découle par exemple de [Fa-W], I1.2, ou de [M-B2], I11.3.3 et II1.4.4.

En effet, £ satisfait au théoréme du cube en tant que fibré en droites hermitien sur

A.

Pour établir la semi-stabilité de . L, considérons le groupe de Mumford K (L),
c’est-a-dire le sous-groupe fini de A(@) formé des points z tel qu'il existe un isomor-
phisme de fibrés en droites sur A

(4.5) o L~L,

T

ou 7, désigne la translation y — x + y sur A. Les isomorphismes (4.5) déterminent
une représentation projective de K (L) sur H°(A,L). D’aprés Mumford [Mul], 81,
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Theorem 2, cette représentation est irréductible. Par ailleurs, grace & la Proposition
A.2, nous pouvons remplacer K par une extension de degré fini quelconque, et donc
supposer que les points de K (L) sont définis sur K. Si P € K(L), nous noterons
encore Tp le morphisme de A vers A qui induit 7p sur A = Ag. Comme L satisfait au
théoreme du cube, aprés avoir si nécessaire remplacé K par une extension de degré

fini, on voit que, pour tout P € K(L), il existe un isomorphisme isométrique de fibrés
en droites hermitiens sur A:

(4.6) hL="L.

Ces isomorphismes déterminent une représentation projective de K(L) dans le groupe
des automorphismes isométriques de 7, £, qui releve celle sur H°(A, L). La semi-
stabilité de m. £ découle alors de la proposition A.3, appliquée au groupe engendré
par 'image de cette représentation projective.

L’expression (4.4) pour la pente de m, £ a été établie lorsque x(A4,L) = 1 par
Moret-Bailly [M3], qui s’appuie sur les résultats de sa monographie [M1] et sur la
théorie des fonctions théta. Elle est prouvée en général dans [Bo2], (4.1.22), au
moyen du théoréme de Riemann-Roch arithmétique de Gillet-Soulé ([G-S]; voir aussi
'exposé & ce séminaire [Bol]).

Gréce aux travaux de Moret-Bailly [M-B1], le théoréme 4.2 peut s’étendre & la
situation o A n’admet pas bonne réduction. Nous renvoyons & [Bo2], 4.3.1-2 pour
des énoncés précis, et, pour éviter quelques lourdeurs, nous nous limitons dans cet
exposé au cas de bonne réduction.

L’assertion ii) du théoréme 4.2 nous permettra d’éviter, lors de la démonstration
du théoréme des périodes, le recours a la théorie classique des fonctions théta.
Soulignons toutefois le lien étroit entre cette assertion et cette théorie: 1'irréductibilité
de Paction du groupe K (L), sur laquelle repose la semi-stabilité de . L, constitue
aussi le coeur de la théorie algébrique des fonctions théta ([Mul]); quant & ’égalité
(4.4), c’est un avatar de 1’équation fonctionnelle de la fonction théta de Riemann,
qui montre que les Thetanullwerte définissent des formes modulaires de Siegel (cf.
[MB1,3]; rappelons qu’avec les notations du théoréme 4.2, si o est un plongement de
K dans C et 7 une matrice des périodes de A, associée & une base symplectique con-
venable de H;(A,,Z), le vectoriel complexe 7. L, se décrit naturellement en termes
de Thetanullwerte de 7, tandis que ’évaluation en 7 d’une forme modulaire de Siegel
de poids k définit un élément de la droite vectorielle wfi’/“ Spec Ox.0):
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4.3. Pentes et morphismes de fibrés vectoriels hermitiens

4.3.1. Soient K un corps de nombres, E, F deux fibrés vectoriels hermitiens de rang
non nul sur SpecOk, et ¢ : E — F un morphisme non nul de Og-modules. Pour
tout plongement o : K — C, soit ||¢||» la norme de I’application ¢, entre les espaces
vectoriels complexes hermitiens E, et F,.

L’énoncé suivant découle aisément de la définition des polygones canoniques et

des pentes des fibrés vectoriels hermitiens (c¢f. Appendice A.1):

PROPOSITION 4.3. 1) Si ok : Ex — Fk est injective, alors
4.7 max (F) < Hmax log ||¢|lo -
(4.7) Amax (B) < Amax (F) [K@la;c [

2) Si ox : Ex — Fk est surjective, alors

. Amin E min F 1 o
(48) fimin (B) < min (F) [K a a;Cognson

et

- — —_— ~ —_— I'gF‘“ 1
(4.9) Pmax (F') < deg,, F' = (rg F' — 1) [imin (E) + &qQ Z log [|¢llo -
' o:K—C

4.3.2. Dans la pratique, il est utile de disposer d’une généralisation de la proposi-
tion précédente, dans laquelle ce n’est pas le fibré vectoriel F' qui est équipé d’une
structure hermitienne, mais seulement chacun des sous-quotients successifs associés
a une filtration de F. (De telles données ont déja été considérées, dans un contexte
analogue, par L. Lafforgue [L].)

Soient donc E = (E, || ||) un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok et F un fibré
vectoriel sur Spec Ok . Soit en outre

F=FNDFN_13...DF13F0=O

une filtration de F' par des sous-fibrés vectoriels, i.e. par des sous-Og-modules tels
que chacun des quotient G; := F;/F;_1,i=1,..., N, soit sans torsion, et soit || ||; une
structure hermitienne sur G;, i = 1,..., N. On note G; le fibré vectoriel hermitien
(Gs, |l 11:) et ¢; Papplication composée

¢ Y F) 5 F,— Fi/Fi_1 =G;.
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Si o est un plongement de K dans C, on note enfin ||¢;||, la norme de Papplication
¢i,o entre les espaces vectoriels complexes hermitiens (¢~ (F}),, || ||) et Gi .

L’énoncé suivant se déduit alors de la Proposition 4.3, 1):

PROPOSITION 4.4. Si ok : Ex — Fk est injective, alors

(4.10)
N

degn (F) S Z(rg Sa—l(Fz) —Ig w—l(Fi—l)) <ﬁmax(—G- [K Q] Z 10g ”‘Pz”o) .
=1 o:K—C

Lors des applications de la proposition 4.4, la filtration (Fi)o<i<n est souvent
construite a partir d’une suite

F=FNPX3 pN-1 _, . pilisipi-l . _,pl P, p0_g

de morphismes surjectifs (p;)o<i<n—1 entre des Ox-modules projectifs de type fini
(F*)o<i<n: on considére les morphismes composés ¢; : FV — F* définis par gy = id
et g1 = pi—10¢ (1 <i < N), et 'on pose F; = kerqny_;. Le sous-quotient G;
s'identifie alors & ker py—; (1 < i < N), ¢~!(F;) coincide avec ker gy _; 0 ¢ et ; avec
la restriction de gy —;+1 © .

5. ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME DES PE-
RIODES

5.1. De la proposition clé au théoréme des périodes

5.1.1. Soient A une variété abélienne de dimension g > 2 définie sur un corps de
nombres K et L un fibré en droites ample symétrique sur A. Ces données permettent
de définir la hauteur h(F) d’un sous-vectoriel F' du K-vectoriel ¢4 de la maniere
suivante.

Soit K’ une extension de degré fini de K sur laquelle A admette réduction semi-
stable, et soient 7 : A — Spec Ok un modele semi-abélien de A et € : Spec O — A
sa section nulle. Le Ok -module projectif de type fini

ta=¢" TA/ Spec O 1
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admet une structure hermitienne naturelle, définie par les métriques || ||, , o décrivant
les plongements de K’ dans C (¢f. 2.1.2). On peut alors considérer le fibré vectoriel
hermitien F sur Spec Ok défini par le Ok:-module F :=t4 N (F ®x K') muni des

restrictions de ces métriques, puis poser:

h(F) = —deg, F.

C’est un réel indépendant des choix de K’ et A et, pour toute extension K" de degré
fini de K, on définit de méme la hauteur d’un sous-vectoriel F' du K"-vectoriel t4,,, .

5.1.2. Nous pouvons maintenant formuler I’énoncé technique qui se trouve au cceur
de la démonstration du théoréme des périodes (cf. [M-W3], §9). Pour nous y référer

commodément, nous ’appellerons “proposition clé”.

PROPOSITION 5.1. Soient K' une extension de degré fini de K, W un hyperplan
du K'-vectoriel t Agr» 00 un plongement de K " dans C et vy un élément non nul de
T Agy N We,. Posons

d=[K:Q],

h = max(1, h(A),logdeg; A, h(W)),

et

r = max(1, |ll%,,).-

1l existe une sous-variété abélienne non-nulle B de A, telle que

(5.1) tp C Wo,
et
(5.2) deg;, B < C(g) max(degy A hrd)9!

ot C(g) désigne une constante ne dépendant que de g.
Indiquons rapidement comment le théoréme des périodes se dérive de cette propo-
sition.

Tout d’abord, on en déduit la variante suivante. Soit (A(g))g>2 une suite de réels
telle que A(2) > 1 et que, pour tout g > 3, A(g) > g — 1+ (49 — 3) A\(g — 1). Par
exemple A(g) = 497! ¢! convient.
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PROPOSITION 5.2. Avec les notations de la proposition 5.1, il existe une sous-
variété abélienne B de A,, telle que

(53) tB - Wao )

(5.4) Y€t

et

(5.5) deg;, B < C’'(g) max(deg,, A, hrd)N9)

ot C(g) désigne une constante ne dépendant que de g.

On remarquera que l'information “qualitative” donnée par les relations (5.3) et
(5.4) implique A elle seule que t4 ( st le plus petit sous-vectoriel de ¢ A, défini sur

K, comme D’affirme le théoréme du sous-groupe analytique de Wiistholz (c¢f. 2.3.1).

La proposition 5.2 se démontre par récurrence sur la dimension g de A. Si
g = 2, elle découle immédiatement de la proposition 5.1. Lorsque g > 2, soit By
la sous-variété abélienne produite par le lemme 1. Si y € tg,, la proposition 5.2
est démontrée. Sinon, on considére la sous-variété abélienne By complémentaire
orthogonal? de By dans Ay, relativement & L,,. Les variétés abéliennes By et B(-)L
sont définies sur un corps de nombres de degré controlé (Proposition A.2). De plus,
comme dimBg < dimA (car By # 0), on peut par récurrence appliquer la proposition
5.2 & By, & sa période définie comme la projection orthogonale de x(Bo, L)? y sur t BE
et & I’hyperplan W,, Nt BE (qui est défini sur un corps de nombres). On obtient ainsi
une sous-variété abélienne B; de By, et I’on peut vérifier que B = By + B satisfait
aux conclusions de la proposition 5.2 (¢f. [M-W3], pp.451-452 pour les détails).

La dérivation du théoréme des périodes & partir de la proposition 5.2 fait appel
aux résultats suivants:

PROPOSITION 5.3. i) Pour toute sous-variété-abélienne B de Ag) on a

(5.6) h(tg) < Cs(g) max(1,h(A),logdeg; A,logdeg; B),

2 Si PLg, - Asy — 2,0 désigne la polarisation définie par L,, et ' : A\,,O — Eo
le morphisme dual & linclusion i : By — A,,, By est défini comme la composante
neutre du noyau de ‘i o ¢r,, .
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ot C3(g) désigne une constante dans RY ne dépendant que de g.
ii) Pour toute extension K' de degré fini de K et tout sous-vectoriel F de t K

(5.7) h(F) 2 —Cy(g) max(1, h(A),log deg,, A),

ot Cy(g) désigne une constante dans R} ne dépendant que de g.

Dans la suite, nous noterons Cj(g),Ce(g),... des constantes dans R% ne

dépendant que de g.

L’assertion i) de la proposition 5.3 est une variante intrinseque du “Tangent Space
Lemma” de [M-W3], §8. Nous en donnons une démonstration dans I’appendice D.
L’assertion ii) est équivalente & une majoration de la forme

ﬁmax(zA) < Cs(g) max(1, h(A),log deg; A)
et sera établie au §5.3.4.

Plagons-nous sous les hypothéses du théoréme des périodes. Pour le démontrer,
nous pouvons supposer que la codimension ¢ de A,y dans A, est non nulle. La
proposition 5.3 appliquée & la sous-variété abélienne Ay, de A, et la proposition B.5
montrent alors qu’il existe une extension de degré fini K’ de K et un prolongement

09 : K’ — C de o tel que

et que, si 'on pose
h; = max(1, h(A),logdeg; A, h(W))),

alors on ait:

max h; < Cg(g) max(1, h(A),logdeg;, A logdeg; Agyy).

1<i<c

La proposition 5.2 appliquée a la période + et & chacun des hyperplans W; fournit
alors des sous-variétés abéliennes B; de A, telles que, pour tout i € {1,...,c},

degy, B; < C3(g9) max(deg; A,h;dr)*9

N 2 . < ,
ou r = max(L,||v[|Z,), et que A,y soit la composante neutre de ,ﬂl B;. Le degré
=

de A(,} est donc majoré par le produit des degrés des B; (voir par exemple [M-W3]
Lemma 1.2), et ’on obtient ainsi

degy, Agyy <
C7(g) max(deg;, A, max(1, h(A),drlog(deg;, A),drlog(deg;, A{W}))(g”l))‘(g).
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Quitte a accroitre I’exposant, on peut éliminer le terme logarithmique log(deg; Ay,})
du membre de droite de cette inégalité. Ainsi, pour tout choix de K > 3(g — 1) A(g),
on obtient la majoration suivante, qui établit le théoreme des périodes:

(5.8) deg; Agyy < Cs(g) max(deg; A,h(A),d, ||'y||%a)".

5.2. Démonstration de la proposition clé: le lemme des zéros

Plagons-nous sous les hypotheses de la proposition clé. Pour 1'établir, nous pou-
vons supposer que vy est primitif, i.e., qu'il ne peut s’écrire ny’ o n € N, n > 1, et
v el Agq*

Pour tout point @ de A,,(C) et tout ¢ € N, nous noterons V(Q, W, 1) le “voisi-
nage infinitésimal d’ordre i de Q le long de W,,”, défini ainsi: si i = 0, V(Q, Wy, 1)
est le sous-schéma réduit de A,, défini par Q; si @ =0et i =1, V(0,Ws,,1) est le
sous-schéma de longueur g du voisinage infinitésimal d’ordre 1 de 0 défini par W, ; en
général, V(Q, W,,,1) est I'image schématique de {Q} x V (0, W, 1)* par 'application
somme de A%t vers As,. Si (Xi,..., Xy-1) désigne une base des champs de vecteurs
invariants par translation sur A, dont la valeur en 0 appartient & W, V(Q, Wo,, 1)
peut encore étre décrit comme le sous-schéma de support @ de A,, dont le faisceau
d’idéaux Z est défini par

FET o (V0L dg-1) ENITL G4 41 <i= XD X0T £(Q)=0).

La premiére étape de la preuve de la proposition clé consiste a établir I’énoncé
suivant, qui illustre ce qu’on appelle en transcendance la “méthode de Baker”.

LEMME 5.4. Soit D, M et N trois entiers > 2 et soient

Pi=expy, (—7\7) (€ Ay (C))
et
N-1
T :=V(0,Wso, 29 MU | ) V(iP,Woo,gM).
=0

Il eziste une constante Co(g) € R telles que, siles conditions suivantes sont réalisées:
M > Co(g) Dr,
(5.9) D9 deg; A > Co(g) M9™1

M? > Cy(g) N Ddr(D+ M h +logN)
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alors le morphisme de restriction
(5.10) H°(Ago, LEP) — HY(T, LEP)
n’est pas injectif.

Nous montrerons ce lemme au §5.3 en nous appuyant sur la proposition 4.4.

Le lemme des zéros 4.1, appliqué & la variété abélienne A,, muni du fibré ample
L3P et au sous-schéma

N-1
S=J VGEP,W,, M)
i=0
donne alors:

COROLLAIRE 5.5. Si les conditions (5.9) sont satisfaites, il existe une sous-

variété abélienne B de A,,, de codimension ¢ > 0, telle que
(5.11) £(p(S)) deg;, B < D degy A,
ou p désigne l’application quotient de Ay, vers A,,/B.
Observons que, si B = 0, la majoration (5.11) devient
£(S) < DY deg; A

et que

— g9-1
e(S)=N<g 1+M>>N M

g—1 (g1

Par ailleurs, si tg ¢ W,,, alors p(S) contient le voisinage infinitésimal d’ordre M de

0 dans A,,/B, et donc
c+M Me
s> (M) 2 2

c!

Enfin, si tg C W,,, p(S) contient le voisinage infinitésimal d’ordre M de 0 le long
d’un hyperplan de ¢ A,,/B €t donc
-1 c—1
R ( +M) > M

c—1 _(c—l)!;
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la majoration (5.11) donne alors

—1)!
deg;, B < (fm—l) D* deg, A.

On obtient ainsi:

LEMME 5.6. Il existe des constantes Cio(g) et C11(g) dans R% tel que, avec les
notations du corollaire 5.5, les conditions

(5.12) N M9 > Cyo(g9) DY deg; A
et

(5.13) M 2> Cro(g) D deg, A
impliquent

B#0 et tgCW,
et

(5.14) x(B,L) < C11(g) D degy, A.

On obtient finalement la proposition clé en observant que les conditions (5.9),
(5.12) et (5.13) sont compatibles et peuvent étre satisfaites avec N ne dépendant que
de g et avec, comme valeurs de D et M, les parties entieres de

D* = 6(g) (deg; A)~! max(deg; A, hrd)I~"
et
M* = p(g) (degy, A)~" max(deg, A,hrd)?,

ou 8(g) et u(g) ne dépendent que de g.

5.3. Démonstration de la proposition clé: la méthode de Baker

Cette section est consacrée a la preuve du lemme 5.4. Pour simplifier, nous nous
limiterons au cas ou la variété abélienne A admet bonne réduction potentielle. La
démonstration peut en fait s’étendre au cas général au moyen de la généralisation de la

proposition 4.2, reposant sur les travaux de Moret-Bailly, que nous avons mentionnée
ala fin du §4.2.
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5.3.1. Reprenons donc les notations de la proposition clé et du lemme 5.4, et sup-
posons que A admette bonne réduction potentielle. Nous pouvons supposer que K’
est suffisamment grand pour que Ak ait bonne réduction et que P soit défini sur K’.
Soit alors 7 : A — Spec Ok un schéma abélien et £ un fibré en droites hermitien sur
A, qui constituent des modeles de A et L comme en 4.2. Pour tout (n,i) € N2, nous
noterons €, p la section de 7 définie par nP et V(nP, W, 1) la fermeture schématique
dans A du voisinage infinitésimal d’ordre 7 de nP le long de W. Enfin, nous poserons

E=mTL%"
(cf. 4.2) et
N-1
D D
(5.15) F=7T*(£‘|§’/(o,w,ng))69 @ ”*(cﬁi(iP,W,gM))’
i=1

(on a noté Lyy(..) pour L&®p, Oy.)). La restriction des sections de L8P sur A aux
sous-schémas V(n, P, W, i) définit un morphisme de O -modules

(5.16) p:E— F.
Par construction, le morphisme de C-vectoriels
Pao : Eoq — Fo

s’identifie a I'application (5.10). L’injectivité de cette derniére est donc équivalente &
celle de
vk Ex — Fg .

Nous allons utiliser la proposition 4.4 pour obtenir une condition suffisante de
non-injectivité de ¢g. Pour cela, il nous faut préciser une filtration de F et des
structures hermitiennes sur les sous-quotients associés. Nous allons définir celle-13 au
moyen d’une suite de morphismes surjectifs de Ox-modules, de la facon décrite & la
fin du §4.3.

Nous posons donc

(5.17) F° = {0}
(5.18) Fk+l — ”*(cﬁ;[()o,w,k)) pour k € {0,...,2gM},
N-1
2gM+2+¢ D
(5.19) F2oM+2+t _ W*(Lﬁ;(o,WJgM))@ @ ”*(Lﬁ;?ip,w,e)) pour £ € {0,...,gM}.
i=1
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Ainsi F39M+2 — F et 'on dispose de morphismes “de restriction” surjectifs évidents
pi: F**1 — F¢ pour i € {0,...,3gM + 1}. On pose de plus

N =3gM +2,
gy =1idF
et, pour tout ¢ € {0,...,N — 1},
¢ =pio...opy_1: F— F*.
On définit enfin une filtration
(5.20) Frb={0chC...CFy=F

par
F; =kerqpn—; .

Le sous-quotient Gar—x := Fy_k/Fn—k—1 s'identifie alors & kerpg, et donc,
d’apres la lissité de A sur Ok, &

\%
(5.21) e LEP@SF W sike{o,...,2gM}

et a
N-1 v

(5.22) P pLPRS'W sik=2gM+1+¢ avecle{0,...,gM},
i=1

ou, conformément a la notation introduite en 5.1.1, W désigne le Og-module t 4, "W
Ce module admet en fait une structure naturelle de fibré vectoriel hermitien W
déterminée par les “formes de Riemann” des L, (c¢f. 5.1.1). Les structures her-
mitiennes sur £ et W déterminent, par passage au dual, puissances tensorielle et
symétrique®, produit tensoriel et somme directe, des métriques hermitiennes sur les
Ok-modules (5.21) et (5.22), et donc sur les sous-quotients G;, 7 € {1,...,N'}. Nous

noterons G; les fibrés vectoriels hermitiens ainsi définis.
5.3.2. Soit, pour tout i € {1,...,N},

Qi =qn-it10¢: 9 (F) =kerqnv_; — G; = kerpy—; .

3 Nous utilisons la convention décrite en A.4 pour la structure hermitienne d’une

puissance symétrique.
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D’apres la proposition 4.4, pour établir la non-injectivité de ¢ i lorsque des conditions
de la forme (5.9) sont satisfaites, il suffit de montrer que, sous cette derniere hypothese,

si wi est injective, alors

(5.23)

o N

deg, E> Y (rgp™ (F) — 189~ (Fi-1)) (umax(G Z log Il%lla> :
i=1 o:K'—C

Pour cela, nous allons évaluer les divers termes qui apparaissent dans cette

inégalité, en supposant ¢k injective.

La valeur de son membre de gauche est fournie par les expressions (2.2) et (4.2)
du rang et de la pente de E:

(5.24) deg, E = DI x(4, L) (_% () + 3 1og Dgégrf)x;z;>> |

La majoration de son membre de droite va reposer sur les deux lemmes suivants,

dont nous esquissons plus loin les démonstrations.

LEMME 5.7. Il existe une constante C(g) dans R telle que, pour tout n € N,

\%

(5.25) Bmax(S™ W) < Cia(g) nh

Pour tout plongement o : K’ — C, posons p, = min(1, p(A4,, L,)).

LEMME 5.8. Il eziste des constantes C13(g) et C14(g9) dans R telles que, pour
tout plongement o : K' — C et tout k € {0,..., N — 1}:

e sike{0,...,2gM}, alors
2 g (k + g) 7rD‘;;2 ~—2(k+g)
(5.26) lon—klls <779 x(A, L) —57€" " p; ;
o sik=29gM +1+¢ avec £ € {0,...,gM}, alors
_ ¢l + ~
620 llew-el2 < N = a9 x(a, 1) EEE 07 5oater),

o sik=2gM+1+¢ avec £ € {0,...,gM}, si o et gg coincident sur le corps de
définition de P et si M > C13(g) D||'y||fo,

~, 2
) (L4 9) PPe o) B —

(5:28)  lloa—lls < (N = D)7 x(4, L) — o py2E+9)
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Comme les points ¢ P sont de torsion, leur hauteur de Néron-Tate relativement &
L est nulle, et donc, d’apres la proposition 4.2, i),

(ie\gn E;p Z®D =0.
Les relations (A.2) et (A.3) jointes & la majoration (5.25) donnent alors:

(5.29) fimax(Gn—k) < Cis(9) kh sik€{0,...,2gM}

(5.30)  Fimax(Gan—k) < Ci6(g)Lh sik=2gM +1+4, avec £ € {0,...,gM}.

Par ailleurs, comme ¢ est injective, on a

(5.31) ¢ (F) —rgp~ (Fi1) <18Gi,
tandis que
k -2
(5.32) rgGN_k=< —532 ) sik €{0,...,2gM},
L+g—2

(5.33) r1gGn—k = (N -1) ( ) sik=2gM+1+¢, avec£ € {0,...,gM}.

g—2
De plus, comme Fypr41 est le noyau de
D
QgM+1 * Tx Lo — “*(ﬁﬁ;(o,w,ng))’

il vient:

2gM + g —1
(5.34) rg Fope1 > DIX(A, L) — ( g¥ T ) .

g-—1

Enfin, les majorations (5.26) et la proposition 3.4 montrent que, si
k€ {0,...,2gM}, alors

1

(5.35) T

> logllen—klle < Crr(g) (D + (k + 1)h).
K'—C
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De méme, comme le degré sur Q du corps de définition de P, qui est un point
de N-torsion de A, est au plus égal & N29d, on déduit de (5.26) et (5.27), que si
k=29M +1+{avec £ € {0,...,gM}, alors

(5.36)

LS g llonille < Csle) (D + (04 Dh-+log N) — s Cra(g)
[K':Q] &= T 2N?%d Div|?”
pourvu que

(5.37) M > Ci3(9) Dr.

Les inégalités (5.29-34) montrent alors que, si la condition (5.37) est satisfaite,
le membre de droite de (5.23) est majoré par

29M
el Y (“1957) 0+ G+ 0m + Cuala) (V-1
k=0

M et g-2
Z( 932 )(D+(e+1)h+1og1v)
£=0

- %CM(Q) (N-1) [Dgx(A,L)— <2gM+g_l>] =

g—1 N29Ddr’
donc par
Cio(g) NM9~Y (D + M h +1log N)—
M2
_ g - Pl
(5.38) C20(9) (N = 1) [D? x(A, L) = Car(9) M~ N29Ddr

Si nous supposons que N > 2 et que
1
(5.39) DI X(A,L) 2 5 Calg) Mo,

(5.38) est & son tour majoré par

M?
g — R
023(9) ND X(A,L) (D +Mh+ logN 024(9) N29Dd7‘) .

Comme, d’aprés (5.24), le membre de gauche de (5.23) est minoré par —3 h D9
X(A, L), nous obtenons que (5.23) est alors satisfaite dés que

(5.40) M? > Co5(9) N¥ Ddr(D+ Mh +1logN).
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Cela termine la preuve du lemme 5.4, puisque (5.9) est la conjonction de (5.37), (5.39)
et (5.40).

5.3.3. Donnons quelques indications sur la preuve du lemme 5.8. Les majorations
(5.26) et (5.27) sont des avatars des inégalités de Cauchy. On les obtient par exemple
en considérant une trivialisation du fibré en droites holomorphe exp} L, compati-
ble avec la structure hermitienne || ||, de Lo, c’est-a-dire satisfaisant a la condition
suivante: si s est une section de L, sur un ouvert  de A,(C) et f est la fonc-
tion holomorphe sur exp;i (2) que lui associe cette trivialisation, on a, pour tout
2 € exp;) (),

_ 2
Is(expa, 2)llo = e~ F1¥E0 | £(2)].

La majoration (5.28), qui joue un role central dans la preuve de la proposition clé,
est plus subtile: elle affirme qu’une section s de L®P qui admet un zéro de multiplicité
2gM le long de W, en l'origine est “trés petite” ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre
gM le long de W, en des points de la forme exp4_ (&). Si h est la fonction entiére
sur t4, définie par s grice & une trivialisation compatible de L, la majoration (5.28)
découle des calculs conduisant & (5.26) et (5.27) et d’une forme convenable du lemme

de Schwarz appliquée aux fonctions entiéres d'une variable complexe w définies par
w(z) =Dh(z7),

ot D est le composé d’au plus gM dérivations le long de W,; le point crucial est que
ces fonctions w ont un zéro d’ordre au moins gM en tout point entier.

Les conditions d’annulation sur des schémas non réduits tels que V(iP, W, n) et

Pemploi du lemme de Schwarz sont caractéristiques de la méthode de Baker.

5.3.4. Pour établir le lemme 5.7, il suffit d’apres la proposition A.4 de montrer que
v
(5.41) fimax (W) < C26(g) h -
La preuve de (5.41) repose sur l'existence d’un morphisme de O k-modules
2 \
¥ (m LB3)? o 1y,

avatar intrinséque des “crochets” et des “dérivées de Shimura” qui interviennent dans
[Dal,2] et [M-W3] (voir aussi [Sh]).
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Si s; et s sont deux sections régulieres de L£®3 sur A, telles s; # 0, le
quotient s;/sz est une fonction méromorphe sur A, qui admet une différentielle
d(s1/s2), section méromorphe de QY /Spec 0, - Lia section méromorphe 592 d(s,/s2)
de L®0 ® 9}4 /Spec 0., €St réguliere sur A. On définit ainsi un morphisme bilinéaire

de Og/-modules:
[]:ma £%° x m, L8 - m, (L2°® Q-%‘t/Spec Ox/) .

Le morphisme X est alors défini en composant [-, -] avec le morphisme de restriction
a la section nulle

N
Tx (£®6 ® Q}fl/ Spec (’)K/) - 68 (‘C®6 ® Q.}4/ Spec OK;) ~tq .

Vv \%
Notons p = t 4—F le morphisme dual 4 I'inclusion de F dans t 4. Comme L®3 est

tres ample sur A, X k- est surjectif. Il en va donc de méme de (poX)k . La majoration
(5.41) découle alors de la proposition 4.3, ii), (4.9), appliquée au morphisme po £

\%
entre les fibrés vectoriels hermitiens (. ® )®2 et F. En effet, la proposition 4.2, ii),

)

appliquée au fibré en droites £ s ® % sur A X0, A montre que

—-®3

~ 1
Fimin(7. %)) = —h(4) + 5 log X(4,1) + S 1og =,

2
tandis qu’une variante des majorations (5.26), et la proposition 3.4 donnent:

1

"rg 2 '8IEl, < Crrlg)max(1, h(4), log x(4, L).

o:K'—-C

Un argument analogue, mais plus simple, établit aussi la majoration
Bmax(ta) < Caa(g) max(1, h(A),logdeg; A)

(appliquer (4.8) & ¥). Cela démontre 1’assertion ii) de la proposition 5.3.
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APPENDICES
A. Fibrés vectoriels hermitiens, degré d’Arakelov et polygones canoniques

A.1. Soit X un schéma sur Z, dont la fibre générique Xy est lisse. Un fibré vectoriel
hermitien E sur X est une paire (E, || ||) formée d’un faisceau de Ox-modules locale-
ment libres de rang fini F sur X et d’'une métrique hermitienne C'*°, invariante par
conjugaison, sur le fibré vectoriel holomorphe E(C) sur X(C).

On définit de facon évidente la somme directe E®E , le produit tensoriel EQE,
\2

le dual E et le déterminant detE de tels fibrés vectoriels hermitiens sur X, ainsi que
leur image inverse par un morphisme de Z-schémas f : Y — X de fibres génériques
lisses: f*E est le Oy-module f* E sur Y muni de la métrique hermitienne qui rend
isométriques les isomorphismes (f* E); ~ E¢(g), € Y(C).

Le rang d’un fibré vectoriel F est noté rg E. Un fibré en droites hermitien est un
fibré vectoriel hermitien de rang 1.

Soit K un corps de nombres, Ok son anneau d’entiers, et S = SpecOg. Les
points complexes du Z-schéma S ne sont autres que les plongements o : K — C. Si &
est un S-schéma dont la fibre générique Xk est lisse, la variété holomorphe des points
X(C) de X vu comme Z-schéma s’écrit comme la réunion disjointe Mo X;(C) et la

donnée d’une structure hermitienne sur un fibré vectoriel E sur X n’est autre que celle
de métriques hermitiennes C™, invariantes par conjugaison, sur les fibrés vectoriels
holomorphes E,(C) sur X,(C), 0 : K — C.

En particulier, un fibré vectoriel FE hermitien sur S n’est autre que la donnée d'un
Ox-module projectif de type fini et de métriques hermitiennes || ||,, invariantes par
conjugaison, sur les espaces vectoriels complexes E,, o : K — C. La donnée de ces
métriques équivaut & son tour & celle d’une structure euclidienne (resp. hermitienne)

sur le complété de E & chaque place archimédienne réelle (resp. complexe) de K.

A.2. Soit donc E un tel fibré vectoriel hermitien sur ’anneau des entiers d’un corps
de nombres K. Lorsque rg E = 1, le degré d’Arakelov de F est défini par ’égalité

deg E = log #(E/Ok s) — Z log ||slls

o:K—-C

ol s désigne un élément non nul quelconque de E; cette expression est en effet
indépendante de s, en conséquence de la formule du produit (cf. [W], [A], [Sz1]).
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En général, on définit le degré d’Arakelov de E comme
Eég E .= (Te\gdetE,
puis son degré d’Arakelov normalisé
deg,E:=[K :Q'deg E,
et, lorsque E # 0, sa pente (normalisée)
A(E):=(K:QgE) " deg E.

Si L est une extension de degré fini de K, d’anneau d’entiers Op, et si f :
Spec O, — Spec Ok est le morphisme déterminé par I'inclusion O C Oy, il vient:

A.3. Supposons F # 0. Si F est un sous-Og-module de E, les restrictions des
métriques hermitiennes sur les E, font de F un fibré vectoriel hermitien F sur
Spec Ok . Les degrés d’Arakelov de ces sous-modules sont bornés et I’'on peut con-
sidérer ’enveloppe convexe fermée dans R? des points de la forme (rg F, (Te\gn F). 1l
existe une fonction concave

Pz :[0,1gE] - R,

affine sur chaque segment [ —1,3], ¢ € {1,...,rg E}, telle que cette enveloppe convexe
coincide avec le “sous-graphe” de Py

{(z,y) €[0,rg E] xR | y < Pz (2)}.

On a
Pz(0)=0 , Pg(rgE)=deg,E,
et, pour tout 7 € {1,...,rg E}, 'on définit la i-éme pente de E comme
C’est une suite décroissante de réels, de somme cTe\gn E. Lorsque K = Q,

exp(—7i;(E)) est un avatar du i-me minimum du réseau E dans Pespace vectoriel
euclidien (Eg, || ||)-
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On pose enfin:
ﬁmax(E) = (E) et ﬁmin(E) = ﬁrgE (E) :

Le graphe de Pj est le polygone canonique de E. 1l a été introduit par Stuhler
[St] et Grayson [Gr], qui se sont inspirés d’une construction analogue concernant les
fibrés vectoriels sur les courbes projectives lisses, due & Harder et Narasimhan [H-N].
Le phénomene remarquable mis en évidence par ces auteurs est que, grace a Pg, on

peut munir E d’une filtration canoniquement déterminée par E:

PROPOSITION A.1. ([St], [Gr]) Soient i) < ... < ix_; les points de discontinuité
de P’E dans |0,1g F[. Pour chaque j € {1,...,k — 1}, il existe un unique sous-O-
module E; de rang i; dans E tel que

Py (ij) = deg, E; .

Les quotients E/E; sont sans torsion, et l'on a

EiCEy,C...CEx_1.

La filtration strictement croissante
Ec=0CE,Cc...CEy_1CE,:=F

ainsi définie est la filtration de Harder-Narasimhan-Stuhler-Grayson (ou plus briéve-
ment, la filtration canonique) de E.

On dit que le fibré vectoriel hermitien E est semi-stable lorsque son polygone
canonique est un segment, i.e., lorsque fimax(E) = fmin(E) (= (E)). Les modules
projectifs de type fini E;/F;_;, munis de la structure hermitienne quotient de celle
de E, sont semi-stables, et leurs pentes forment une suite strictement décroissante.
Ces propriétés caractérisent en fait la filtration canonique de E.

A.4. Les énoncés suivants se déduisent de la propriété d’unicité des sous-modules
apparaissant dans la filtration canonique.

PROPOSITION A.2. Soient L une extension de degré fini de K, O, son anneau
d’entiers, et f : Spec O, — Spec Ok le morphisme défini par linclusion O C O,.
Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok de filtration canonique (Ei)o<i<k,
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alors le fibré vectoriel hermitien f* E admet (f* E;)o<i<k comme filtration canonigque.

En particulier,

et, pour tout i € {1,...,rg E},

i (f*E) = (E).

PROPOSITION A.3. S’il existe un groupe d’automorphismes isométriques de E,
agissant de facon wrréductible sur Ex, alors E est semi-stable.

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Og. Pour tout entier naturel k,
nous noterons S* F le fibré vectoriel hermitien défini par la puissance symétrique
S* E muni de la structure hermitienne quotient de la structure hermitienne sur E®*,
puissance tensorielle de celle sur E.# En s’appuyant sur les résultats de Zhang [Zh],

on peut établir les propositions suivantes:

PROPOSITION A.4. Pour tout k € N, on a

(A.1) fimax(S* E) < k(Bmax(E) + C(1g E)) ,
ot C(rg E) désigne une constante fonction du seul rang de E.

PROPOSITION A.5. Pour tout sous-Og-module F' de E tel que E/F soit un
Ok -module sans torsion de rang r > 1, il existe une extension de degré fini L de
K telle que, en notant f : Spec Oy — Spec Ok le morphisme défini par inclusion
Ok — Oy, on puisse trouver des sous-fibrés vectoriels Wy,...,W, de f* E de rang

rg E — 1 vérifiant les conditions suivantes:

f*E/W; est sans torsion (1<1i<r)
T
F=n W,
=1
et

deg, E — deg, F < > _(deg, E — deg, W) + C(r),
=1

4 Ainsi, pour tout v € E et tout plongement o : K — C, on a lv*l| g5, = ||v||’°E .
) ,o

On prendra garde que cette définition de la structure hermitienne d’une puissance
symétrique differe d'un facteur k! de celle introduite dans EVT, V, p.30.
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ou C(r) désigne une constante ne dépendant que de r.

Comme plus haut, on a noté F (resp. W;) le fibré hermitien défini par F' (resp.
W;) muni de la restriction de la structure hermitienne de E (resp. f*E).

Enfin, si L est un fibré en droites hermitien et E, E1, ..., Ey des fibrés vectoriels
hermitiens non nuls sur Spec Ok, on établit aisément les relations:

(A.2) A(L®F) =deg,(I)+m(E), 1<i<rgE
A3 s (& E i (E

( . ) HMmax ifl i ] = lglf'st Nmax( 11)»

et

Ad i (& F) = min G (E

(A.4) Kmin f_?l i = 1lsnilan Pimin (E3) -

B. Quelques énoncés de finitude

Nous rappelons ci-dessous quelques énoncés de finitude “bien connus” concer-
nant les variétés abéliennes, leurs morphismes, leurs polarisations et leurs corps de
définition.

La proposition suivante se démontre en considérant les points de 3-torsion (cf.
[M-W1], §2; voir aussi [Si]).

PROPOSITION B.1. Soit Q un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et
k un sous-corps de §}.

i) Soit A et B deuz variétés abéliennes sur k, de dimension au plus g. Il existe
une extension galoisienne k' de k dans Q de degré [k’ : k] < 3169" telle que tout
Q-morphisme de variétés abéliennes de Aq vers Bq soit défini sur k'.

ii) Soit A une variété abélienne définie sur k de dimension g. Il existe une
extension galoisienne k' de k dans Q, de degré [k’ : k] < 249” 3169" telle que toute

sous-variété abélienne de Aq (sur ) et tout fibré en droite symétrique sur Aq soient
définis sur k'.

En appliquant le théoréme de Jordan-Zassenhaus a ’anneau des endomorphismes
d’une variété abélienne, on obtient (voir par exemple [Del], 1.25-26):
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PROPOSITION B.2. Soit A une variété abélienne définie sur un corps k de

caractéristique 0.

i) Les variétés abéliennes facteurs directs de A (sur k) ne forment qu’un nombre

fini de classes d’isomorphie.

ii) Les polarisations de degré n, ©, de A (sur k) ne fournissent qu’un nombre

fini de classes de k-isomorphie de variétés abéliennes polarisées (A, ©).

Enfin, en considérant les points de 3-torsion et leur ramification et en utilisant le
théoréme d’Hermite, on peut montrer (cf. [F], p. 357, et [Si])

PROPOSITION B.3. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres
K. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de K-isomorphie de variétés abéliennes
définies sur K, K -isomorphes a A et K-isogénes a A.

C. Rayons d’injectivité et hauteurs de Faltings

Dans cet appendice, nous esquissons une preuve de la proposition 3.4, due &
S. David et & I'auteur, qui permet de borner effectivement la constante C(g) qui y
apparait.

C.1. Rappelons que la hauteur (logarithmique) d’un point z = (z; : ... : zy) de
PV-1(Q) est minorée par l'expression archimédienne & max (log |z;| — log|z;])-
:c;;éo

L’énoncé suivant est une variante de cette remarque:

LEMME C.1. Soient K un corps de nombres, L et M deux fibrés en droites her-
mitiens sur SpecOk et p; : L — M, i=1,...,N, des morphismes de Og-modules.

Si l'un au moins des @; est non nul, alors

— = 1
deg, L + m Z max (log llpille — log lle;llo)

o:K—-C p;#0

> log max [l -

o:K—C

—_ 1

On a noté ||¢;||» la norme de I’application ¢; , entre les espaces vectoriels hermitiens
L, et M,. L’inégalité (C.1) découle des majorations:

degnL<degnM+ Z logllgille » i=1,...,N, ¢; #0.

o:K—C

[K Ql
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C.2. Pour établir la proposition 3.4, on se ramene au cas ou la polarisation de
A définie par L est principale en considérant un quotient de A par un sous-groupe

lagrangien de K (L), quotient dont la hauteur vaut au plus h(A) +% log x(A, L) d’apres
(2.6).

Supposons donc que x(A4,L) = 1 et, pour simplifier, que A admette bonne
réduction potentielle (le cas général se traite en faisant appel aux résultats de Moret-
Bailly mentionnés en 4.2; cf. [Bo2] 4.3.1-2). Soient alors K, m : A — Spec Ok et L
comme en 4.2. Quitte a remplacer K par une extension finie nous pouvons supposer
que tout point de 2-torsion de A est défini sur K. Comme L satisfait au théoréme du
cube, nous pouvons méme supposer que, si ep désigne la section de 7 attachée & un

point de 2-torsion P de A, il existe un isomorphisme isométrique
(C.2) epL~0,

ot O désigne le fibré en droite hermitien trivial sur Spec O (défini par le Og-module
Ok muni des normes hermitiennes | ||, telles que ||1||, = 1 pour tout o : K — C).

C.3. Procédons a quelques rappels sur les variétés abéliennes complexes et les fonc-
tions théta.
Soit
Hy={r € My(C) |*'r=7 et Imr >0}
le demi-espace de Siegel. La fonction théta de Riemann est la fonction holomorphe

sur C9 x HY définie par

0(z,7) = > exp(mi‘n-T-n+2mi‘n2).
nez9

On pose aussi:
10| (2, 7) = (det Imr)% exp(—7 ‘(Im 2) - (ImT)_1 -(Im2)) |0(z,7)| .

C’est une fonction Z9 + 7Z9-périodique de z.

Le diviseur dans C? défini par I'annulation de 6(-, 7) est invariant sous les trans-
lations par les éléments du réseau Z9 + 7Z9. Il définit donc un diviseur O, sur le
tore complexe C9/Z9 + 7Z9. Le fibré en droites holomorphe O(©,) sur C9/Z9 + 779

est ample, et en fait une variété abélienne complexe principalement polarisée. La
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structure hermitienne sur tcs/ze4rzs (= C9) associée & O(©) (cf. 2.1.2) est définie
par la matrice (Im 7).

Inversement, si A est une variété abélienne complexe munie d’un fibré en droite
ample symétrique tel que x(A, L) = 1, il existe 7 € CY, un point de 2-torsion a de
C9/Z9 + 7Z9, un isomorphisme de variétés abéliennes

i:CI/29+12°9 5 A
et un isomorphisme de fibrés en droites
i"(L) ~O0(0, +a).

Supposons de plus que L soit muni d’une métrique hermitienne || ||, dont la courbure
est invariante par translation. Alors, pour toute section réguliére s de L sur A et tout
2€CY9 on a

(C.3) IsG(DI? =272 |16 (2 — a,7) /A Is(@)1I? du(z)

(voir [MB3], 3.2 et 3.4; on observera que || || et s existent et sont uniques & multipli-

cation par un scalaire non nul pres).

Enfin, on définit une fonction Sp(2g, Z)-invariante sur Hy en posant:

1
(C.4) F(r) = = glogm —log max 10|l (a,7)
4 a€l(Z9+729)

1
+ 5 max  (log|if]| (a,7) —log|6]| (b, 7)).
a,b€%(29+729)
a,bgor

C.4. Revenons aux notations de C.2, et pour chaque plongement ¢ de K dans C,
choisissons 7, dans le demi-espace de Siegel Hy tel que A,, polarisée par L,, soit
isomorphe a la variété abélienne C9/Z9 + 7, Z9, polarisée par O(O,).

Nous pouvons appliquer le lemme C.1 aux fibrés en droites hermitiens L = , L,
M = O et aux N = 229 morphismes de 7, £ vers @, indexés par les points de 2-
torsion P de A, obtenus en composant chacun des morphismes de . L vers e} L,
défini par la restriction a la section ep, avec I'isomorphisme (C.2). En effet I'un de

ces morphismes est non nul (c¢f. par exemple [I], p.168). Compte-tenu de I’expression
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de ae\gw* L (Théoréme 4.2, ii)) et des normes de ces morphismes données par (C.3),
on obtient ainsi:

PROPOSITION C.2. La hauteur de Faltings de A vérifie la minoration suivante:

(C.5) WA > —— 3 F(r,).

Pour terminer la preuve de la proposition 3.4, il suffit de montrer que, pour une
constante C(g) convenable, on a pour toute matrice T € Hy,

(C.6) p(C°/Z° +729,0(0,))™% < C(g) F().

Pour ce faire, on peut supposer que 7 est réduite au sens de Siegel (plus
précisément qu’elle appartient au “domaine fondamental” F4 décrit par Igusa, [I],

IT §4). Soit || - || une norme sur My(C); la théorie de la réduction fournit alors une
constante C;(g) telle que

(C.7) p(C?/2° +72°,0(8,))7* < Ci(g) || Im 7|

(cf. [M3], p.121). Enfin, il existe une constante Cy(g) telle que pour toute matrice
T € Fy, on ait:

(C38) [T 7| < Ca(g) F(r).

Cette inégalité, qui avec (C.7) établit (C.6) et donc la proposition 3.4, est une
conséquence des assertions ci-dessous; elles assurent que les Thetanullwerte associées &
la 2-torsion ont des modules contrélés, et que 'une d’entre elles est toujours “grande”,
et une autre, “petite” mais non nulle:

e pour toute 7 € Hy, on a

(C.9) max 6]l (b,7) > (detIm7)% ;
be 3 (Z9+7129)

cela découle de la relation

lim  (detIm(2"7))~% ||9]| (0,2" 7) = 1

n—oo

et des formules de duplication des fonctions théta (cf. [I], p.139; voir aussi [Dal],

p-132-133 pour un argument analogue, et [M-W3], lemma 6.3, pour une variante non
effective de (C.9)).
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o il existe des constantes Cs3(g) et Cy4(g) dans RY, telles que, pour toute matrice 7 € F,
et tout m € %Zgz

(C.10) |6l (m +7-4(0,...,0,1),7) < Cs(g) (det Im7)% exp(—Cy(g) || Im7|);

cela découle d’une majoration terme & terme de la série définissant @(m + 7 -
0,...,0,3),7).

e pour toute 7 € Hy, il existe m € 3 Z9 tel que 6(m +7-%(0,...,0,1),7) #0 (cf. [I],
p.168).

Soulignons que les constantes C;(g) —C4(g) qui apparaissent ci-dessus sont toutes
explicitement calculables. Il en va donc de méme de la constante C(g) dans (C.6) et
dans la proposition 3.4. Remarquons enfin que la proposition C.2 jointe aux inégalités
(C.6) et (2.3) fournissent une minoration effective en fonction de g de la hauteur
de Faltings des variétés abéliennes principalement polarisée de dimension g sur Q.
Comme pour toute variété abélienne A sur Q, la variété abélienne Z(A) := A* x A4
admet une polarisation principale et que, d’aprés (2.7) et I'invariance par dualité de
la hauteur de Faltings (cf. [R2]), h(A) = % h(Z(A)), on en déduit une minoration
effective en fonction de g de la hauteur de Faltings des variétés abéliennes quelconques
de dimension g sur Q (i.e., de la constante C(g) dans le théoréme 2.1, i)).

D. Hauteurs et degrés des sous-variétés abéliennes

Si A est une variété abélienne sur un corps de nombres muni d’un fibré en droites
ample L, nous noterons h 4, la hauteur sur les sous-vectoriels de t4 définie en 5.1.

L’énoncé suivant précise alors la proposition 5.3, i).

PROPOSITION D.1. Pour toute variété abélienne A de dimension g > 1 sur un

corps de nombres et tout fibré en droites L ample sur A, on a:
1
(D.1) ha,i(ta) = h(A) + 5 log x(4, L) - g log 7.

Si de plus B est une sous-variété abélienne propre de A, alors

(D.2) h(B) < h(A) + (29 ~ 1) logx(B, L)~ min Co(i),

<i<yg
ot Co(1),...,Co(g) désignent les constantes apparaissant dans le théoréme 2.1, i), et
(D.3) OShA,L(tB)_hB,L(tB) §2glogx(B,L).
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L’égalité (D.1) découle des définitions des hauteurs ha r(ta) et h(A).

Pour montrer (D.2), considérons la sous-variété abélienne B+ orthogonale de B
dans A relativement & L. Le morphisme d’addition

p:Bx Bt - A

est une isogénie de degré N au plus égal & x(B, L)? (voir par exemple [M-W3], Lemma
1.4). Soit

v:A— Bx Bt
lisogénie de degré N29-! telle que 1oy et ot soient les morphismes de multiplication

par N. D’apres (2.6) et (2.7), on a

h(B) + h(B1) < h(A) + % log N2971
Compte-tenu de la minoration

h(B*) > Cy(g — dimB),
cela implique (D.2).

Pour établir (D.3), considérons un corps de nombres K sur lequel A, B et B+
sont définis et admettent réduction semi-stable, et des modeles semi-abéliens A, B et
Bt de A, B et B sur SpecOg. Comme en 5.2, notons ta et tp les Og-modules
définis par les restrictions aux sections nulles des fibrés tangents relatifs de A et B. Le
morphisme d’inclusion B — A se prolonge en un morphisme de schémas semi-abéliens
B — A (qui n’est pas nécessairement une immersion), et définit donc un morphisme
de Ok-modules

1:tp > ty,

qui prend ses valeurs dans tg Nt 4. Les définitions de h4 1, et hp  montrent que
(D.4) has(ts) —hpo(ts) = [—k}:@ log # (t5 N t.4/ilts)).
L’isogénie v se prolonge en un morphisme de schémas semi-abéliens
U:A—- Bxp, Bt
Sa différentielle le long de la section nulle détermine un morphisme

JitpNty — tp
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tel que 7 o j soit la multiplication par N, et donc

#(tB Nta/i(ts)) < # (tp Nta/N(tp Nta)) = NIKQAdmB

Jointe & (D.4), cette majoration implique (D.3).

On observera que, compte tenu de la remarque 3 la fin de I’appendice C,

I’expression (— lrél_ig Co(i)) admet un majorant effectif.
<iyg

(Al
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