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HOMOLOGIE DU GROUPE LINÉAIRE ET
POLYLOGARITHMES

[d’après A.B. Goncharov et d’autres]

par Jean-Louis CATHELINEAU

Séminaire BOURBAKI Juin 1993

45ème année, 1992-93, n° 772

1 INTRODUCTION

Ce rapport, qui prolonge l’exposé 762 de J. Oesterlé au séminaire Bour-
baki de novembre 1992 sur les polylogarithmes, a pour but d’introduire au
travail de Goncharov sur la conjecture de Zagier. A’vant de rappeler cette

conjecture précisons quelques notations; si F est un corps de nombres, on
note ri (resp. 2?’2) le nombre de plongements réels (resp. non réels) de F
dans C ; d est le degré de F et AF son discriminant; on pose pour n ~ 2,
dn = r1 + r2, si n est impair et dn = r2, si n est pair. On a la

Conjecture de Zagier [59,60] Soit F un corps de nombres et (F la fonction
zêta de F, pour n ~ 2

où qn est un nul et Rn est une somme de produits de valeurs de
la fonction n-logarithme de Bloch-Wigner généralisée prises en des éléments
de F et de leurs conjugués.

Théorème 1 La conjecture de Zagier est vraie pour n égal à 2 et 3.

Zagier a prouvé le = 2 à partir de calculs de volumes de variétés
hyperboliques de dimension trois [59], mais cette approche ne semble pas se
prolonger à ?2 i 3. Un autre point de vue, dont l’origine remonte à un travail
de Bloch [6], consiste à ramener la conjecture à un théorème profond de A.
Borel. Ce dernier a construit pour tout corps de nombres une application,
le régulateur de Borel



où I~2~,_1(F~ est un groupe de K-théorie algébrique du corps F. Le résultat
suivant peut être vu comme une généralisation à n > 2 d’un classique
théorème de Dirichlet

Théorème 2 (Borel [9]) Pour n > 2 le régulateur de Borel induit un
isomorphisme de sur un réseau de Rdn dont le covolume est
égal, à un facteur de Q" près, à

Le problème fondamental est alors d’exprimer le régulateur de Borel à l’aide
des polylogarithmes. Pour n = 2, on peut retrouver ainsi la conjecture de
Zagier, comme conséquence de travaux de Bloch, Suslin et Dupont [6,53,
16,30]. Le travail de Goncharov concerne le cas n = 3. Pour n = 2, le

dilogarithme apparaît assez naturellement dans des calculs de volumes, mais
l’intervention du trilogarithme dans le cas n = 3 reste encore assez mysté-
rieuse et la méthode de Goncharov ne se généralise pas immédiatement à
7~ 4.

L’intérêt du travail de Goncharov ne réside pas seulement dans le ré-
sultat obtenu sur la conjecture de Zagier, mais aussi dans les méthodes et
les outils utilisés. Citons le problème des identités fonctionnelles pour les
n-logarithmes, des questions abstraites touchant à l’homologie du groupe
linéaire et à la K-théorie algébrique des corps, mais aussi des aspects élé-
mentaires de géométrie projective, réminiscents du troisième problème de
Hilbert en géométrie hyperbolique [12,19]. En particulier, un rôle crucial
est joué par un invariant des configurations de 6 points du plan projectif
introduit par Goncharov, le trirapport, qui généralise le classique birapport.

On peut schématiser l’approche de Goncharov par le tableau suivant qui
renvoie à divers points abordés dans ces pages



A part une courte annonce au B.A.M.S. parue en 1991, les travaux de

Goncharov n’existent encore qu’à l’état de preprints, principalement deux

longs articles [26,27] ayant un caractère prospectif assez marqué. Je me suis
surtout inspiré dans ce qui suit du dernier qui doit paraître aux proceedings
de la conférence de Seattle de 1991 sur les motifs. Je n’ai pas abordé les

aspects motiviques de la conjecture de Zagier [2,3,15]; cela mériterait un
autre exposé.

J’ai aussi évoqué l’intéressant travail de Yang [58] qui prouve une variante
de la conjecture de Zagier pour n = 3, où le trilogarithme de Bloch-Wigner
est remplacé par celui de Hain-MacPherson. Il est probable qu’en poussant
un peu les résultats de Yang le trirapport apparaisse et que l’on retrouve
exactement la conjecture de Zagier sous la forme énoncée ci-dessus.

Notations. F sera toujours un corps infini. Si A est un sous-anneau de C,
on pose /1(~) = (2~.~)~.A. Si M est un Z-module, on note MQ le produit
tensoriel ~~l ®Z Q .

2 K-THÉORIE DES CORPS

2.1 Homologie du groupe linéaire général et K-théorie

Rappelons que le groupe linéaire général GL(F) d’un corps F est la limite
inductive du système

Soit H*(GL(F), Q) l’homologie du groupe discret GL(F) à coefficients dans
le GL(F)-module trivial Q ; c’est aussi l’homologie singulière de l’espace
classifiant BGL(F) du groupe GL(F). Il est classique [39] que H*(GL(F), Q)
a une structure d’algèbre de Hopf commutative et cocommutative, dont le
produit provient de l’opération de somme directe sur les matrices et le co-
produit de la diagonale BGL(F) ~ BGL(F) x BGL(F), et que comme
telle c’est une algèbre graduée commutative libre engendrée par l’espace de
ses éléments primitifs Pri1n H*(GL(F), Q). On définit alors les groupes de
K-théorie rationnelle de F par

Par un théorème de Milnor-Moore [42], on sait que ces groupes coïncident
rationnellement avec les groupes de K-théorie algébrique définis par



Quillen, Le. = ® Q, où :_ est le n-
ième groupe d’homotopie de l’espace BGL(F)+ obtenu à partir de BGL(F).
par la construction + de Quillen [39] .

2.2 Filtrations sur la K-théorie

On dispose sur chaque de deux filtrations.
La ,-filtration provient d’opérations du type d’Adams [33,37,49],

induites par les puissances extérieures des matrices sur H*(GL(F) , (a~. C’est
une filtration décroissante

Par un théorème de Soulé [49], IÎ~+1~(F~ = 0. Le gradué associé s’identifie
alors canoniquement à la décomposition d’Adams de 

où est le sous-espace propre de de valeur propre ki pour

l’opération d’Adams 03C8k (k ~ 2). On a K(1)n(F) = 0 pour n > ? et Beilinson
et Soulé [1,49] ont conjecturé que = 0 pour i  2 .

La filtration par le rang est la filtration croissante

obtenue en posant 1

Par un théorème de stabilité de Suslin [5l], les applications F), Q)
--~ Hn(GL(F), ta) sont des isomorphismes pour n, pa.r suite 

On pose

2.3 Conjecture du rang

Suslin a conjecturé que la 03B3-filtration et la filtration par le rang sont op-
posées, c’est à dire que pour tout /

ou encore que pour tout i la. composée



où la deuxième flèche est la projection dans la décomposition d’Adams, se
factorise en un isomorphisme --~ Cette conjecture est
démontrée dans les cas suivants

. n :::; 3, F corps infini (Suslin [53], voir aussi Gerdes [24] ).

w n quelconque, F corps de nombres distinct de Q (Yang [57] ).

. n = 5, F = Q (Goncharov [27] ).

D’autre part, c’est une conséquence de résultats de Suslin et Soulé [51,49]
que l’on a des isomorphismes

où désigne ta K-théorie de Milnor. Rappelons que est l’algè-
bre quotient de l’algèbre tensorielle sur Z du groupe multiplicatif F" de F
par l’idéal bilatère engendré par les a 0 (1 - a), où a =f 0,1 [41].

2.4 Point de vue cohomologique sur la K-théorie des corps

On peut disposer les composantes de la décomposition d’ Adams de la K-
théorie de F sur un tableau où Ii 2~~ i (F~ est à la place (1, j)

On a omis d’écrire les composantes conjecturées nulles par Beilinson et
Soulé.

D’après un cas particulier d’une conjecture de Beilinson [1], chaque ligne
du tableau (2) devrait apparaître comme la cohomologie d’un complexe de
Q-espaces vectoriels C’~F, r~), i.e. h2n~ *~F) = H*~C’(F, n)). Plusieurs can-
didats ont été proposés pour ces complexes/en particulier ceux de Bloch liés
aux cycles d’ordre supérieur [8]. Dans le paragraphe suivant, nous donnons
en (3) ceux introduits par Goncharov en liaison avec la conjecture de Zagier
et pour lesquels on n’a de résultats que pour n  3.

Rappelons que la fonction n-logarithme Lin est la fonction ‘‘multiforme’’
associée à la série entière ~~1 i-" . Plusieurs observations suggèrent que dans
le tableau (2), est naturellement apparentée à la diagonale h~* ’~+1~~F).



En particulier le logarithme est lié à la K-théorie de Milnor : par exemple
on le constate sur les symboles de Tate [54] qui sont donnés par des diffé-
rentielles logarithmiques ainsi que sur les symboles de Dennis et Stein [40].
Bloch [6] a introduit le dilogarithme dans l’étude du groupe Ii ~l~ ( F) et

Beilinson [2] a construit des éléments dans le groupe d’un corps

cyclotomique dont la non-trivialité est testée par (voir aussi [3]).

Théorème 2.4.1 (Beilinson) Pour un corps de nombres F, ~~2~} i(F) = 0
si i ~ 1, d’où = h2n~ 1(F).
Pour la preuve, voir le paragraphe 8.2. D’après ce résultat la première
colonne est tout ce qui reste du tableau (2) lorsque F est un corps de
nombres.

3 GROUPES POLYLOGARITHMIQUES

On se propose d’introduire pour tout corps infini F, des groupes 
dont les relations de définition sont liées, lorsque F = C, aux identités
fonctionnelles vérifiées par les polylogarithmes.

3.1 Définition des groupes Bn(F)

La définition de (r~, > 1 ) se fait par récurrence, simultanément avec
celle de sous-groupes An(F) (v > 2) et Rn(F) de qui sont très voisins
de groupes considérés dans ([44] 5.2) pour les corps de nombres.

Si Rn(F) est défini, on pose Bn(F) = de plus on note

82 le morphisme (~2 F"), ~x~ ~ (1 - x) A x, et pour n > 2, 8n
le morphisme Z[F"] ] - (~~,_1(F) ~ F"), ~x~ H {x~n-1 ~ .~’, où {z;~~, est la
classe de x dans Bn(F).

Par définition, est engendré par les [x y] - [x] - ~~~, d’où ,~l (F) ~’
FX. 2, An(F) :_ ~1 erb~,. On définit Rn(F) comme le sous-groupe
de engendré par les éléments de la forme L ~fi(1)~), où les
fi i sont des fractions rationnelles en l’indéterminée X telles E

An(F(X)), avec la, convention [0] _ = 0.

On a b~,(R.~,(F)) - 0 [26], ce qui permet d’obtenir un complexe, où
est placé en degré 1



Le complexe (3) a été introduit par Goncharov : dans la suite, on le
note r’(F, n) ; on a Goncharov conjecture que

Ii2~~ *(F). Le complexe r’(F,1) se réduit à F". On a

H1 ( r’ ( F, 2) ~ ) N r~ 32 ~ ( F) N c’est une conséquence de résultats
de Suslin [53] (voir aussi Dupont et Sah [19]). Goncharov a construit, pour
tout corps infini F et i = 1,2 , des morphismes -~ 

qu’il conjecture être des isomorphismes.

3.2 Rapport avec les polylogarithmes

1, notons Dn la fonction de Bloch-Wigner généralisée

où les va,leurs ne dépendent pa,s du chemin de C~{0,1~ joignant 2 à z. Pour
n > 3, D~, est la, fonction notée Pn dans ([44], 3.1 ).

Théorème 3.2.1 ([27]) Le de groupes abéliens

Ce résultat est une variante du théorème 2 de [44].

on appelle cette dernière relation l’identité du dilogarithme.

3.3 Les groupes Bn(F)

On note dans la suite Bn{F) le groupe H1 (T’(F, n)) = ,An(F)l Rn(F). Pour
n = 2, il est très voisin de celui appelé groupe de Bloch dans Suslin [52], mais
cette terminologie a été galvaudée dans la littérature et prête à confusion.
On devrait avoir pour un corps de nombres Noter



que l’élément ~1~ ~ Bn(C)Q est nul pour n pair, mais ne l’est pas pour n
impair, car dans ce cas D~,(1) _ ((n) =f 0 [44].

On démontre par récurrence en utilisant la définition de Bn( F) que,
pour n > 2, les morphismes naturels Bn(F) - Bn(F(X)) sont des isomor-
phismes. D’autre part Bloch a observé que les images par V2 des groupes
B2(C) et B2(Q) sont les mêmes, où Q est la clôture algébrique de Q. Ceci
suggère l’importante conjecture : Si Fo désigne la clôture algébrique dans
F du corps premier de F, on a : Bn(F).

On peut préciser le facteur Rn de la formule (1) dans la conjecture de
Zagier. Il devrait être de la forme suivante : Rn = 

où -- Bn(C) est le morphisme associé au plongement ai de F
dans C, les plongements ai sont numérotés de telle sorte que ~~.,+~~2+i = ai
pour 1 = l,...,r2 et les aj pour j - 1, ..., dn sont des éléments de Bn(F)
dont les images dans forment une Q-base.

4 GROUPES DE CONFIGURATIONS GÉOMÉTRIQUES

4.1 Les groupes Qn{F)

Pour F un corps, on pose Qi(F) = Fx et pour n ~ 2, on considère le groupe
Qn(F) engendré par les symboles (al, ..., a2~,), où les ai sont en position

générale dans l’espace projectif soumis aux relations

1. (antisymétrie) Pour toute perinutation a de {l, 2, ..., n},

2. (invariance) Pour toute transformation projective 9 E PGL(n, F),

3. (découpage) Pour toute famille en position générale,

4.2 Comparaison des groupes Q2(F) et B2(F)

Le problème de la comparaison des groupes Qn(F) et l9n(F) semble être au
coeur de la conjecture de Zagier. Examinons le cas où n = 2.



Théorème 4.2.1 Les groupes Q2(F) et B2(F) sont isomorphes à 2 et 3-
torsion près.

La preuve passe par des groupes intermédiaires. Soit P(F) le groupe en-
gendré par les symboles [x], x E 1 soumis aux relations

Notons de plus ~’Z~ F) le groupe défini de façon analogue, en ne retenant

que la, relation 3.

Lemme 4.2.2 On a un isomorphisme

Preuve: c’est un exercice sur le birapport. A invariance projective près, cinq
points al, ..., a5 de sont équivalents à oo, 0, l, x, y. Da,ns la correspon-
dance - [r2(al, a2; a3, a4)~, la relation de découpage devient
alors la relation du dilogarithme. De plus les relations 1. et 2. sont liées à

l’antisymétrie des symboles a1, a2, a3, a4~.

Lemme 4.2.3 Le morphisme naturel P2(F) ® Z[1 2, 1 3] - P(F) ~ Z[1 2, 1 3]
est un isomorphisme.

Preuve : Suslin a montré [53] que l’on a dans P2(F) les relations 2([x] +
= 0 et 6~~x~ + ~1 - /1) = 0..

Comme la relation de définition de P2(F) est vérifiée dans 82(F), on a
un morphisme canonique

Lemme 4.2.4 Le induit A : P2(F) ® Z[1 2] - B2(F) ® Z[1 2]
est un 



Preuve : il suffit de voir que A est injectif. Si a E F, il existe un morphisme
sa v ~2(F(~)) ~ tel que sa( f ) = si ~(a) ~ ~~ ~ et sa(f ) _ . °
0, sinon. D’autre part, si B(F) := (F" ~Z F" )~ ~ x 8 y +
y (g) x >, [x] t-~ ~ 0 (1 - x)}, le morphisme canonique i : B(F) --~ B(F(X))
est bijectif d’après Suslin [52]. Il en résulte que est l’inverse de
i. L’injectivité de A vient alors de la forme des relations de définition de
B2(F).

Les groupes Q2(C) et P(C) ont été considérés par J. Dupont et C.H.
Sah [19] dans l’étude des groupes de polyèdres, à découpages et isomé-
tries près, de l’espace hyperbolique H3 de dimension 3 (troisième problème
de Hilbert). Si on prend pour modèle de H3 le demi-espace de Poincaré
C x R>o , l’horizon de H3 s’identifie a Pl(C) et le groupe Q2(C) s’identifie
à un groupe de polyèdres, a découpages et isométries près, engendré par les
tétraèdres idéaux, i.e. dont tous les sommets sont à l’horizon de ~3.

4.3 Le groupes des paires de simplexes de 

Dans [4] Beilinson, Goncharov, Schechtman et Varchenko étudient les
variantes suivantes des groupes Disons qu’un simplexe de 
est la donnée de n points en position générale et que deux simplexes sont
admissibles s’ils n’ont pas de face commune.

On définit le groupe comme le groupe engendré par les symboles
..., an; ..., bn) , où et sont deux simplexes a~dmissibles soumis

aux relations

1. (antisymétrie) Pour toute perinutation a de {1, 2, ..., n},

2. (invariance) Pour toute transformation projective 9 E PGL(n, F),

3. (découpage)



Dans [4] ces groupes sont reliés aux groupes Qn(F), à la K-théorie de
Milnor et aux polylogarithmes de Aomoto. En particulier, Al(F) s’identifie
à F~ à l’aide du birapport et il existe un isomorphisme, à 2-torsion près, du
groupe A2(~’) des paires de triangles de P2(F) avec le groupe 

est la puissance symétrique.
En fait, le groupe A2(F) est engendré par les configurations géométriques

de la figure 1

Une telle configuration ne dépend que du birapport 
notons la 8( t). Lorsque F = C, le dilogarithme de Aomoto de la paire
de triangles (al, cc2, a3; bl, b3) est l’intégrale fo cv, où 0394 est le triangle
(bl, b2, b3 ) et ce est la, ?-forme

les fi étant des équations des côtés du triangle (a1, a2, a3). Le dilogarithme
de Aomoto de 8( t) est donné par le dilogarithme classique de t. A travers
une comultiplication d’origine géométrique A2(~’) -~ A2(F) ~ A2(F) (voir
[4] pour plus de détails), la configuration 8( t) devient l’élément t 0 (1 - t)
de F" Q9 F" : cela amène a une intéressante description géométrique de la
K-théorie de Milnor. Pour une autre approche géométrique de la K-théorie
de Milnor, voir le paragraphe 6.2.

5 INVARIANTS PROJECTIFS

5.1 Le n-rapport (n > 2)
Notons pn(F) le dual projectif de Pn(F). Si (a1, ..., an ; 03C61, ..., est un

élément de x tel que 0, où ( ) désigne un



représentant vectoriel, on pose

C’est un invariant projectif tel que

pour tout élément 03C3 du groupe engendré par le cycle (12...n).
Si (al, ..., an; bl, ..., bn) sont 2n points de en position générale,

on note 03C6i l’élément de correspondant dans la dualité à l’hyperplan
 > si i = 1, et à  b1, ... , bn > sinon. Noter que l’on peut
prendre = 

..., bi_1, ..., bn, v), où dét est le déterminant dans la
base canonique. On pose

Pour n = 2, c’est le birapport classique. On appellera r~, le n-rapport.

5.2 Interprétation géométrique du n-rapport

Rappelons qu’une petite catégorie est une catégorie dont les objets forment
un ensemble et qu’un groupoïde est une petite catégorie dont tous les mor-
phismes sont des isomorphismes.

Pour n > 3, on considère le groupoïde Çn défini par générateurs et rela-
tions comme suit : les objets de Qn sont les points de l’ensemble

des générateurs est constitué des flèches f = ~ -~- y, où x ~ y et a est un
point de la droite ~~~, y) distinct de x et y; les relations sont celles du type

sont comme sur la figure
2, i.e. x, y et z sont en position générale et 03B3 est l’intersection des droites
(x, z ) et 



Proposition 5.2.1 Pour tout x E le groupe Aut(x) des auto-

morphismes de x dans le groupoïde gn s’identifie naturellement à F" .

Pour f = x ~ y et g = y ~ z, g o f E Aut(x) = F" n’est autre que

le birapport r2(x, y; cà, p) et tout élément de F) induit un automor-
phisme du ~~,.

Le n-rapport s’interprète comme suit dans le groupoïde pour

(al, ..., an; ..., 
comme ci-dessus, soit Pi l’hyperplan associé à 03C6i dans

la dualité et fi = ai ~ ai+1, où ai = a=+1} n Pi03C6i. On a exactement

Pour ce point de vue sur le birapport voir [13].

5.3 Le n-rapport antisymétrisé

Soit Z[FX] l’algèbre du groupe multiplicatif de F, pour 2n points (al, ..., 
en position générale de on considère l’invariant projectif à valeurs
dans Z[F~ ]

On notera rn l’invariant analogue à valeur dans Bn(F).
Pour 7z = 3, cet invariant a été introduit par Goncharov, à la suite

d’une suggestion de Zagier. On obtient r3 en antisymétrisant dans B3(F)
l’expression

Qu’est-ce que le 1-rapport? Soit pour n ~ 2, 2n, vecteurs (vi, ..., v2n)
en position générale de F’~, posons ..., 

= rn v1, ..., v2n) où les ( )
sont les classes dans L’expression de ce n-rapport de 2n vecteurs à
l’aide du déterminant garde un sens pour n = 1; le 1-rapport r (a, b) de deux
éléments non nuls et distincts de F est alors = 2{ â } _
~(â)2~ de F". Compte-tenu des relations 2({~c} + ~~-~}) = 0 et
{x} + (1 - .~~ = 0 dans B2(F), et du comportement du birapport r2 par
permutation, on a aussi la relation a2, a3, a4) = 24~r2(a1, a2; a3, a~)}
à 2-torsion près.

5.4 Comparaison des groupes Q3(F) et B3(F)



Théorème 5.4.1 La relation

est vérifiée dans B3(F), d’où l’existence d’un morphisme surjectif

On montre ce résultat au paragraphe suivant. Problème : le morphisme (5)
est-il un isomorphisme rationnellement?

Corollaire 5.4.2 Lorsque F = C, D3 vérifie l’identité fonctionnelle

Pour préciser le rapport entre les groupes Qn(F) et Bn(F), Goncharov a
aussi considéré des groupes Q~~F), analogues aux Qn(F), engendrés par des
symboles (al, ..., où l’on a,dmet les configurations qui sont stables au
sens de Mumford [43] : pour n = 3, la condition est que les ai soient distincts
et que quatre d’entre eux ne soient jamais alignés. Le groupe P3(F) , défini
comme le quotient de par les relations (4) (où les ai sont en position
générale), est alors isomorphe (voir [26]) au quotient de par une

relation compliquée qualifiée de "mystérieuse" par Goncharov; on en déduit
un morphisme 83(F). De ce point de vue, la configuration stable
à, 7 points, dans p2 (F), de la figure 3

est alors liée, comme on le verra en 6.4, à une identité fonctionnelle à trois
variables pour le trilogarithme, qui redonne par spécialisation une identité
classique due a Kummer [26,44].



6 COMPLEXES GRASSMANNIENS

6.1 Le complexe de Suslin

Notons le Z-module libre de générateurs les (m + 1)-uplets
de vecteurs de Fn en position générale. On forme un com-

plexe de Z-modules

en définissant la différentielle d sur les générateurs par

D’autre part, les sont des GL(n, F)-modules par l’action diagonale
sur Si F est un corps infini, ce complexe muni de l’augmen-
tation e : --~ Z, e(~ niv2) _ ~ ni, est une résolution acyclique de Z en
tant que GL(n., F)-module trivial. Par un argument homologique
standard, on en déduit un morphisme

où Cm(n) = Z est le groupe des coinvariants de Cm(n)
sous l’action de F).

On peut décrire ce morphisme de la manière suivante [58] : soit

E.GL(n, F) - B.GL(n, F) le fibré simplicial universel standard et v un
vecteur non nul de F’~. On considère l’ensemble simplicial E;énGL(n, F)
obtenu à partir de E. GL( n, F) en ne retenant que les simplexes (go,gl, ...,gs)
v-génériques au sens que go(v), gl (v), ..., sont en position générale dans
F’~. Soit alors F) l’ima~ge de F) dans B.GL(n, F), on
prouve que B.GL(n, F) induit un isomorphisme en ho-
mologie. On en déduit que le morphisme ci-dessus provient du morphisme
GL(n, F)-équivariant du complexe singulier de F) vers C.(n)
donné par

Cm(n) s’identifie au Z-module libre engendré par les configurations de m-)-l
vecteurs de Fn en position générale : par configuration, on entend une orbite
sous l’action de GL(n, F). Noter que le groupe Qn(F) est un quotient de

?2 .
Le complexe ~C,(n), d) a, été introduit par Suslin [51] dans l’étude de la

stabilité de l’homologie du groupe linéaire. Il est très voisin d’un complexe
introduit par Gelfand et MacPherson [22].



6.2 Le complexe grassmannien

Dans identifié aux droites de on considère le simplexe "cano-
nique" dont les sommets sont les droites engendrées par les vecteurs de la
base canonique (ei)i de 

On note la grassmannienne des sous-espaces projectifs de codi-
mension n de qui sont transverses à toutes les faces du sim-

plexe canonique. Soit ZGq (F) le Z-module libre d’ensemble de générateurs
G~ (F), on obtient un complexe

où pour L G .ia~ ~F~, ~Sp, ..., Si, ...,,S,~+Q~ ~ ici la face

~so, ..., si, ..., sn+q~ est canoniquement identifiée à P’~+q-1 (F) muni de son
simplexe canonique. Noter que 

Proposition 6.2.1 Le complexe tronqué

s’identifie naturellement ar (7).
Preuve : si (vo, vl, ..., est un générateur de Cn+q(n), le noyau de l’ap-
plication linéaire --~ ei - vi, ne dépend que de la configuration
associée à (vo, v1, ..., et définit un élément de Gq (F). On en déduit une
bijection de sur ZG~ (F) qui commute aux différentielles. L’inverse
s’obtient comme suit : si V est un sous-espace de codimension n de 
les classes dans des vecteurs de la base canonique de dé-
finissent sans ambiguité une configuration de p + q + 1 vecteurs de F’~ en
position générale..

Il existe une variante affine du complexe grassmannien apparaissant
comme quotient de celui-ci et dont l’homologie en degré zéro donne une
intéressante présentation géométrique de la K-théorie de Milnor [23]. Ceci
est aussi lié au travail de Suslin sur la stabilité de l’homologie du groupe
linéaire où la K-théorie de Milnor apparaît comme première obstruction à
la stabilité [51].

6.3 Morphisme du complexe grassmannien vers le complexe de
Goncharov

Un des points cruciaux du travail de Goncharov est lié à l’existence d’un

diagramme commutatif



Définissons les applications Soit vl, v2, v3~, la configuration as-
sociée aux quatre vecteurs de F3 : vo, vl, v2, v3. En coordonnées, cette

configuration est représentée par une matrice

On a alors ~3((i~a, vl, v2, v3)) = a I1 b I1 c. On obtient une définition sans
coordonnées en antisymétrisant sur ~0, l, 2, 3} l’expression dét( Va, vl, v2~ 11

vl, v3) A v~, ’U3) ; noter que cette expression ne dépend que de
la configuration 

On définit 03C64((v0,v1,v2,v3,v4)) comme l’antisymétrisé de

0 où r(~ ~ ~) désigne le birapport des

quatre droites de P~(F) : (vo, 2 = 1, ..., 4. Cette expression est bien
un invariant des configurations. Cela résulte du fait que la relation du

dilogarithme est vérifiée dans ,G2(F) : on voit facilement que c’est une

conséquence de la relation

mais si l’on considère la conique passant par les cinq points vi comme un

exemplaire de cette dernière relation est exactement celle du dilo-

garithme.
Enfin, on pose ..., 

= 
..., v5~.

Le fait que, dans le diagramme (8), le carré de droite commute est un
exercice. La commutativité de celui du milieu utilise de façon astucieuse

l’interprétation géométrique du trirapport (voir [27]) : une généralisation
des arguments utilisés à ce propos, au cas où n > 3, ne semble pas évidente.
Enfin le point clef est la relation ~5 o d = 0 qui donne, comme sous-produit,
la fameuse identité fonctionnelle du trilogarithme découverte par Goncharov
[26,27].

6.4 Identité fonctionnelle explicite pour le trilogarithme

Preuve du théorème 5.4.1 : posons ..., v5~~ = ..., v5~ E
De la relation ç~~ o d = b o on déduit

d’où la relation dans 82( F) ® F"



Compte tenu de la relation qui précède et de la définition du groupe
R3(F), si l’on considère l’expression ~6 0(-1~2~5~(va, ..., vi, ..., v6~~ comme
une expression rationnelle en les coordonnées des vecteurs v; et que par une
suite de spécialisations cette expression devienne nulle alors c’est que

C’est ce que fait effectivement Goncharov, en deux étapes : on peut d’abord
se ramener à une expression qui correspond géométriquement à la configu-
ration dégénérée de la figure 3 donnée en coordonnées par la matrice

Goncharov a calculé cette expression l~~a, b, c~. On a

où f(a, b, c) = f (a, b, c) + f (b, c,’a) + f (c, a, b). Si on effectue sur

R(a, b, c) les spécialisations ~c = b, puis b = 1 et c = 0, on obtient 0, d’où le
théorème 5.4.1..

Corollaire 6.4.1 Le trilogarithme D3 vérifie l’identité fonctionnelle

C’est une conséquence de la définition 3.1 et de ce qui précède pour F = C.

Remarquons que l’on a un diagramme analogue à (8) pour n - 1, 2.
Dans le cas n = 1, c’est trivial; pour n = 2, il prend la forme

où 03C63 s’écrit à l’aide du birapport.
Pour n = 1, 2, 3, on en déduit un morphisme --~ Bn(F).

En le composant avec le ()* de (6), on en déduit pour n = 1, 2, 3 un mor-

phisme



7 LE RÉGULATEUR DE BOREL

7.1 La classe de Borel

Dans la suite, N désigne un entier assez grand et toujours 2:: n. Précisons
les notations de divers invariants homologiques attachés à GL(N, C) que
nous utiliserons dans la suite. On note GL(N, C)s le groupe GL(N, C)
considéré comme groupe discret. Le groupe désigne
la cohomologie au sens d’Eilenberg-MacLane, à coefficients dans le module
trivial A(n ) où A est un sous-anneau de C : elle coïncide avec la cohomologie
singulière du classifiant BGL(N, C)b.

On note C), A(n)) la cohomologie de Van-Est des cochaînes
continues du groupe topologique GL(N, C). H*(BGL(N, C), A(n)) désigne
la cohomologie singulière de l’espace topologique simplicial BGL(N, C),
mais on rencontrera aussi la cohomologie singulière de GL(N, C) considéré
comme espace topologique, notée Hsing(GL(N, C), A(n)).

Proposition 7.1.1 Il existe un isomorphisme canonique

La preuve combine plusieurs isomorphismes. Le groupe unitaire U(N, C)
est un sous-groupe compact maximal de GL(N, C), GL(V, C) est
donc contractile et on obtient un isomorphisme

Comme U(N, C) est compact, les groupes C), R(n)) sont
isomorphes aux groupes de cohomologie H*(u(N, C), R(n)) de l’algèbre de
Lie u(N, C).

D’autre part, le classique "unitarian trick" de Weyl donne une suite
d’isomorphismes sur les homologies relatives d’algèbres de Lie

où C) est considérée comme sous-algèbre de Lie de gl(N, C) X gl( N, C)
par l’application : x - ~x, ~~.

Enfin, Un théorème de Van-Est [56], utilisant l’action de GL(N, C) dans
le complexe de de Rham de GL(N, C), fournit un isomorphisme



On sait d’après [16] que cet isomorphisme s’explicite à l’aide d’une applica-
tion de l’espace des formes différentielles invariantes sur GL(N, C)
à valeurs dans les cochaînes continues homogènes sur GL(N, C)

où A est une certaine opération associant à (go, ..., gn~ un n-simplexe sin-
gulier de l’espace homogène GL(N, C) /U(N, C) de sommets goe, ..., où
e est fixé.

En combinant tous ces isomorphismes, on en déduit la proposition..

Il est classique que ~~(u1, 2~2, ..., uN~, l’algèbre
extérieure sur des générateurs ~ de degré 2i - 1 et que

Où ci E C), Z(i)) est la classe de Chern universelle (avec
la convention de normalisation des géomètres algébristes). On peut alors
normaliser les uz de telle sorte que la transgression dans la suite spectrale
de Serre du G’L(N, principal universel sur GL( N, C) envoie ui
sur ci.

On définit la classe de Borel relative à N comme l’ima,ge b~ de Un par
l’isomorphisme C), R(n)) ~ C), R(n-1)) de
la proposition. Toutes ces classes se correspondent et nous utiliserons une
seule notation. La classe de Borel universelle bn est la classe de

R(rz-1)) obtenue à partir de b~ par la suite d’applications

où le dernier isomorphisme provient de la stabilité.

7.2 Le régulateur de Borel

Définissons le régulateur de Borel. La classe de Borel universelle bn E

H2’~-1(BGL-(C)~, R(r~ -1)~ induit un morphisme --~

R(n -1 ~ qui, composée avec le morphisme de Hurewicz

donne une application "régulateur"



Dans la. situation 11 = 1 on retrouve l’application log 1 ] utilisée dans le

classique plongement multiplicatif de Dirichlet.
Pour F un corps de nombres, notons E l’ensemble des plongements de

F dans C. Borel considère le morphisme

Le comportement de la classe de Borel, sous l’action de la conjugaison,
montre que l’on peut considérer cette application comme un morphisme

où R dl1 est identifié aux éléments (xo-)o- E (R(n - 1))d tels que x03C3 = x-x de
manière compatible avec la Q-structure provenant de l’injection de Q(n-1)
dans R(n - 1) : c’est le régulateur de 

8 LE RÉGULATEUR DE BEILINSON

8.1 Cohomologie de Deligne : quelques morphismes utiles [14,20]
Pour .Y est une variété complexe lisse quasi-projective, on note X une
complétion de A par des diviseurs à croisements normaux, et on pose
D =YBX._

Soit A*(X, log D) le complexe de de Rham des C~-formes différentielles
à valeurs complexes, a singularités logarithmiques le long de D. On a

.A"~(~~‘, log D) = ,A?’°‘j(.~‘, log D), où désigne les formes de type
(p, q). Soit = la filtration de Hodge. Pour A un

sous-anneau de C notons ,~’’(~1’, C~A(n)) le complexe des chaînes singuliè-
res sur .Y. Considérons le morphisme de complexes donné par l’intégration
des f ormes

la cohomologie de Deligne-Beilinson est définie par

Si A = R, on peut donner de cette définition la variante suivante. Soit

D) le complexe de de Rham des faisceaux de formes méromorphes
sur .~’ à, pôles togarithmiques le long de D



Notons d’autre part B"x les faisceaux de formes différentielles réelles et
posons B~, (n) _ On a un morphisme de complexes de fa,isceaux
provenant de C --~ R(n - 1)

R(n)) est alors l’hypercohomologie du complexe de faisceaux

Ces définitions se prolongent aux variétés simpliciales complexes quasi-
projectives, en particulier à BGL(N, C) et BGL(N, La proposition
suivante sera utile pour relier certaines classes intervenant dans la définition
des régulateurs de Borel et de Beilinson (voir le diagramme (11)).

Proposition 8.1.1 1. Le morphisme naturel

appliquée à X = Dans le 2., est

engendré par l’image de la classe de Chern cn E et

de plus

Enfin le morphisme de la cohomologie de Deligne vers la cohomologie des
cochaînes continues vient de la projection



8.2 Comparaison des régulateurs de Borel et de Beilinson

Revenons à la cohomologie de Deligne-Beilinson. Si X est une variété quasi-
projective lisse sur Q et F un corps de caractéristique nulle, on note XF =
X Spec F la variété obtenue par changement de base. On définit

On a de plus C, R(n)) = R(n - 1) et HiD(Spec C, R(n)) = 0 pour
i ~ 1. Considérons maintenant un corps de nombres F, on a

et ce groupe coïncide avec l’ensemble des suites (xu )UEE d’éléments de R(n-
1), vérifiant x03C3 = pour tout 03C3 E E. Il en résulte que HD(XR, R(n)) est
un R-espace vectoriel de dimension dn. On pourra donc considérer le ré-
gulateur de Borel comme étant à valeurs dans 

On dispose de classes de Chern en cohomologie de Deligne [1,48,20], les
classes de Chern-Beilinson. A l’aide de la classe de Chern-Beilinson c~ E

C), R(n,~) du filmé universel sur BGL(N, C) , on construit [48,
50] des mor phismes

où est la K-théorie au sens des schémas [45]. Si X = F il reste
un seul morphisme non trivial qui est le régulateur de Beilinson

Le théorème qui suit était connu de Beilinson avec un coefficient de pro-
portionnalité rationnel (modulo des éléments décomposables) [1,47]. Dupont,
Hain et Zucker [18] ont mis un point final au problème de la comparaison
des deux régulateurs rBor et 

Théorème 8.2.1 ([18]) Le régulateur de Borel est le double du régulateur
de B eili’nsoTt.

La preuve se ramène a la comparaison des classes de Borel et de Chern-
Beilinson. Pour les détails, utilisant intensivement les techniques simpli-
ciales, voir l’article [18]. Le diagramme qui suit éclaire les relations entre
les différentes classes de cohomologie sous-jacentes à la question



Dans ce diagramme commutatif, les morphismes sont ceux de la proposition
8.1.1 et toutes les classes se correspondent. Rappelons que cn et c~ sont les
classes de Chern et de Chern-Beilinson du fibré universel sur BGL(N, C)
et on a noté ’cB la classe de Chern-Beilinson du fibré plat canonique sur
BGL(N, C~s.

En fait Dupont, Hain et Zucker ne comparent pas directement les classes
de Borel et Beilinson mais les relient à la classe de Cheeger-Simons c~~ du
fibré plat universel sur R.appelons que cn est un élément de

qui relève la classe de Chern entière correspon-
dante du fibré plat canonique sur Le diagramme suivant, où
toutes les classes se correspondent, situe la relation entre ên et les classes
de Chern entières.

Preuve du théorème 2.4.1 Le morphisme de (10) transforme l’opé-
ration en la multiplication par kn : voir par exemple [48]. Le
théorème 2.4.1 résulte alors immédiatement du théorème de Borel et du fait
que = 

9 LA CONJECTURE DE ZAGIER

9.1 Classe de Borel et polyloganthmes

Un problème intéressant est celui de d’expliciter la classe de Borel b~ E
1 )) à l’aide d’un cocycle, sinon continu, au moins

mesurable et localement borné; on sait que, sur un groupe localement com-
pact, la cohomologie continue coïncide avec la cohomologie des cochaînes
mesurables et localement bornées. Il est remarquable que pour n = 1,2,3,
il soit possible d’exprimer un tel cocyle à l’aide du n-logarithme Dn et du
n-rapport rn.



Théorème 9.1.1 1, 2, 3 un diagramme commutatif à un
facteur de QX près

oic, ~n est la.flèche associée à la classe de image
de b’n par le --i été défini en (9).

Pour n == 1, bi est donné par le cocycle continu associé au morphisme
Cx --> R, z 

Si n = 2, reprenons la description du groupe B2(.F~ du 4.2 à l’aide des
tétraèdres idéaux de l’espace hyperbolique de dimension 3. La fonction de

~2 induit un morphisme

et cc2; c~~)~) n’est autre que le volume du tétraèdre idéal de
sommets al, a2, cr,3, a4 à. un facteur -1 près. b’n est alors représenté par le 3-
cocycle continu donné sous forme homogène par 

Cette classe de cohomologie continue
a été introduite par Bloch et Wigner [7] (voir aussi [16] et [30]).

Lorsque n. = 3, le théorème est dû à Goncharov. Une classe analogue a
été construite par Yang en collaboration avec Hain, en utilisant les polylo-
garithmes au sens de Gelfand, Hain et MacPherson [58]. Mais la construc-
tion de cette classe ne fait pas apparaître le 3-rapport, bien qu’il soit sans
doute implicite dans la construction.

La classe de cohomologie associée à V3 0 P3 est représentée par le cocycle
mesurable donné en notation homogène par ..., gg’U) ~, si (g1, ",, gg)
est u-générique et par 0, sinon (le choix de v =1- 0 est arbitraire); c’est un
cocycle d’après 5.4.2. Soit g la classe de coho-
mologie continue ainsi obtenue, pour prouver qu’elle coïncide à un facteur
de QX près avec la classe de Borel Goncharov la relève en une classe
9 E HD(BGL(3, C), R(3)) (voir le diagramme (11)) par des formules ex-
plicites faisant intervenir le logarithme et le dilogarithme. Il peut alors com-
parer la classe 9 à la classe de Chern-Beilinson c~ E C), R(3));
cela utilise la totalité du diagramme (8).



9.2 Preuve de la conjecture de Zagier pour n = 3

Pour n = 3 on associe à g par la suite d’applications

une classe de on en déduit pour tout corps de nombres,
comme dans la construction du régulateur de Borel, une application ré-
gulateur

qui coïncide à un facteur de ~" -près avec le régulateur de Borel.
En combinant cela avec le théorème de Borel et la conjecture du rang

pour Ii5, vraie d’après Yang [57] pour un corps de nombre distinct de Q,
on obtient la conjecture de Zagier pour n = 3 et Q. On retrouve aussi
facilement le cas n = 2.

Goncharov prouve la conjecture de Zagier pour n = 3 sans utiliser la
conjecture du rang et en fait la redémontre y compris pour F = Q ; cela
résulte entre autres du théorème suivant

Théorème 9.2.1 Pour tout corps infini F le morphisme
p3 : Hs(GL(3, F), Q) ---~ 1~1(h~~F, 3))Q vérifie ~~

prolonge en un morphisme ph : Hs(GL(5, F), Q) ~ H1(F(F, 3))Q
satisfaisant à Irrz p3 = Im p3.

Si F = C, la classe de cohomologie associée à D3 o ph provient 
classe de cohomologie continue correspondant à g dans l’isomorphisme re-
striction C), R(2)) --~ C), R(2)).

La preuve de ce théorème utilise la construction de bicomplexes "grassman-
niens" dont l’or igine remonte à Suslin [53] et des arguments de dualité sur
les configurations en géométrie projective. Quoique non explicite chez Gon-
charov, le dernier point paraît essentiel à la preuve de la conjecture du rang
pour 

9.3 La conjecture du rang pour If5 d’un corps de nombres

Montrons comment le théorème 9.2.1 combiné avec le théorème de Borel
et le théorème 2.4.1 entraîne la conjecture du rang pour n = 5 et tous les
corps de nombres. On sait par 2.4.1 que I~’5~F) _ d’autre part il

résulte de 9.2.1 que = et = 0. Comme le

régulateur de Borel défini sur est injectif, on en déduit = 0

et = K3]5 (F) et pa.r suite le gradué associé à la filtration par le rang
se réduit à ~153~~F).



9.4 Un mot sur l’approche de Yang

Dans leur approche de la conjecture de Zagier pour n = 2, 3, Hain et Yang
[58] utilisent les polylogarithmes à la Gelfand-Hain-MacPherson [31]. Soit

G~(C) la grassmannienne G;(C), considérée comme variété complexe. On
a (voir les paragraphes 6.1 et 6.2; on renvoie à [58] pour la définition pré-
cise de I~*~G;_n~C), R(n))) un morphisme "simplicial" C) -

qui induit un diagramme

La forme ~ n r.. n ~~ sur G( C)  définit [31] une classe notée [Vol]
de R(ro)). Un relèvement de cette classe dans

R(n)) lorqu’il existe est appelé par Yang classe de Bloch-
Wigner. C’est un théorème de Hain, MacPherson et Yang qu’un tel relève-
ment existe 3. Une classe de Bloch-Wigner fournit une classe de
cohomologie continue dans C), R~n -1)) que l’on veut com-
parer à~ la classe de Borel. La encore il est plus aisé de considérer la classe de
Chern-Beilinson c~ et on est alors ramené à relier la classe [Vol] à la classe
de Chern cn, ce qui peut se faire essentiellement à travers C)
[58].

La bibliographie qui suit contient quelques références non citées dans le
texte mais en relation étroite avec le sujet.
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