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Séminaire BOURBAKI Juin 1991
43éme année, 1990-91, n° 744

REPRESENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

par Marc ROSSO

1. INTRODUCTION

1.1. L’équation de Yang-Baxter est une équation portant sur des fonc-
tions R(A, i) de variables complexes & valeurs dans les endomorphismes du
produit tensoriel d’un espace vectoriel de dimension finie V par lui-méme.
Elle a été introduite par Yang [Yg] comme condition de factorisation de la
matrice S de dispersion dans le contexte du probléme quantique & n corps
en dimension 1, et par Baxter [Bal, Ba2] pour obtenir une formule explicite
pour la fonction de partition de certains modeles exactement résolubles en
Mécanique Statistique (méthode de la matrice de transfert). Elle joue aussi
un réle important dans les travaux sur le “scattering inverse” en théorie des
systemes complétement intégrables quantiques, principalement dis & Fad-
deev et a son école de Léningrad [Fa).

Cette équation s’écrit, pour R(\, ) & valeurs dans End(V ® V) :

) [R(A, 1) @ 1][1® RO\, v)] [R(p,v) @ 1] =
[1 ® R(p, )] [R(\,v) @ 1] [1 ® R(}, )]

égalité dans End(V @V @ V).
Soit P: V@V — V ®V lopérateur de symétrie: Pz ®y) =y Qx

pour z,y € V. On réserve souvent le nom d’équation de Yang-Baxter a
I’équation satisfaite par P.R(), i). La convention ici adoptée tient & ce que
les solutions de (1) qui sont constantes en (A, 1) donnent directement des
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représentations du groupe de tresses dans les puissances tensorielles de V, et
qu’elle permet une interprétation en termes d’opérateurs d’entrelacement.
On appellera R-matrice toute solution de (1). A, p sont appelées para-
metres spectraux.
Il y a au moins deux fagons de voir comment certaines algébres de

Hopf et leurs représentations jouent un réle dans la recherche de solutions

de I’équation de Yang-Baxter.

1.2. Le schéma suivant a été proposé par Jimbo [J1] et a été utilisé par

Chari-Pressley [C-P1,
C-P2], Date-Jimbo-Miki-Miwa [DJMM] entre autres.

Considérons une algébre de Hopf U et supposons que lon ait une
famille de représentations (V,n¢)¢cs, indezée par une partie S de C™ et
satisfaisant aux propriétés suivantes :

(1) Pour (&, X, i) générique, (VRVQV, 1,@m\Qm,) est indécomposable.

(ii) Pour &, pu € S, il existe un opérateur d’entrelacement
R(&,p): VRV VRV entre me®@m, et m,Q ng.

(iii) R(£,6) =id VE € S.
Alors, R(&, p) satisfait ¢ l'équation de Yang-Bagter.

1.3. Un autre point de vue est celui de la “R-matrice universelle”, qui
s’inscrit dans le cadre des algébres de Hopf quasitriangulaires introduites

par Drinfeld [D2] comme suit :

DEFINITION 1.3.— La donnée d’une algébre de Hopf quasitriangu-
laire est celle d’un couple (A, R) constitué d’une algébre de Hopf A et d’un
élément inversible R de A® A, soumis auz conditions suivantes :

(i) RA(z)R"'=A'(z) Vzed
ot A désigne le coproduit de A et A' le coproduit opposé.

(i1) (A ® id)(R) = Ri3 Ras

(id ® A)(R) = Ry3 R12

o, t R=%a; @b;, on pose R13=Xa; ®1Q®b;,, Ro3 =X1®a; @ b;,---.
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(744) REPRESENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

Alors, si (V,pa)aes est une famille de représentations de A dans le
méme espace vectoriel de dimension finie V, R(A,x) = P(px ® pu)(R)

satisfait a ’équation de Yang-Baxter.

De fagon tres générale, on pourrait définir, avec Drinfeld [D2], la
catégorie des groupes quantiques comme la catégorie duale de la catégorie
des algebres de Hopf avec unité, cotinité et antipode inversible.

On s’intéresse en fait & certaines classes d’exemples qui, par I'un ou

l’autre point de vue, sont reliés a I’équation de Yang-Baxter.

1.4. Kulish-Reshetikhin [Ku-R] et Sklyanin [Sk], pour le cas S1(2), puis
indépendamment Drinfeld et Jimbo [D1, J2, J3] pour le cas général, ont
introduit des déformations des algebres enveloppantes d’algebres de Lie
simples, ou d’algebres de Ka¢-Moody symétrisables, qui sont des algébres
de Hopf quasitriangulaires.

Elles sont reliées aux solutions dites trigonométriques de 1’équation de
Yang-Baxter (z.e. R(A, pt) est une fonction rationnelle de \/p).

Une autre classe tres importante est celle des Yangiens, introduite par
Drinfeld et étudiée, entre autres, par Cherednik [Chl, Ch2], Drinfeld [D3,
D4], Kirillov-Reshetikhin [K-R1], Olshanskii [O], Chari-Pressley [C-P2, C-
P3].

Elles sont reliées aux solutions rationnelles de ’équation de Yang-

Baxter (i.e. qui dépendent rationnellement de A — p).

1.5. Woronowicz a proposé une autre approche a la théorie des groupes
quantiques, completement indépendante des motivations données ici, dans
un cadre de C*-algebres [W1] [W2] [W3].
Il s’agit ici de déformer ’algebre des fonctions sur un groupe de Lie.
Certaines complétions des duaux restreints des algebres enveloppantes
quantifiées ci-dessus fournissent de tels exemples.

Ce point de vue sera (briévement) évoqué au numéro 5.

1.6. Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan, s’inspirant des formules de la
méthode du “scattering inverse” ont adopté une autre formulation, ot ’on

construit ’algébre de Hopf et sa duale a partir de la donnée de la R-matrice

[F-R-T).
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1.7. Manin a proposé un point de vue en termes d’algebres quadratiques,

ott le groupe quantique apparait comme le “groupe d’automorphismes” d’un
espace quantique [Ma).

1.8. Cet exposé sera essentiellement consacré aux représentations des
algebres enveloppantes quantifiées de Drinfeld et Jimbo.

Dans le point de vue de Drinfeld, 'anneau de base est ’algebre des
séries formelles C[[A]] (ce qui permet d’exprimer la R-matrice universelle),
et dans celui de Jimbo, on considére une algébre de Hopf sur C(g), ou sur
C et dépendant d’un nombre complexe non nul g.

Lusztig a montré que l'on peut aussi définir cette déformation sur
Z[q, ¢ "] (en construisant un analogue de la Z-forme de Kostant). Lorsqu’on
spécialise ¢ en une racine de 'unité, on obtient une modification de la
définition de Jimbo. Ceci a permis & Lusztig de mettre en évidence une
analogie entre la théorie des représentations modulaires d’un groupe semi-
simple sur un corps algébriquement clos de caractéristique p et celle des
représentations de dimension finie du groupe quantique correspondant, en
une racine p-ieme de 'unité. Il conjecture que, dans une large mesure, ces
théories sont identiques.

L’étude des représentations aux racines de I'unité dans la définition de
Jimbo présente un intérét en physique. En effet, De Concini et Ka¢ ont
montré que, dans ce cas, I’algébre enveloppante quantifiée a un centre tres
gros, et que ses représentations irréductibles de dimension maximale sont
paramétrées par une variété algébrique affine de dimension égale a la dimen-
sion de l'algebre de Lie associée. En gros, ces paramétres supplémentaires,
apres imposition de certaines restrictions, sont utilisés comme paramétres
spectraux dans le point de vue évoqué en 1.2. (Il faut en fait considérer
'algebre de Ka¢-Moody affine associée ; voir, pour plus de précisions, [B-S]
[DIMM].)

Ces représentations ont aussi suscité beaucoup d’intérét en liaison avec
les théories des champs conformes rationnelles (interprétation des regles de
“fusion” et des représentations de monodromie en termes de représentations

de groupes quantiques a une racine de I'unité(*). Dans [T-K], [Koh], [D6]

™) voir, par exemple, [A-G-S], [F-G-P], [M-R], [P-S], - --.
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(744) REPRESENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

est établie I’équivalence entre deux représentations du groupe des tresses :
celle donnée par la monodromie des équations de Knizhnik-Zamolochikov

et celle donnée par la R-matrice.

2. ALGEBRES ENVELOPPANTES QUANTIFIEES : VALEURS
GENERIQUES DU PARAMETRE

2.1. Notations

2.1.1. Soit ¢ une indéterminée, A = Z[q, ¢ }].
Pour n € Z et d € N, soit [n]d=-";§g;:€.4.

|
= fn—m-d'_-' qui est dans

On pose [n]g! = [n]g[n—1]g-- - [1]4 et [7] EERITA

d

A.

On omettra 'indice d lorsque d = 1.

2.1.2. Soit (a;j)1<i,j<n une matrice irréductible n x n & coefficients entiers
tels que : a;; =2, a;; < 0 pour ¢ # j et il existe dy, ds, -, d, relativement
premiers entre eux dans {1,2, 3} tels que la matrice (d; a;;) soit symétrique
définie positive.

(aij) est donc la matrice de Cartan d’une algébre de Lie simple de
dimension finie G.

On pose : ¢; = ¢%.

2.1.3. Soit P un groupe abélien libre de base w;, i = 1,---,n. Posons
pP=D i, wi,aj =3 ajwipour j =1 n.
Soit @ =3, %0, Qr =3, Z; ;. Pour 8 =75 k;ja; dans @, on
définit sa hauteur par ht f = 3, k;.
On introduit un ordre partiel sur P défini par: A > p <= A—p € Q.
On définit un accouplement bilinéaire PxQ — Z par : (w;, a;) = b;;d;.
Soit r; automorphisme de P défini par ri(wj) = w; — d;a; (1,5 =
yo00yn). Alors ri(aj) = aj — a;j ;.
Soit W le sous-groupe de GL(P) engendré par ry,---,r,. Alors Q est

invariant par W, et ’accouplement ci-dessus aussi.
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Posons Il = {ay,::+,a,} et R=W(II), Ry = RN Q.. R est donc un

systeme de racines correspondant & (a;;), W son groupe de Weyl.

2.2. Définitions (Drinfeld [D1] [D2], Jimbo [J1] [J2] [J3])

2.2.1. Soit k un corps de caractéristique nulle.

U est la k(q)-algébre définie par les générateurs E;, F;, K;, K7', 1<
1 < n et les relations :

(2.2.1.1) KiK;=K;K, ; K,K'=K'K;=1.
(2.2.1.2) KiE;K['=q¢/"E; ; K;F;K '=gq;"F,.
K1
(2.2.1.3) E;F; — Fj E; = b;; —I—Q—L_'l
qi — g;
l—ayj; 1
— Q;y l—a,;j—s ) s __ . .
(2.2.1.4) z% (-1)* [ . ]L. E, E;E{ =0  pouri#j.
8= 1
1—ayj; 1
K] — Q45 l—aij—s rn 1ns _ . .
(2.2.1.5) ZO (-1) [ . ]d- F/T T FF =0 pour 1 # j.

U est lalgébre enveloppante quantifiée, ou groupe quantique, associée

d la matrice (a;;).

U est en fait une algébre de Hopf, pour le coproduit A, la colinité ¢ et

Pantipode inversible S définis par :

AE;=E;®1+K,QE; , AF,=F,QK '+1QF, , AK;=K;QK;
e(E)=0 , e(F)=0 , eK,)=1

S(Ei)=-K'E; , S(F)=-FK; , S(K)=K"
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(744) REPRESENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

On dispose de ’antiautomorphisme de k-algebre w et de I’automorphisme

de k-algebre ¢ définis par :
wB)=F , wF)=E , wK)=K" , w@=q¢"
$(E)=F , oF)=E , oEK)=K: , ¢lg)=¢"
Introduisons enfin les analogues des puissances divisées :

() _ _Ef () _ _F?

At v A A

Kiq"—K'q™"
gi—q; "

ainsi que [K;; n] =

[K,-] 3 ﬁ Kigi*— K 'q”!
N s=1 q:_q;s

Noter que [K;; 0] = [I;"]
2.2.2. Soit YT la sous-algebre de U engendrée par les E;, U~ celle en-
gendrée par les F; et U° celle engendrée par K;, K, 1<i<n.

On a alors (voir [Rol] et [Ro5]) un k(g)-isomorphisme d’espaces vec-
toriels

U=U QU U™.

2.2.3. Pour chaque ¢ € k* tel que 2% # 1 pour tout 1 = 1,---,n, on
peut considérer la k-algebre Y. définie par les générateurs E;, F;, K;, K; !
(: =1,---,n), avec les mémes relations que ci-dessus ot 'on a remplacé q
par €.

On peut la voir comme “spécialisation” de la facon suivante : soit
U' la k[g,q ']-sous-algébre de U engendrée par les éléments E;, F, K;,
K; ', [K;;0]. 1l est immédiat d’obtenir une présentation par générateurs et
relations pour U’ et de voir que c’est une algebre de Hopf (voir [DC-K]).

Alors U =U"[(q— e)U'.

On définit U+, U, UL de fagon évidente. On a encore une “décompo-

sition triangulaire” comme en 2.2.2.
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Cette définition par spécialisation a encore un sens pour € = 1 ; les
éléments K; sont centraux et le quotient de U; par I'idéal bilatére engendré
par les K; —1 (¢ = 1,---,n) est isomorphe & ’algébre enveloppante uni-
verselle de la k-algebre de Lie simple associée & la matrice (a;;).

On déduit de la que U’ et U n’ont pas de diviseurs de 0 [DC-K1] [J-L1].
2.2.4. Voici enfin la définition de Drinfeld, que nous utiliserons au n°® 3.
L’anneau de base est ’algebre des séries formelles k[[R]].

Uy est la k[[h]]-algébre engendrée au sens h-adique par E;, F;, H;
(1 <1< n) et les relations

(2.2.4.1) H,'H]‘—HjHi=0 i,j=1,---,n

(2.2.4.2) H,E; - EjH;=a;E; , HiFj—FjH =-a;F;

et des relations (2.2.4.3), (2.2.4.4), (2.2.4.5) que lon déduit respectivement
de (2.2.1.3), (2.2.1.4) et (2.2.1.5) en remplagant K; par exp (—% d; H;) et ¢
par exp (—%)

U}, est une algebre de Hopf topologique pour un coproduit,- - - obtenus
a partir de ceux de 2.2.1 par les mémes substitutions. Le coproduit est a

valeurs dans le produit tensoriel complété pour la topologie h-adique.

2.2.5. Pour simplifier I’exposé, on s’est limité au cas des matrices de Cartan
non dégénérées. On peut aussi associer un groupe quantique a toute ma-
trice de Cartan généralisée symétrisable et un certain nombre des résultats

évoqués ci-dessous (considérant des représentations intégrables) sont encore
vrais. Voir [J-L1].

2.3. Modules de Verma et modules irréductibles de dimension
finie ([L1], [Rol])

La décomposition 2.2.2 permet de développer la théorie de fagon ana-

logue a la théorie classique.

2.3.1. Soit Q3 le groupe des homomorphismes de @ dans {£1}.
6 € Q% et A\ € P définissent un homomorphisme d’algeébre \s : U° — k
par A\s(K;) = 8(a;). ¢,
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On peut donc considérer la représentation de dimension 1 de la sous-
algebre U° U™ de U ou E; agit par 0 et K; par A\s(K;), et grace a 2.2.2
I'induire & &. On notera M()\)® le module correspondant, appelé module

de Verma de plus haut poids X\ et type 6.

Si M est un U-module, 6§ € @3 et A € P, on définit le sous-espace de
poids M = {v € M|K;v = §(e;) ¢**)v pour i = 1,---,n}.

Un vecteur v de M est dit primatif s’il est non nul, appartient & un
certain sous-espace de poids et est annulé par les F;.

Un module est dit de plus haut poids s’il est engendré par un vecteur
primitif. Un tel module est alors le quotient d’un module de Verma, et est
somme directe de ses sous-espaces de poids, qui sont de dimension finie.

M(X)® admet un unique quotient irréductible, noté L(\)°.

Quitte & tensoriser par une représentation de dimension 1, on peut
supposer que §(a;) = 1 pour tout ¢ = 1,---,n, ce que 'on fera désormais.

On écrira L()) et M()) au lieu de L(A)* et M(X) .

2.3.2. Le module irréductible L(\) est de dimension finie si et seulement

si le poids A est dominant, z.e. (A, a;) > 0 pour tout .

2.3.3. On a des résultats analogues a 2.3.1 et 2.3.2 pour U, si € n’est pas

racine de 'unité.

2.3.4. Soit M un U-module de plus haut poids A € P, engendré par vg.

On peut définir son caractere, dans I’algébre de groupe Z[P], par la
formule habituelle : Ch M =3° ,p dim M* . e*.

On se propose de déterminer ce caractére, suivant Lusztig [L1, L5].
Soit M’ le sous-U'-module de M engendré par vg. On a alors :

i) M' est somme de ses intersections avec les sous-espaces de poids, qui
sont des k[g, ¢!]-modules libres de rang fini. Soit M # = M* N M'.

i) k(q) ®[q,q-1]M' = M et dimy,) M* = rangk[q,q_llM’“.

iii) Pour ¢ € k*, soit M. = M’ @y[g4-11(k[g,¢7]/(¢ — €)). Clest un

U.-nodule, dont on définit le caractére de facon analogue a ci-dessus :

. ] 6(“7ai) — E—(l")al')
si ME,_L — {U€M5|Kiv=e(ﬂ7al)v y [K,,O]'D: 'U}

g—e!
ChM, =) dim; M¥ . e
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et on obtient Ch M, = Ch M.

iv) En particulier, pour € = 1, par extension des scalaires K; agit par
1 et on obtient un module de plus haut poids sur 'algébre enveloppante
de l’algebre de Lie sur k associée a la matrice (a;;). Si, de plus, M est de
dimension finie, alors ce dernier module est nécessairement irréductible et
son caractére est donné par la formule d’H. Weyl.

On en déduit immédiatement que M était lui-méme irréductible (puis-

que Ch M = ChL(})).

Remarque.— Joseph et Letzter obtiennent Ch L(\) en montrant que, pour
tout ¢ = 1,---,n, M(s;.\) est un sous-module de M(X) (s;. A = s;(A +
p) — p) et que L()) est isomorphe au quotient de M () par la somme

S M(s; . 2) ([3-L1)).

2.3.5. Au vu de la proposition suivante, on déduit de 2.3.4 que tout U-

module de dimension finie sur k(q) est completement réductible.

PROPOSITION ([Ro3]).— Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) Tout U-module de dimension finie est complétement réductible.

i1) ToutU-module de plus haut poids et de dimension finie est irréductible.

En effet : 1) = ii) est classique.
Pour ii) = i), suivant une idée d’Armand Borel, on se ramene, en

raisonnant par ’absurde, au cas d’une suite exacte
0— L(\) — M — L(p) — 0,

ou M est indécomposable et A < p. Mais alors M est un module de
plus haut poids de dimension finie et 2.3.4 indique qu’il est irréductible.

Contradiction.

Remarques.— i) On indiquera plus bas (¢f. 2.8.5) une démonstration du fait
que dés que € n’est pas une racine de 'unité, tout ¢.-module de dimension
finie sur k est complétement réductible.
Une preuve cohomologique de ce résultat a été donnée dans [A-P-W1].
Dans [J-L1], Joseph et Letzter ont obtenu un théoréme de compleéte

réductibilité pour certaines catégories de modules sur U/ ou U est associée
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a une matrice de Cartan généralisée symétrisable (et le corps de base est

k(g))-

ii) Dans son approche sur C[[A]], Drinfeld a montré dans [D5] qu'’il
existe un isomorphisme d’algebres ¢ : U, — UG ® C|[[h]], qui est I'identité
modulo h et dont la restriction au sous-espace H engendré par Hy,---, H,
est l'identité.

De la résulte que la classification des Uj-modules qui sont des C[[A]]-
modules libres de type fini est la méme que celle des UG-modules de di-
mension finie sur C, et on obtient en particulier la formule des caractéres

pour les Up-modules irréductibles.

2.4. Action du groupe de tresses (Voir Lusztig [L4], [L5])
Rappelons que le groupe de Weyl W est engendré par ry,---,r,, et

que les relations suivantes constituent un ensemble complet de relations

ry =1

PTG =TT 1#£ ]

ou, dans la derniere équation, il y a 2, 3, 4 ou 6 termes dans chaque membre
selon que a;; a;; est égal a 0, 1, 2 ou 3 respectivement.

Le groupe de tresses associé B est défini par des générateurs Ty, -+, T,
et les relations

TTT; - = TyT.T; - - - i #

comme ci-dessus, mais on ne suppose plus que T? vaut 1.

2.4.1. Afin de construire (voir 2.5 ci-dessous) une base a la Poincaré-
Birkhoff-Witt pour i, il est commode d’introduire des analogues des vec-
teurs de racine dans YT et ¢ ~.

Dans la situation classique, un revétement fini de W agit dans ’algébre
de Lie (par des automorphismes élémentaires) et on peut construire les
vecteurs de racine en appliquant ces automorphismes aux vecteurs de racine
simple.

Lusztig a introduit une représentation de B par automorphismes d’al-
gebre de U (mais ne préservant pas la structure de cogébre, ceci sera im-

portant au n° 3), qui permet de suivre la méme démarche. Une autre

453



M. ROSSO

construction a été donnée dans Kirillov-Reshetikhin [K-R3] et Soibelman-
Vaksman [So-V], Soibelman [So2, So3].

La proposition suivante se montre par calculs.

PROPOSITION.— i) Pour chaque : = 1,--- n, il y a un unique auto-
morphisme d’algébre T; de U tel que :

TiEi = —EKz y :Z-;E] = Z (_l)s—aij qg_s Ef—aij_s) E]ESS) i ?é]

s=0

—aj

T.F; = _Ki—lEi , Tz'Fj — Z (_1)3—a.'j qf Fli(s) Fijz'(—a-'j—s) i #]
=0

T.K; = K;K; ",
Cet automorphisme satisfait d :

Tiwszi
T =T

ii) Ces automorphismes satisfont auz relations du groupe de tresses B,
st bien que st w € W et w = 1y, --- 1, est une expression réduite de w,
alors Vautomorphisme Ty, = T; ---T;, de U est indépendant du choiz de
Uezpression réduite de w.

iii) Supposons B =wa; € Ry, a; € II. Alors T,E; e U™.

2.5. Une base a la Poincaré-Birkhoff-Witt

On suppose ici k = Q. On pose A = Z[q,¢7!].

Soit U 4 la A-sous-algeébre de U engendrée par les éléments EZ(N) , Fz»(N),
Ki, K[' (1 <i<n, N>0). Soit ujg (resp. U ) la A-sous-algebre de U4
engendrée par les éléments EZ(N) (resp. Fi(N)) pour N >0,:=1,---,n, et

’d

U4 la A-sous-algebre de U4 engendrée par les éléments [I]:;], K;, K t

i=1,---,n, N >0.
Lusztig a construit une A-base de U4, qui est un analogue de la Z-

forme de Kostant, de la facon suivante :
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Soit w, I’élément de plus grande longueur de W, et soit v cette longueur.
Soit X I’ensemble des expressions réduites de w,, i.e. I’ensemble des suites

i=(¢1,--,7,) d’entiers compris entre 1 et n telles que wg = ry, - -7;

v

Une telle suite détermine un ordre total sur R, par :
br=ai , Br=ri(ai,) , By=riri, (@), 0y =riy - ori,_, (ai).
On introduit alors les analogues des vecteurs de racine par :

Es, =TTy T, (Bi,) , Fp, =w(Ep,)="T, T;_, (F,)

Pour ¢ = (¢, -+, ¢,) dans N”, posons E'/gi') =T - T,_, (Eff')) et
Ei(c) — Ef;il) E{(;;z) .. 'Egi") , Fi(c) — w(Ei(C)).
On a alors :

PROPOSITION (Lusztig [L5], Dyer-Lusztig [D-L]).— i) Pour chaque i

dans X, les éléments Ei(c), ¢ € N sont dans L{I. Ils forment une A-base
de U} et une Q(q)-base de U.

ii) De méme, les éléments Fi(c), c € N” forment une A-base de Uy et
une Q(q)-base de U.

iii) Les éléments : [[1, K% [i"], ni >0, 6; € {0,1} forment une

A-base de Uy et une Q(q)-base de U°.

iv) La multiplication définit un isomorphisme de A-modules
Uy ®AU21 ®_,4Uj{ — Uy4.

v) On a
Ua®@4Q(g) = U.

De plus, U4 est une A-algebre de Hopf et on a :

N
ABY) = 3 g0 BN gk 5
k=0

N
A(FNY = 3 ¢7HN=R) B0 @ ok p(N=k)
k=0

455



M. ROSSO

La démonstration de la proposition utilise, pour prouver I'indépendance

linéaire sur Q(g), la spécialisation en ¢ = 1 de modules irréductibles de plus
haut poids assez grand (cf. 2.3.4).

Remarques.— (i) Lorsqu’on considérera U ou Y., on préférera parfois con-
sidérer les éléments E = Ty, ---T;,_,(Ej*), Ef = Eg ---Eg et Ff =
w(Ef) au lieu des puissances divisées.

(i1) Si maintenant k est un corps de caractéristique nulle, la proposition
fournit des bases de U sur k(q) et pour chaque ¢ € k* tel que 2% # 1 pour
tout ¢ une base de . sur k. (On utilise, pour U, les éléments Ef et le
lemme 2.6 ci-dessous.)

(iii) Les bases ci-dessus dépendent d’une expression réduite de wy.
Lusztig [L6] et Kashiwara [Ka] ont construit une base “canonique” ou
“cristalline” qui ne dépend pas d’un tel choix et qui posséde des propriétés
tres remarquables. Je renvoie pour cela & ’exposé d’Olivier Mathieu & ce
méme Séminaire.

(iv) Une conséquence immédiate de la proposition est que le caractére

d’un module de Verma M(X) sur i est donné par la méme formule que

dans le cas classique.

Convention.— On fixera désormais une expression réduite i de wy et on

omettra l'indice i.

2.6. Les analogues des vecteurs de racine Ej satisfont aux relations de

quasicommutation suivantes (pour chaque expression réduite i de wy) :

Lemme ([L-S1)).— Avec les conventions de 2.5 pour lordre total sur R,

on a, pour 1 < j :

Eg, Eg, — %D Ey Ep = ) a E°
c€ENY
ot a. est dans k[q,q7'], et a. = 0 d& moins que cp =0 pourp<ioup>j.
De Concini et Ka¢ [DC-K] introduisent alors une filtration sur & (res-

pectivement sur U.) telle que P’algebre graduée associée soit une algebre

de quasi-polynémes (c’est-a-dire une algebre définie par des générateurs
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Ty, ,T, et des relations z;z; = A\;jz;z; pour A;; non nul dans le corps
de base respectif).

De ceci, ils déduisent que U et U, sont des algébres sans diviseurs de
zéros et intégralement closes au sens suivant (voir [DC-K-P], Remarque c),

6.4).

DEFINITION ([DC-K]).— Soit A une algébre sans diviseurs de zéros, Z
son centre, Q(Z) le corps des fractions de Z. Posons Q(A) = Q(Z) ® zA.
On dit que A est intégralement close si pour tout sous-anneav B de Q(A)

tel que A C B C 271 A pour un certain z non nul dans Z, on a B = A.
Remarque.— Si A est commutative, ceci implique la définition usuelle.

2.7. On peut, en utilisant ’antihomomorphisme w, introduire comme dans
le cas classique, sur chaque module de Verma M()\) (on prend §=1 pour
simplifier les notations), une forme hermitienne contravariante au sens suiv-
ant.

Désignons par ~ l'involution k-linéaire de k(q) qui envoie ¢ sur ¢™'.

Une forme k-bilinéaire H sur un k(q)-espace vectoriel V est dite hermi-
tienne si H(av,w) = @ H(v,w), H(v,aw) = a H(v,w), H(v,w) = m
pour a € k(g), v et w dans V.

Soit vy un vecteur de plus haut poids de M(X). Il y a sur M()) une

unique forme hermitienne H telle que :
H(va,vx) =1, H(Xv,w) = H(v,w(X)w) pour X dans U , v,w dans M()).

Alors, comme d’habitude, des sous-espaces de poids distincts sont or-
thogonaux, le noyau de H est ’'unique sous-module maximal propre et on va
s’intéresser a la restriction H, de H au sous-espace de poids A —n, n € Q.
Soit det,(}) le déterminant de H, dans la base F*v) introduite en 2.5, ou
¢ parcourt 'ensemble Par(n) = {(c1,--+,¢,) € N”; 3 cio; = 1},

Notons qu’on peut interpréter chaque élément de A4° comme fonction
sur P & valeurs dans k(q), par : Kg(\) = ¢® pour B € Q, A € P.

Utilisant les formules de caractéres 2.3.4, 2.5 et la connaissance de la
formule de Shapovalov pour le déterminant dans le cas classique, De Concini

et Kac ont obtenu la formule suivante :
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PROPOSITION ([DC-K]).— On a

dety = TT T (imlas (Ks: (08) - 2 8,80) """

BER, m=1

ou, pour B € Ry, on pose dg = d; s1 (3 est dans Uorbite de a; sous Uaction
du groupe de Weyl W.
Ils obtiennent aussi les critéres usuels d’inclusions entre modules de

Verma, criteres aussi obtenus dans [A-P-W1] par des méthodes cohomolo-

giques.

2.8. Centre et homomorphisme d’Harish-Chandra

T. Tanisaki a établi un analogue de 'isomorphisme d’Harish-Chandra
sur k[[h]] dans [Ta]. Dans [Ro3], il est prouvé un analogue du critére
d’Harish-Chandra pour les caractéres centraux sur k(q). L’isomorphisme
d’Harish-Chandra sur k(q) est établi dans [DC-K] et [J-L1].

On suivra ici De Concini et Kaé, car leur construction permet une
spécialisation a U., pour k = C et ¢ € C* lorsque ¢ n’est pas une racine de

l'unité.

2.8.1. Soit Z le centre de Y. Tout élément de Z s’écrit :

2=, Y, Fow B, owpi el
n€Q4+ k,r€Par(n)

L’application 2z — ¢ ¢ est un homomorphisme h : Z — U° appelé
homomorphisme d’Harish- Chandra.
2.8.2. Soit v : Y° — U° ’homomorphisme défini par v(K;) = ¢; K;. Si on

voit ¢ € U® comme fonction sur P, on obtient :

)N =¢(A+p) , X€P

Le groupe Q3 agit sur U° par : 6(Kg) = 6(8)Kg, 6 € Q3, B € Q et on
obtient une action du produit semi-direct W x Q% sur /°.

Soit W le sous-groupe de ce groupe engendré par les cWo ™!, 0 € Q3

et UV = {p € U |w(p) = ¢ Yw € W}.
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THEOREME ([DC-K] [J-L1]).— L ’application y~ ok envoie Z dans U°W
et définit un 1somorphisme de Z sur UOVT’.

2.8.3. Idée de la preuve

! 0 h(z) soit dans U°W pour z dans Z se prouve en

a) Le fait que v~
considérant les inclusions entre modules de Verma.

b) De Concini et Ka¢ construisent en fait I'isomorphisme inverse :
partant de ¢ dans #°, on cherche z € Z sous la forme donnée en 2.8.1 avec
w00 = @. On cherche donc a déterminer, par récurrence sur 7, la matrice
by = (Pk,m)k,mePar(n)- On considére le module de Verma M(\)® et, pour
chaque v dans @4, la matrice de 'opérateur Zk,mGPar('y) F* @k, E7 dans la
base Fvy, s € Par(n), du sous-espace de poids A —n, soit G,()). Utilisant
que si z € Z, il doit agir dans ce sous-espace par le scalaire (), on obtient

une équation entre fonctions a valeurs matricielles :

$oHy+ Y Gy=0.1,
<7

et les G, ¥ < 1 sont supposés connus.

Utilisant la formule en 2.7 pour le déterminant de H,, on voit que si
S désigne l'ensemble des produits d’éléments [Kg;(p, ) — 2 (8, 8)] pour
B € Qy, m € N*, les g m cherchés sont nécessairement dans S~ .

De Concini et Ka¢ montrent alors que les ¢ ,, sont en fait dans I si

et seulement si 77!(p) € U°W. Des considérations de degré (en les K;)
montrent que @ » est nul pour k et m assez grands.
De plus, comme le z ainsi construit agit par un scalaire dans chaque

module de Verma, il est dans le centre. On le notera 2.

2.8.4. Supposons € € k* non racine de l'unité. Alors pour ¢ € U% on
peut “spécialiser” 1’élément z, construit ci-dessus et on obtient, avec des

notations évidentes, un isomorphisme d’Harish-Chandra,

7e_loh€:Z€—1>L{£W.
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2.8.5. Remarque : Compléte réductibilité des représentations de dimension

finie de U,

En utilisant la proposition donnée en 2.3, il s’agit de montrer que le
caracteére d’'un module de plus haut poids de dimension finie est donné par
la formule de H. Weyl.

On peut recopier 'argument donné dans [Ro3] pour ¢/ car 2.8.4 donne
le critére d’Harish-Chandra sur les caractéres infinitésimaux dés que ¢ n’est

pas une racine de l'unité, et on connait grace a 2.5, remarque iv), les ca-
ractéres des modules de Verma.

2.8.6. Considérons par exemple le cas G = sl(2). Alors 1’élément central

C = Kg-q'—"f;—:ll)g;—l + F'E, introduit par Jimbo dans [J2], engendre le centre
de Y.

2.8.7. Utilisant la structure quasitriangulaire de U}, (on va revenir plus en
détail la-dessus au n° suivant), Drinfeld a construit dans [D5] des analogues
des éléments de Casimir quadratiques. Voici comment.

Supposons pour commencer que (A, R) est une algébre de Hopf qua-
sitriangulaire, et R = ) a; ® b;. Posons u = Y S(b;)a;. Alors uS(u) =
S(u)u est dans le centre de A, et le carré de l'antipode S? dans A est
l'automorphisme intérieur défini par u.

Supposons de plus A = U;. Alors S? est aussi 'automorphisme
intérieur défini par exp(hp), ot on voit p comme élément de la sous-algebre
de Cartan grace a l'accouplement ( , ).

Ainsi exp(—hp)u = uexp(—hp) est dans le centre de U, et Drinfeld
montre qu’il agit, dans tout A,-module de plus haut poids A, par multipli-

cation par : exp |— % (A A +2p)]|.

3. LA R-MATRICE UNIVERSELLE POUR U,

Dans ce numéro, on adopte la définition de Drinfeld et on se propose
d’expliquer la construction de la R-matrice universelle. La formule a été

obtenue pour sl(2) par Drinfeld, puis pour sl(N) dans [Ro2], et enfin le
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cas général est dii a Kirillov-Reshetikhin [K-R3], Levendorskii-Soibelman
[L-S1].

Ceci repose sur la construction du double quantique indiquée ci-dessous.

U} (ou sa sous-algebre de Hopf topologique U}, by engendrée h-adique-
ment par les E;, H;, 1 < ¢ < n) est ce que Drinfeld appelle une Q UE-algébre,
c’est-a-dire une algebre de Hopf topologique sur k[[k]], munie de la topologie
h-adique, qui est un k[[h]]-module topologiquement libre et dont la “limite

classique” A/hA est isomorphe & une algébre enveloppante universelle sur

k.

On peut définir le dual d’une QUE-algébre dans la catégorie des QUE-
algebres, et c’est en ce sens qu’on 'entendra ci-dessous. Tous les produits

tensoriels sont complétés au sens h-adique.

3.1. THEOREME ET DEFINITION (Drinfeld [D2]).— Soient A une
algébre de Hopf et A° lalgébre de Hopf duale munie de la comultiplication

opposée. Alors, il existe une unique algébre de Hopf quasitriangulaire (cf.

définition 1.3) (D(A), R) telle que :
(1) D(A) contient A et A° comme sous-algébres de Hopf.

(ii) R est l’image de ’élément canonique de A ® A° par le plongement
A®A® - D(A)® D(A).

(iii) L’application linéaire AQ A° — D(A), a®b — ab, est un 1somor-

phisme de cogébres.

3.2. La méthode de construction de R consiste a déduire la structure
quasitriangulaire de U, de celle du double de U, b4 : on montre que
(Un by )° est isomorphe, comme QUE-algebre, & Uy, b_ (la sous-algebre de
Hopf topologique engendrée h-adiquement par les F;, H; pour 1 < i <
n), et que ceci permet de construire un épimorphisme d’algébres de Hopf

D(Up by) — Up. La R-matrice universelle de U}, est alors I'image par celle
de D(u}, b+)
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3.3. La formule de Drinfeld [D2] pour sl(2) est (avec ¢ = e~ %)
(1 - ¢®)" _n@-y LICET R n h
(Z n]' E"@F")Exp(7 H & H)

[]!

(Exp (%

h = (1=¢*)" _n(n-
n=0

H).E)" ® (Bxp (-5 H). F)".

3.4. Cas général

Notons que I’on peut construire, comme en 2.5, des bases a la Poincaré-
Birkhoff-Witt pour U}, by ou Uy, b_, via des automorphismes T;.

Pour établir la dualité entre Uy, by et Uy b_ et calculer ’élément cano-
nique, on peut partir d’une telle base pour U}, by et chercher la base duale.
Ceci nécessite de connaitre A(Ej3) pour chaque # dans Ry. Or, on a déja
dit que les automorphismes d’algebre T; ne préservent pas la structure de
cogebre!

Cependant, en se fondant sur une autre interprétation des T;, Kirillov-
Reshetikhin et Levendorskii-Soibelman (voir aussi [So2] [So3] [So-V]) ont

obtenu la formule suivante :

3.4.1. Lemme ([K-R3] [L-S1]).— Pour tout x dans Uy, on a :

A(Ty(2)) = R(i) ™ [(T: ® Tv) A(z)] R(i)

ot

~ . o 1 — 22 n _ n(n-1 h n _..h n

Ri)=7Y (_[rﬁ,%)—qi T (Bxp (5 d:H)E:)" ® (Bxp (- diHi) F)".
n=0 i

L’idée est de considérer le produit croisé de U}, par 'action du groupe de

tresses et d’implémenter les automorphismes T; dans chaque représentation

de Uy,
Soit 7 I'antiautomorphisme d’algebre défini par 7(E;) = F;, 7(F;) =
E,7(H)=H
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Pour sl(2), si p est une représentation de dimension finie (z.e., ici,
dans un k[[h]]-module libre de type fini), alors p o 7 0 S est isomorphe
a la contragrédiente, et Kirillov et Reshetikhin construisent, dans chaque
représentation irréductible de dimension finie, un opérateur qui implémente
ToS.

Notons que ceci revient & se donner une certaine forme linéaire w sur
I'espace des coefficients des représentations de dimension finie (U}, )5, (dual
restreint ).

Utilisant les relations entre les coefficients de Clebsch-Gordan pour
le produit tensoriel de deux représentations irréductibles et l'image de la
R-matrice dans ce méme produit tensoriel, ils en déduisent :

Aw) =R wQ@w.

L’élément implémentant ’automorphisme T est alors w = w Exp (% H 2).
Vaksman et Soibelman construisent directement la forme linéaire @ comme
coefficient d’une certaine représentation de dimension infinie de (U} )k.,-

Dans le cas général, soit U}, ; la sous-algébre de Hopf de U), engendrée
par E;, F;, H; (isomorphe a Up sl(2)). Composant la surjection naturelle
(Un)res = (Uh,i)res avec la forme linéaire w ci-dessus, on obtient des formes
linéaires w;, et on montre que la conjugaison par w; coincide sur U, avec
I'automorphisme T;. (Cette conjugaison a un sens dans le dual de (Up)}.s.)

De la formule ci-dessus pour A(w), on déduit immédiatement le lemme

et on a de plus construit le produit croisé évoqué au-dessus comme sous-

algebre du dual de (Up)r,-

3.4.2. On obtient alors que la duale de la base a la Poincaré-Birkhoff-Witt
de Up by est, a un scalaire pres, la base a la Poincaré-Birkhoff-Witt de
U b_, et la méthode du double quantique donne :

THEOREME ([K-R3], [L-S1]).— On a

- 1 (X B o m) ped Y B, o)

a€ER, n=0 1,J

ou le produit est effectué suivant Uordre total de Ry donné par la décompo-
sition réduite de wo, go = q; 31 o est dans lorbite de «; sous Uaction du

groupe de Weyl et (B;;) est la matrice inverse de la matrice (d; a;j).
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4. THEORIE QUANTIQUE DES INVARIANTS

Revenons a ’algébre U, avec k = C, ¢ non racine de l'unité.

Supposons que (a;;) soit la matrice de Cartan d’une algtbre de Lie
simple classique (z.e. de type A, B,C, D). La représentation fondamentale
de plus haut poids w; est donnée par les mémes formules que dans le cas
classique (avec la traduction évidente pour les KiF!).

L’image dé la R-matrice dans cette représentation a été donnée par
Jimbo bien avant que l'on connaisse la R-matrice universelle ([J1] ; en fait,
il donne méme les formules pour R avec parametre spectral et on obtient
R constante par un procédé de limite convenable). Notons-la encore R.

Par exemple, pour (a;j) de type Ay, on a (E;; désignant les unités
matricielles) :

N+1
R=c¢ Z E,‘,‘@E,‘,'-I-Z E,’j@Eﬁ-{-(E—e_l) z Ejj@E,’,‘.
=1 i#j J>i

On peut alors considérer les puissances tensorielles de la représentation
fondamentale et étudier le commutant de ¢.. Ce commutant contient tou-
Jours les translatées de R: Ri=1® ---QIQRQ®I---®I (R agit dans les
positions (7,44 1)), qui définissent une représentation du groupe des tresses
de type A. Cette représentation se factorise a travers certaines algébres de

dimension finie et les R; engendrent en fait tout le commutant.

DEFINITIONS.— 1) L’algébre de Hecke Hp(e) est la C-algébre associa-

twe et unitale engendrée par les éléments g,,---,g,—1 et les relations :
(H1) 9i9i=9j9; li—j|>2

(H2) 9i 9i+1 9i = Gi+1 9i Git+1

(H3) gi=(e=1)gi+e

2) L’algébre de Birman-Murakami- Wenzl ([B-W], [Mu)) est la C-algébre
Cp(r,€) associative et unitale engendrée par les éléments gy, -+, gp—1, sup-

posés inversibles, et les relations :
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(H1), (H2) comme ci-dessus

définissant e; par: (e —e 1)(1—e€;) = gi — gt

(R1) € gi = r1e;

e gfz_ll e; =rile;.

Ces deux algebres peuvent étre munies de traces ayant la propriété
dite de Markov ([Jo], [Rel], [Tu], [We]) et jouent un réle important dans la
théorie des invariants polynomiaux d’entrelacs (polynéme HOMFLY pour
la premiére et polynéme de Kauffman pour la deuxiéme).

Le résultat suivant est dd & Jimbo pour (a;;) de type A ([J3]) et &
Reshetikhin pour (a;;) de type B, C ou D ([Rel]).

THEOREME.— (i) Soit (ai;) de type A et (p,V) la représentation fon-
damentale de U.. Alors les opérateurs eR; (1 < i < p—1), agissant dans
V®P y définissent une représentation de Ualgébre de Hecke Hy(e?), et les
images de Hy(e?) et U. dans End(V®?P) sont ezactement commutant 'une
de Uautre.

(ii) Soit (aij) de type B, C ou D, et (p,V) la représentation fonda-
mentale de U.. Alors les opérateurs R; (1 <1 < p—1), agissant dans V&P,
y définissent une représentation de Ualgébre Cp(r,e?) avec r = 2™ s1 (a;j)
est de type B,, r = —(?""D/2 5i (a;;) est de type Dy, r = —e~ 2+ 44
(aij) est de type Ch.

Les images de Cp(r,e?) et U, dans End(V®P) sont, dans chaque cas,

exactement commutant 'un de autre.

5. GROUPES QUANTIQUES COMPACTS DE MATRICES

Ici k = C, ¢ n’est pas une racine de I'unité.

On a déja évoqué plus haut P’algeébre de Hopf (U} )k, des coefficients
des représentations de dimension finie. On peut y penser comme au substi-
tut de ’algebre des fonctions réguliéres sur le groupe algébrique complexe

correspondant. Dans la situation classique, c’est exactement ’algébre des
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fonctions représentatives sur le groupe compact associé, et cette algebre est

dense dans la C*-algeébre des fonctions continues sur le groupe compact.

5.1. Woronowicz a introduit les groupes quantiques compacts de matrices

comme suit ([W1] [W2]) :

DEFINITION.— Un groupe quantigue compact de matrices est la donnée
d’une C*-algebre A’ et d’une matrice N x N d’éléments de A : u = (u;;)
satisfaisant auz conditions susvantes :

(i) La sous-algebre nvolutive A engendrée par les éléments u;; est

dense dans A.

(ii) Il eziste un morphisme de C*-algébres A: A — A® A tel que :
A(uij) = Z Uik ® ug;.
k

(iii) w est inversible et 1l eziste une application linéaire antimultiplica-
tive S: A — A, telle que :

S(S(@"))=a Vae A,
et la matrice (S(u;;)) est inverse de u.

Woronowicz a montré, dans ce cadre, 'existence et 'unicité d’une
mesure de Haar (s.e. d’un état h € A*, tel que h.n = n.h = n(1).h pour
tout n € A*) [W2].

Il a développé la théorie générale des représentations (unitaires) de
dimension finie (z.e. des A-comodules) et obtenu une caractérisation a la
Tannaka-Krein de cette catégorie [W3].

Ceci permet, a partir des duaux (U.)}s, € > 0, de construire des
groupes quantiques compacts de matrices ([Ro4], [So2], [An]).

L’algebre U, agit alors par “opérateurs différentiels tordus” dans l’alge-

bre A.

Les représentations de l'algebre A correspondante sont étudiées en
détail dans [Sol, So2, L-S].

5.2. Ces groupes quantiques ont donné un cadre géométrique a la théorie
des g-analogues des fonctions spéciales, en particulier des polynoémes or-

thogonaux. Par exemple, les “g-petits polynomes de Jacobi” apparaissent
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naturellement comme coefficients matriciels des représentations unitaires
irréductibles du groupe quantique SU(2), et les coefficients de Clebsch-
Gordan s’expriment en terme des ¢g-polynémes de Hahn.

Les équations aux différences finies satisfaites par ces polyndmes sont
données par I’action de 'opérateur de Casimir 2.8.6.

La mesure de Haar s’exprime grace a lintégrale de Jackson de ¢-
dénombrement, et les relations d’orthogonalité des polynomes s’interpretent
comme celles des coefficients de représentations par rapport & la mesure de
Haar.

Voir, par exemple, [K-K], [Koo], [K-R2], [MMNNTU], [So-V].

6. SPECIALISATION ARITHMETIQUE (OU RESTREINTE)

Dans ce numéro, £ est un entier impair, premier avec tous les coeffi-
cients de la matrice de Cartan.

k= Q, et on pose A = Z[q,q7!].

Rappelons (¢f. 2.5) que l'on dispose de bases a la Poincaré-Birkhoff-
Witt de la A-algebre U 4.

Pour toute A-algebre A, on peut appliquer ®4A4 et obtenir une A-
algebre U 4, en particulier pour A = Z ou Q, ou q agit par 1.

Soit B I’anneau quotient de A par I'idéal engendré par le ¢-ieme poly-
néme cyclotomique. On dispose des B-algebres U, Uf;h, Uug.

De méme, si l'on considere le quotient B de Q[g,¢!] par ce méme
polynéme cyclotomique (B C B), on obtient Ug, Ug:, uy.

Notons encore UQ l'algebre enveloppante sur Q de la Q-algebre de
Lie simple associée & (a;;), et E;, F;, H; ses générateurs satisfaisant aux
relations habituelles. Soit Uz sa Z-forme de Kostant, engendrée par les
puissances divisées : EEN) = %;— , FSN) = % pour1<:<n, N >0.

Si p est un nombre premi.er impair, so.it F, le corps a p éléments.
ﬁFp =Ug ®zF, est 'hyperalgebre du groupe algébrique simple sur F,

associé a (a;j).
6.1. On a K?¢ =1 dans Up ou Up et les K! sont centraux. On notera Uz
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et U B les quotients respectifs par I'idéal bilatére engendré par les K — 1,
1<i<n.

De méme Kj; est central dans Uz ou Uq et on définit les algebres ﬁz,
Uq.

PROPOSITION ([L4], [L5]).— (i) Uq et Uq (resp. Uz et Uz) sont
1somorphes comme algébres de Hopf.

(ii) Supposons £ = p. On peut identsfier B/(q — 1)B a F,, ce qui fait
de F, une B-algébre, et former L?F, = ag ®pFp. Alors ﬁpp et UFP sont
1somorphes comme algébres de Hopf.

6.2. Soit u la sous-algebre de -UFP engendrée par E;, F;, 1 <i<n. Cest
une algébre de Hopf de dimension p***" sur F,. L’idéal bilatere de U,
engendré par le noyau de 'augmentation de @ n’est autre que le noyau de
I’application de Frobenius Fr : UFP — vF, (transposée de ’application de
Frobenius usuelle sur 'algebre de coefficients du groupe simple sur F,) :
Fr(EfN)) = —E_EN/p) si p divise N et 0 sinon ; Fr(—F_'—SN)) = FgN/p) si p divise
N et 0 sinon.

Considérons parallelement la B-sous-algebre u de Up engendré par E;,
F;, K;, 1 < < n, et son quotient u par 'idéal bilatére engendré par les
K! —1. Alors 4 est un B-module libre de rang ¢2*+".

Nous allons voir qu’elle admet une interprétation analogue a % en ter-

mes d’une “application de Frobenius en caractéristique nulle”.

6.3. L’application de Frobenius en caractéristique nulle (Lusztig
(L5])

THEOREME.— Il eziste un unique morphisme de B-algébres Fr:Ug —
ﬁq ®qB tel que:

IEV‘I'(EZ(N)) = EENN) si £ divise N , 0 sinon
F~r(Fi(N)) = FEN/Z) si £ divise N | 0 sinon

Fr(K;) = 1.
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Il se restreint en un morphisme de B-algébres

~

Fr:Up — Uz ®zB
et se factorise a travers les quotients 673 et ﬁB.

Soit u' la B-sous-algebre de U engendrée par E;, F;, K; pour
1<i<net u't sa B-sous-algebre engendrée par les E;.

La preuve de l’existence de Fr repose sur une interprétation de L?;
comme “produit croisé” de u'* par Palgebre enveloppante ﬁ$®qB agissant
sur u't via certaines dérivations. Plus précisément : soit &; (resp. 6i)
la. dérivation de Up définie par : é;(z) = Ei(t) T — a:E,«) (resp. 6i(z) =
Fi(f) T — z'Fi(l) ).

Alors §; laisse u et u™ stables, §! laisse u et u™ stables.

On montre alors qu'il existe une unique structure de B-algébre sur
(L(('s ® B)® Bu'+, qui coincide avec les structures connues sur Ué ® B et
u't et telle que : E;z =z E; + 6;(z), pour tout z dans u't. Cette algebre
est isomorphe a Ug par un isomorphisme v envoyant E; € L(é ®qQB sur
Ezw € Ug et y € u't sur lui-méme. Fr est alors défini sur Ug en utilisant
y¥~! et en envoyant (Ug ®qB) ®pu't sur L((':; ®qB grace a 'augmentation

de u'*.

6.4. Le noyau de Fr: Up — Uz Rz B n’est autre que l’idéal bilatére engendré
par I'idéal d’augmentation de ’algébre de Hopf u introduite en 6.2.

6.5. Supposons ici £ = p.
Appliquons le foncteur QBF, a L~{3 et Uz ®zB. Par 6.1, on obtient UFP
pour chacun des deux, et Fr devient lapplication de Frobenius de 6.2.
De plus, u @ gF, est isomorphe & & comme algebre de Hopf sur F,.
Soit u' = 4 @pB.

PROPOSITION (Lusztig [L4]).— (i) Les u’'-modules simples sont para-
métrés par (Z/pZ)".

(i) §i M est un u'-module simple, alors il contient un B-réseau M,
qui est un u-sous-module et tel que My ®gF, ait pour quotient le T-module

simple de méme paramétre que M dans (Z/pZ)" .
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Lusztig conjecture en fait que % et % ont des théories des représentations
identiques (pour p pas trop petit). En particulier, le T-module simple as-

socié a M ci-dessus devrait avoir la méme dimension que M.

6.6. Revenons a £ non nécessairement premier et considérons la catégorie
C des Up-modules de dimension finie, sur lesquels les K{ agissent par 1 (on

peut toujours se ramener a ce cas). (Voir Lusztig [L2]).

6.6.1. Les objets simples sont classifiés par les poids dominants. En effet, si
A est un poids dominant, on dispose du «-module simple L()) de dimension
finie sur Q(g) et d’un vecteur de plus haut poids v. Soit L())4 le sous-i4-
module engendré par v et N(\) = L(A) 4 ® 4B. C’est un Ug-module qui a
un unique quotient simple, £()). L’application A — L£()) est une bijection

de P, sur 'ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de C.

6.6.2. Si M est un Up-module dans C et A € P, A = 3 k;w;, Lusztig

définit son sous-espace de poids ) par

M,\:{v€M|K,-v:q:“v et [Igi]vz[l?] v Vi=1,---,n}.
gi

M est somme de ses sous-espaces de poids et si M = N()), la dimen-
sion des sous-espaces de poids est donnée par la formule d’H. Weyl.

Ces dimensions, pour £()), ne sont pas connues.

De fagon tres analogue & ses conjectures pour les modules rationnels
simples sur les groupes algébriques simples sur un corps algébriquement
clos de caractéristique non nulle, Lusztig a conjecturé une formule pour les
dimensions des sous-espaces de poids de £()), en terme des polynémes de

Kazhdan-Lusztig du groupe de Weyl affine associé a (a;;) ([L2]).

6.7. On est en fait ramené au cas ot les coordonnées k; du poids dominant
A sont telles que 0 < k; < £—1 grace & un analogue du théoréme du produit
tensoriel de Steinberg (Lusztig [L2]).

En effet, un poids dominant A s’écrit de facon unique A = X' + £)\"
avec A" dominant et les coordonnées de \' comprises entre 0 et £ —1. Alors
L(A) ~ L(X) ®@ L(£N") comme Ug-module. En fait u' agit trivialement

dans L£(€)\") et la représentation de Up dans L£(¢\") se factorise & travers

470



(744) REPRESENTATIONS DES GROUPES QUANTIQUES

Papplication de Frobenius Fr:u B — U—Q ®qB, si bien que la structure des
sous-espaces de poids de L(#)") est connue. Par ailleurs, la restriction de
L(N') & u’ reste irréductible, et tout u’-module irréductible sur lequel les K¢

agissent par 1 est obtenu une fois et une seule comme une telle restriction.

6.8. La théorie des représentations de Up est étudiée en détail dans [A-P-
W1], [A-P-W2], [A-W], et [P-W] pour le cas o (a;;) est de type A.

Andersen, Polo et Wen introduisent une “algébre de coordonnées” pour
U, qui est un Z[g]-module libre, et I'utilisent pour développer une théorie
générale de l'induction. En particulier, ils obtiennent des analogues du
théoreme de Serre, du théoréme d’annulation de Kempf pour les caracteres
dominants et de la formule des caractéres de Demazure, et définissent des
filtrations a la Jantzen. Ils vérifient la conjecture de Lusztig lorsque le
systéme de racines est de rang 2 et lorsque (a;;) est de type As.

Je renvoie a leurs articles pour plus de précisions.

7. SPECIALISATION NON RESTREINTE

Les résultats de ce numéro sont dis & De Concini et Kaé [DC-K].
k = C, ¢ est une racine primitive ¢-iéme de 'unité. On pose £' = £ si

¢ est impair et £/ = 3£ si £ est pair. On suppose que £ > max {d;}.
7.1. Les éléments EX, FY I\"g satisfont aux relations suivantes :
E{Ey=e @M By | FYFy=eleMl pypl
E, Fs=FsEy , FiEs=EsF!
Kf Eq =P E,Kf | K§Fo=c P F KY.

Par conséquent, les éléments E, F, Kg (e € Ry, B € Q) sont dans

le centre Z. de U, et, dans le module de Verma M()), F¥ v\ engendre un
sous-module de plus haut poids propre, pour chaque a € Ry.
On définit le ¢.-module diagonal M()) comme le quotient de M())

par le sous-module engendré par tous les Fg vy, @ € Ry
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Il est immédiat que les Fgl“ Fg:" vy, oit 0 < m; < £ forment une
base sur C de M()).

De plus, en considérant le déterminant de la forme hermitienne con-
travariante (que l'on peut spécialiser lorsque |¢| = 1), on voit que si A(K é)z #

1 pour tout 8 dans R, alors M()) est irréductible.

7.2. Pour chaque~a dans Ry, soit z, = E¢, yo = F{ et pour B dans
Q, 23 =K é. On s’intéresse a la sous-algebre Z, de Z. engendrée par ces
éléments, et a ses sous-algebres Z;", Z; , Z§ engendrées respectivement par

les Za, Yo €t 2g. On pose z; = zq,. Z{ est l'algébre des polynémes de

Laurent en z;, zi—1

PROPOSITION.— (i) Z, = 2 ® 20 ® Z; .

(ii) Zg (resp. Zy ) est une algébre de polynémes en les T4 (Tesp. yo),
a € Ry.

(iii) U, est un Zy-module libre de base F* K™ ..-K' E", ot

0<m; <t , 0Zkj<t , 0Zr;<t

(iv) U nz. = zZ%.

(v) Zo est invariante par les automorphismes T;.

7.3. U, est donc un Zy-module ncethérien, par conséquent son sous-module
Z. est finiment engendré sur Zj, donc est entier sur Zy. Par le théoreme
de la base de Hilbert, Z. est une algébre finiment engendrée.

On peut donc considérer son spectre Spec Z., i.e. la variété algébrique
affine des homomorphismes d’algébre de Z. vers C. De méme pour Z;. On
a: Spec Zy ~ C? x (C*)" (non canoniquement).

Soit Rep U. ’ensemble des classes d’équivalence de représentations

irréductibles de dimension finie sur C de U.. On a une suite d’applications

canoniques

Rep U, X, Spec Z. —= Spec Zo,

ou X associe & chaque représentation irréductible son caractére central et

7 est induite par 'inclusion Zy C Z.. Comme Z. est entiere sur Zo, 7 est
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finie et surjective (théoréme de Cohen-Seidenberg). X est surjective car si
X € Spec Z, et si IX est I'idéal de U, engendré par le noyau de x, ’algeébre
UX = U [IX n’est pas réduite & {0} (lemme de Nakayama).

7.4. On va utiliser la théorie des algébres associatives de dimension finie
pour déterminer la dimension maximale des représentations irréductibles
de U, et le degré de 7.

Rappelons que U, n’a pas de diviseurs de 0. On peut donc considérer
le corps des fractions Q(Z.) de Z. et QU.) := Q(2.) ® z,U.. C’est une
algebre a division, de dimension finie sur son centre. Soit F' un sous-corps
commutatif maximal de Q(I;) : il contient nécessairement Q(Z.) et si m
est sa dimension sur Q(Z.), alors la dimension de Q(U.) sur Q(Z.) est m?
et F' ®(z.)U. est isomorphe a l'algébre des matrices m x m sur F. On
appellera m le degré de U..

Ce qui précede permet de considérer le polynéme caractéristique, la
trace tr, la norme d’un élément de U, et la forme bilinéaire (z,y) = tr(zy).
Comme U, est intégralement clos, Z. 1’est aussi et les coefficients du poly-
nome caractéristique d’un élément de Y. sont dans Z.. On définit 1’idéal
discriminant de . comme I'idéal (non nul) de Z, engendré par les éléments
det ((ui,uj), 1 < 4,5 < m?), ott uy,---up:2 sont dans U.. L’ensemble des
zéros de cet idéal est une sous-variété fermée propre D de Spec Z. appelée
sous-variété discriminante.

On peut alors énoncer le résultat principal.

THEOREME.— Soient £ un entier impair, £ > max {di} et € une racine
primative £-1éme de l'unité.

(i) Spec Z. est une variété algébrique affine normale et lapplication
T : Spec Z. — Spec Zy est finie de degré ™.

(ii) si x € Spec Z.\D, alors X~!(x) consiste en une unique (classe de)

représentations irréductibles de U, , de dimension €7

7.5. Voici les étapes de la démonstration.
Utilisant les techniques d’algebres associatives de dimension finie, De
Concini et Ka¢ commencent par montrer que, si x n’est pas dans D, alors

Ialgebre X (notation 7.3) est isomorphe & M,,(C), et que si y est dans D,
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alors la dimension de U)X est supérieure ou égale & m? mais la dimension
de chacune de ses représentations irréductibles est strictement plus petite
que m.

Il s’agit donc de déterminer m et le degré de 7.

Rappelons que l'on dispose des représentations diagonales H(/\), de
dimension £” et que si A(22) # 1 Va € Ry, alors M()) est irréductible.
Fixons un tel A.

Soit Hy C SpecZ, défini par z, = 0, yo = 0 et z2 # 1. Alors
70 x(M())) € Hy, et 'image réciproque par 7 o x de cet élément contient
" éléments. Par ailleurs, dimg(z,)@(U:) = £2**™ (proposition 7.2 (iii)),

donc £2**" = m2.deg T, et m > £~.

On va introduire un groupe d’automorphismes G d’une complétion u.
de U, qui agit dans Rep U, Spec Z., Spec Zy (X et 7 étant équivariantes)
et tel que l'orbite GHj contienne un ouvert métrique non vide de Spec Z,.
(Cette orbite est formée des images de représentations diagonales irréduc-
tibles, tordues par G, de dimension ¢”. Chaque point de cette orbite a
exactement " antécédents.)

On en déduit alors deg 7 > £", d’oti deg 7 = £™ et m = ¢*.

La construction de G se fait ainsi (il faut, ici, que £ soit impair) :

a) Rappelons que, dans la spécialisation & la Lusztig, on a introduit des
dérivations données par le commutateur par les analogues des puissances di-
visées. On peut bien entendu considérer de telles dérivations pour I’algebre
U sur C(q), et il est trés remarquable que ces dérivations descendent & U..

Notons €4, fa, k+qo les dérivations associées a E',(f), Fc(f), Kia/[ﬁ]dﬂ!, et
posons €; = €q,, fi = fa;. Alors,sia =wa;,w € W,onae, =Tye; T,!,
fa=Ty fiT,*', et e;, fi, k1p sont donnés par des formules explicites.

b) On considére I'algebre de Lie G sur Z, de dérivations de U, engendrée

par les eq, fa, k+o. Elle est normalisée par les T; et Z, est invariante par

~

g.

c) Afin de pouvoir envisager le groupe d’automorphismes correspon-
dant, il est commode de compléter Z; ainsi : 20 est 'algebre des séries
formelles en z4, Ya, (@ € Ry), 2; et 2] !, qui convergent vers une fonction

holomorphe sur C*” x (C*)". On pose U. =7, ® z,Ue et Z. = Z, ®z, 2.
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Alors, pour tout ¢ € C, les séries exptes, exptf,, exptks convergent
vers des automorphismes (sur C) de l'algebre Z:(;, et on peut considérer
le sous-groupe G du groupe des automorphismes de 1:(; engendré par les
automorphismes exp te,, exptfq, exptky,, a € Ry.

Z. et Zq sont invariantes par G, si bien qu’il agit par transformations
holomorphes sur Spec Z. et Spec Z,.
d) De formules explicites pour l'action de e,, f, dans Zg, on déduit

que 'orbite GHj contient un ouvert métrique non vide de Spec Z,.
7.6. L’action de G sur Spec Z; est étudiée davantage dans [DC-K-P].

7.7. Les représentations irréductibles de dimension maximale évoquées au
théoréme 7.4 ont été explicitées pour (a;;) de type A, dans [Ar], [Ar-Chl],
[DIMMS]. Voir aussi [Ar-Ch2], [DIJMM1], [DIMM?2], [DIMM4].

ADDENDUM

Entre le moment ou ce texte a été rédigé et celui de I’exposé oral, D.
Kazhdan et G. Lusztig ont établi dans “Affine Lie algebras and quantum
groups”, Intern. Math. Research Notes 2 (1991), 21-29, une équivalence de
catégories tensorielles entre une catégorie de représentations d’une algébre
de Lie affine et la catégorie des représentations de dimension finie d’une

algebre enveloppante quantifiée.

Ceci implique, grace aux travaux de L. Casian et S. Kumar sur les
conjectures de Kazhdan-Lusztig pour les représentations de niveau négatif
des algebres de Kaé-Moody affines, la conjecture de Lusztig sur le caractére

des modules simples d’une algebre enveloppante quantifiée & une racine de
I'unité (voir 6.6.2).
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